Das Travelling Salesman Problem

Priifungsvorbereitung



Aufgabe 1

Nenne zwei verschiedene Anwendungen im Bereich von Technik
und Wirtschaft, in denen die Lésung des Travelling Salesman
Problems von Bedeutung ist.



Aufgabe 1

P Logistik: Tour eines Postboten oder eines Paketverteilers

» Technik: Bohren von Leiterplatten

Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:D1ldklpcb. jpg
Ulfbastel, CC BY-SA 3.0 <http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/>



Aufgabe 2

Wie viele grundsatzlich verschiedene Rundreisen (also bei denen es
nicht auf den Startknoten ankommt) gibt es bei einem

(a) symmetrischen,

(b) unsymmetrischen

TSP mit 9 Stadten?



Aufgabe 2

(a) 3(9—-1) =18
(b) (9 —1)I = 8!

Da es geméss Aufgabenstellung nicht auf die Startstadt ankommt,
kann man irgend eine Stadt als Startort auswahlen. Dann gibt es
nur noch 8! Moglichkeiten, die librigen 8 Stadte zu besuchen. Beim
symmetrischen TSP halbiert sich dieser Wert nochmals.



Aufgabe 3

Bestimme alle Permutationen der Zeichen in {U, Z, C, J, D}, die
mit UZ beginnen.



Aufgabe 3
Alle Permutationen von {U, Z, C, J, D}, die mit UZ beginnen:

uzCclJD uzJCcb uzbcClJ
uzcCbDJ uzJbC uzbDJC



Aufgabe 4

96!

Berechne —.
erechne o



Aufgabe 4
96! 96 - 95! _
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Aufgabe 5
Vereinfache 146 - 144! - 145,



Aufgabe 5
146 - 144! - 145 = 146 - 145 - 144! = 146!



Aufgabe 6

(a) Skizziere einen vollstindigen Graphen mit den 5 Knoten
AB,... E.

(b) Wie viele Kanten hat dieser Graph insgesamt?



Aufgabe 6

(a) Vollstéandiger Graph mit 5 Knoten:

WY

4
(b) 57 = 10 Kanten



Aufgabe 7

Bestimme fiir die folgende Distanzmatrix die Tour(en) mit
minimaler Lange.

A B C D
A0 8 8 7
B|8 0 4 2
cC|8 4 0 8
D7 2 8 0



Aufgabe 7
| A
0
8
8
7

ABCDA = 27
ABDCA = 26
ACBDA = 21 optimale Route
ACDBA ~ ABDCA
ADBCA ~ ACBDA
ADCBA ~ ABCDA
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Aufgabe 8

Eine Implementierung des Brute Force-Algorithmus zur Losung
eines TSPs bendtigt auf einem Computer fiir 12 Stadte etwa
30 Sekunden.

Wie lange wird dieselbe Implementierung auf demselben Computer
zur Losung eines TSPs mit 14 Stiadten ungefiahr bendtigen?



Aufgabe 8
T(12) = C-12! = 30s
T(14)=C-141=14.13.C-12! = 182-30s = 5460s = 91 Min



Aufgabe 9

Gegeben ist folgende Distanzmatrix

A B C D
Alo 1 3 2
B/1 0 2 3
C|3 2 0 100
D|2 3 100 O

Zeige, dass man mit der Nearest-Neighbor-Heuristik fiir jeden
Startknoten dieselbe Tourlange erhalt. Gibt es eine bessere
Losung? Wenn ja, gib eine an.



Aufgabe 9

A B C D

Alo 1 3 2

Bl1 0o 2 3

C|3 2 0 100

D|2 3 100 0

100 .

Al,p 2 c®p 2,4 Lange: 105
B A2D ¢c 2,8 Linge: 105
c2B-5A5DXC Linge 105

DAL B 21D Linge: 105

Die Route ADBCA mit der Lange 10 ist deutlich kiirzer.

Die Nearest Neighbor-Heuristik sucht gierig nach der nichsten kiirzesten
Verbindung und wird so moglicherweise am Ende dazu gewzungen, Strecken

mit hohen Kosten zu durchlaufen.



Aufgabe 10

Erklare, was eine Heuristik in der Informatik ist und wozu sie
gebraucht wird.



Aufgabe 10

Eine Heuristik ist ein Losungsverfahren, das mit beschrankten
Informationen iliber das zu I6sende Problem und geringem
Rechenaufwand eine plausible Losung findet. Der Nachteil ist, dass
die Lésung nicht zwingend optimal sein muss.

Heuristiken werden dann eingesetzt, wenn fiir die optimale Losung
ein exponentieller oder grosserer Aufwand betrieben werden muss.



Aufgabe 11

Gegeben eine Distanzmatrix

A B C D E
Al0O 7 1 2 3
B|{7 0 5 10 4
cj|1 5 0 6 8
D2 100 6 0 9
E|3 4 8 9 0

(a) Berechne die Kosten fiir die Rundreise mit der
Nearest-Neighbor-Heuristik und dem Startknoten B.

(b) (A,D,C,B,E,A) ist eine kiirzeste Tour. Um wie viel Prozent
ist die Approximation in (a) langer als die Lange der kiirzesten
Tour?



Aufgabe 11

A B C D E

B (Total: 24)



Aufgabe 11

A B C D E

B (Total: 24)

(b) optimale Tour: A3 D% C 2 B34 E3 A (Total: 20)



Aufgabe 11
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(b) optimale Tour: A3 D% C 2 B34 E3 A (Total: 20)

20 = 100% 100%
—N X =
24 = x 20

24 =120%



Aufgabe 11
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(b) optimale Tour: A3 D% C 2 B34 E3 A (Total: 20)
20 = 100% 100%
N = x=
24 = x 20

24 =120%

Die Approximation in (b) ist 20% langer als die kiirzesten
Rundreise.



Aufgabe 12

Gegeben ist die Distanzmatrix eines TSP.

| A B C D

Al 0 100 5 3
B|{100 0 2 4
C| 5 2 0 1
D| 3 4 1 0

(a) Berechne die Lange der Rundreise mit der
Nearest-Neighbor-Heuristik und dem Startknoten A.

(b) Bestimme eine der Rundreisen mit minimaler Lénge.

(c) Bestimme eine der Rundreisen mit maximaler Lange.



Aufgabe 12

| A B C D
A0 10 5 3
B|100 0 2 4
cls 2 0 1
D| 3 4 1 0

(a) NNH mit Start in A:
A3 DL c3B™ A (Total: 106)



Aufgabe 12

| A B C D
A0 10 5 3
B|100 0 2 4
cls 2 0 1
D| 3 4 1 0

(a) NNH mit Start in A:
A3 DL c3B™ A (Total: 106)
(b) Eine Rundreise mit minimaler Lange:

A>C3BA D3 A(Total: 14)



Aufgabe 12

| A B C D
A0 10 5 3
B|100 0 2 4
cls 2 0 1
D| 3 4 1 0

(a) NNH mit Start in A:
A3 DL c3B™ A (Total: 106)
(b) Eine Rundreise mit minimaler Lange:
A>C3BA D3 A(Total: 14)
(c) Eine Rundreise mit maximaler Lange:

AR B4 DL C > A (Total: 110)



Aufgabe 13

Zeige, dass die folgende Distanzmatrix nicht metrisch ist.

|A B C D
A0 8 7 6
B|8 0 9 5
cl7 9 0 3
D|6 5 3 0



Aufgabe 13
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Wir beginnen den Test mit dem gréssten Distanzwert BC = 9. Als
dritte Knoten kommen dann A und D in Frage.

9=BC<BA+AC=8+7=15 richtig
9=BC<BD+DC=5+3=28 falsch

Somit ist mindestens eine der Dreicksungleichungen verletzt und
die Distanzmatrix ist nicht metrisch.



Aufgabe 14

Zeige, dass die folgende Distanzmatrix nicht metrisch ist.

A B C D E
Al0 11 10 12 38
B|11 0 9 7 6
cj10o 9 0 5 4
D|12 7 5 0 3
E|8 6 4 3 0




Aufgabe 14

A B C D E
Al 0 11 10 12 8
B|{11 0 9 7 6
cj1wo 9 0 5 4
bjl12 7 5 0 3
E|8 6 4 3 0

Wir beginnen den Test mit dem grossten Distanzwert AD = 12.
Als dritte Knoten kommen B, C und E in Frage.

12=AD < AB+BD =11+7=18 richtig

12=AD < AC+ CD =10+5=15 richtig
12=AD < AE+ ED =8+3 =11 falsch

Somit ist mindestens eine der Dreicksungleichungen verletzt und
die Distanzmatrix ist nicht metrisch.



Aufgabe 15

Zeige, dass die folgende Distanzmatrix nicht metrisch ist.
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Aufgabe 15
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Beginne den Test mit dem grossten Distanzwert AB = 9.

9=AB<AC+(CB=7+6=13 richtig
O=AB<AD+ DB =2+8=10 richtig

Setze den Test mit den nachsttieferen Distanzwerten fort.
8=BD <BA+AD =9+2=11 richtig
8=BD<BC+CD=6+4=10 richtig
7T=AC<AB+BC=9+6=15 richtig
T=AC<AD+DC=2+4+4=06 falsch

= Die Distanzmatrix ist nicht metrisch.



Aufgabe 16
Lose das TSP mit der MST-Heuristik und dem Startknoten A.




Aufgabe 16

MST:
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DFS: AL ES DS B3 ¢S5 A (Total: 23)

eine optimale Tourr A5 C 3B 5D S E L A (Total: 23)
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Aufgabe

Lose das TSP mit der MST-Heuristik und dem Startknoten A.
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Aufgabe 17

N o (F MST: A | D,
B | F
9 5
C|D
10 12 19 6
/ 13 8 \ D A,
10 6,
] N, E | A
F | D,
A 2 2 > D
4\ /17
16 3
\ 13 8 /
16 19 12 3
17 4
6 14—14 C

DFS: A3 D3 cBFRBBRE2 A (Total: 54)
4 F

eine optimale Tour: A ADSESA (Total: 51)



Aufgabe 18
Lose das TSP mit der MST-Heuristik und dem Startknoten A.




Aufgabe 18
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A (Total: 128)
E 3 A (Total: 109)



Aufgabe 19

Vergleiche die drei im Unterricht behandelten Lésungsmethoden
fiir das TSP in Bezug auf

(a) Input
(b) Laufzeit
(c) Output (Qualitat der Losung)



Aufgabe 19

(a): Input  (b): Laufzeit  (c): Output (Qualitdt der Losung)
Brute Force-Methode

(a) Distanzmatrix

(b) O(n!); fiir grosse n nicht mehr handhabbar
(c) liefert eine optimale Losung

Nearest-Neighbor-Heuristik

(a) Distanzmatrix und ein Startknoten
(b) Polynomialzeit (praktisch I6sbar)
(c) liefert im Allgemeinen keine optimale Lsung

Minimum-Spanning- Tree-Heuristik
(a) metrische Distanzmatrix

(b) Polynomialzeit (praktisch 16sbar)

(c) Maximal doppelt so hohe Kosten wie beim Optimum



