Maturavorbereitung (GF PAM) Losungen+ Ubungsbeispiele

Aufgabe A.1

Y

IR

(a) Scheitelpunktsform: f(z) = a(z —1)* +2

fA+v2)=0
a(1+v2-1)°+2=0
a-2+2=0
a=—1
= flr)=—(r—1)2?+2=—-2?+2x—1+2=—-2?+2r+1

f ldsst sich auch mit dem Ansatz y = ax? + bz + ¢ bestimmen, wenn man den Scheitelpunkt und die beiden zu

r = 1 symmetrischen Nullstellen einsetzt.

(b) Anstelle von
1+v2
/ (2—(z—1)%)dz
1

-2
kann die um z — x + 1 verschobene Kurve intergriert werden:

/_ﬂ(2—x2)dx:2/0ﬁ(2—x2)dx

V2

:2{293—%;1:3]:5:2(2@—%-2\/5)



Aufgabe A.2

Losung als Extremwertaufgabe:

Zielfunktion: d*(z,y) = (v — 6)* + y? = 2% — 122 + 36 + ¢*

Nebenbedingung: y = 0.52>

NB in die ZF einsetzen: d(z) = 2% — 12z + 36 + 0.252%

Ableitungen: d'(x) = x° + 21 — 12

d"(r) = 3% + 2
e Extremstellen: d'(x)=0
2?42 —12=0
T =2

Test: d”(2) >0 =z =2 ist eine Minimalstelle

Ubrige Grossen: y = 0.5-22 =2 = P(2,2)

Losung mit einer Kurvennormalen:

A
PRSI
Y=

Q
/ n

\5(67 3>= x
t TQ ™S

Fiir den kiirzesten Abstand muss die Strecke von P(6,0) zum gesuchten Punkt Q(x,y)
senkrecht zur Kurve stehen.

1 1
Steigung der Normalen: m; = ———— = ——

flle)
Ay _yo—0 _ 0525

Steigung der Graden PQ: my = Ay Py —;

my1p = Mo
I 0.5x2
r x—06
—(x —6) = 0.52°

0523+ —-6=0

l’l - 2 :> Q(Q, 2) (Die iibrigen Lésungen sind komplex.)



Aufgabe A.3

Ansatz: f(r) = ax® + b2 +cx +d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

7(0,0) € Gy f(0) =0

H(4,4) € Gy: f(4) =4

7(0,0) ist Extrempunkt: f'(0) =0

H(4,0) ist Extrempunkt: f'(4) =0

d=0

64a + 160+ 4c+d =4
c=0
48a+8b+c=0



Aufgabe A.4

Tz — 2
@) = ey &

(a) Vertikale Asymptoten: + = —1 und = = 3 (mit Vorzeichenwechsel!)

Nullstelle: z = 2

-2 2
Ordinatenabschnitt yo = f(0) = (O_%)m =3

\A
\
\

(a) Partialbruchzerlegung:

x—2 A n B
(x—3)(x+1) -3 x+1

r—2=A(x+1)+ B(x - 3)
r—2=(A+B)x+ (A—3B)

A+B=1 A=1/4
=
A—3B=-2 B=3/4

2 -2 1 /% 1 1
/ :1: da::—/ dx+§/ dx
o (x=3)(z+1) 4/, -3 4 ) z+1




Aufgabe A.5

Variante 1: Partielle Integration
/sinzxdx = /sinx-sinx dx
o~ L~
I’ g
sin?zdr = —cosz - SlIlZE—/(—COS{B) -cosz dz
<~ \ , N~
f g f g

/

sin xdx:—81nxcosx+/cos2xd:c

sin ajda::—smxcosx—l—/ldaj—/sm rdx

2 | sinxdz = —sinzcoszx + x + 20

/Sln xdx:—smxcosx—i—/ 1—sm2x) dx

1 1
/siandx: §x— §sinxcosx—|—0

Variante 2: Produktregel der Trigonometrie

cos(z + ) — cos(z — z)]

N | —
| =

sin?z =sinz -sinx = —

1
= —— 2 _ =
2Cos x +

2

1 1 1 1
102 — - — — = —1r — — sl
/sm xdx-/(z 20032x> dx 57 4sm(2x)+C

Was wegen sin(2z) = 2sinz cos x dasselbe wie oben ist.

— —cos2x
2



Aufgabe A.6

f(z) = az® + ba® + cx + d;
f'(x) = 3az? + 2bx + ¢
f"(x) = 6azx +2b

P(1,0) e Gy: f(1) =0 a+b+c+d=0

P(3,4) € Gy: f(3) =4 27a+9b+3c+d =4

WeP € y-Achse: xy = 0 und f”(0) =0 2b=0

! 4-0 2 3a + 2b + L
My, = =5 1= a c=—=
(1) 3-1 2

1 Q
4%

£\
JX

Y=\
n7L

S

a+b+c+d=0
27a+9b+3c+d =14 1
2b=0
6a +4b+ 2c = —1



Aufgabe A.7

Zielfunktion: A(z,h) =2x-1+x-h
Nebenbedingung: > + h* =22 = h=+4—a?

NB in ZF einsetzen: A(x) = 2z + x4 — 22

Extrema bestimmen:
A’(:v):2+\/4—352+#-

2 4_1,2 IQ

_l’_ —
V4 Vi-az Vd—a?2 4 —2?
4 — 22 _ 2v4 — 2244 — 227

=2+ V4 — 22—

=2+
\/—73:2 VA4 — 22
Al(z) =
V4 —a24+4—222=0
Vi —a2=2>-2

4—a?=a'—4a®+4
r* =322 =0
23 (2? —3) =0
z =+/3 (geometrisch sinvoll)

e Mazimaleigenschaft testen: (optional; nur fiir Hartgesottene)

Alz) =2+ (4 —22°)(4— 2?2
A'(z) = (—4x)(4 — 2®) 73 4+ (4 — 222) (= 1) (4 — 2?) "3 (—22)

= —4x (4 — x2)_% +2(4—22H)(4 —2?)"2
A"(V3) = —4V3-1+ V3 (-2)- 1= —6V3 <0

e Resultat: Die Breite muss 2v/3 Lingeneinheiten betragen.



Aufgabe A.8

(a) Polynomdivision:

1
(2 +22° +324+3): (v + 1) =2+ 2+ 2+ ——
r+1

349202432 +3 1
/x+x+x+ dx:/ P2Hr+2+— ) do
r+1 x+1

1 1
:§m3+§x2+2x+ln|x—|—1|+0

(b) /tanx -In (cos(z)) dz = / ST In (cos(z)) dz = ...

COS T

Substitution: w = Incoszx

du 1 (= sinz)

— = -(—sinz

dr coszx

dx:__cosxdu
sinx

sin x —CcoST
.= CU - — du
COS ¥ sin x

1
— —/udu: 5u2+C’: (lncosa:)2+0

N | —



Aufgabe A.9

Skizze ohne grafikfahigen Taschenrechner:

Y Y Y
| > T | > T | > T

Nullstellen (allgemein): 1 = 0, 23 = a

7r /0 [(a—2)Vz]*de =7 /Oa(a—x)2xdx

a
:7r/ a’r — 20z + 22 dx
0

1 2 1 @
=T [—aQ:zc2 — Zax® + —x4}

2 3 47,
1 2 1

=T <§a4 — §a4+ ZCL4)

_ Ty

BETE

4
Aus dem Vergleich %a4 = % folgt a* = 16 und daraus a = 2.



Aufgabe A.10

(a)

f ist an der Stelle xqy stetig, wenn . ..
o f(xg) existiert,

e lim f(z) existiert (unabhéngig von der Folge = — zy),
T—rT0

o lim f(x) = f(xo).

T—rT0

anschaulich: Der Graph kann an der Stelle xo ohne Absetzen des Stiftes gezeichnet
werden.

f ist an der Stelle xy differenzierbar, wenn . ..

der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

(unabhéngig von der Folge h — 0) existiert.

anschaulich: Der Graph hat an der Stelle xo keinen Knick.

Stetigkeit: f1)=3iB+4a—-3)=a
lim f(z)=1B+4a-3)=a
=1~
lir?Jr f@)=avl=ua

f ist fiir jedes a € R an der Stelle x = 1 stetig, da lin} flx)=f(1) =a.
Tr—r

Differenzierbarkeit: Da die Funktionsterme links und rechts von z = 1 differen-
zierbar sind, geniigt es, dass die Ableitungen an beiden Seiten (im Grenzwert)
iubereinstimmen:

x firz <1

f'x) =

axr

N[—= Nw

3
2

fir x > 1

f'(1) = lim f(z) =3

r—1—

3
lim f(z) = lim (lax_i) = zq
:c—)l""f( ) z—1+ 2 2

Die geforderte Ubereinstimmung erhélt man fiir a = 3.

10



Aufgabe A.11

(a) a=2: folx) = —2? — 20 = 2(2 + )

nach unten getffnete Parabel mit den Nullstellen x = —2 und z =0

(b) Nullstellen (allgemein): (1 —a)a® —ax =0
z[(1—a)x—a] =0

Ty = 0
(1—a)xr—a=0
ro =a/(l —a)
Aa) = /a/(1a) (1 -a)z® —az)dz
1 1 ,]°
= {5(1 —a)x’ — Pl L/(l_a)
B 11-a)a® 1 a
0= (5 (1—a)3 2(1—a)2>

a; =1 entfdllt wegen a > 1

a2:3

11



Aufgabe S.1

49 49 - 48
(a) Es sind (2) =<1 1176 Strecken.

(b) Es kommen nur horizontale und vertikale Strecken in Frage. Pro Reihe bzw. Kolonne
sind es jeweils 3 Strecken.

Da das Gitterquadrat 7 Reihen und 7 Kolonnen hat, sind es 7-3+7-3 = 42 Strecken.

(c) Bei der Streckenlidnge 5 sind neben den horizontalen und vertikalen Strecken wegen
des Satzes von Pythagoras (3% + 42 = 5%) auch , schiefe* Strecken moglich.

Pro Reihe/Kolonne sind je 2 Strecken moglich: 28 Strecken
und

Strecken mit der Steigung j:%: 24 Strecken

Strecken mit der Steigung :I:%: 24 Strecken

Insgesamt: 76 Strecken

12



Aufgabe S.2

(a) Der Motor springt . ..

beim 1. Versuch an: P

beim 2. Versuch an: (1—p)p

spatestens beim 2. Versuch an: p+ (1 — p)p = 0.64
quadratsiche Gleichung: p*> — 2p 4+ 0.64 = 0

D=0V —4ac=4—4-1-064=4—256=1.44
_2+V144 2412

1.6
4! 5 5
2—+144 2-—-1.2
P2 = 9 = 5 =04

sinnvolle Losung der Gleichung: p = 0.4

(b) Der Motor springt ...

beim 1. Versuch an: P 0.4
beim 2. Versuch an: (1—p)p 024
beim 3. Versuch an: (1—p)*p 0.144
spétestens beim 3. Versuch an: 0.784

(¢) X: Nummer des Versuchs, bei dem der Motor anspringt
P(X<n)=p+(1—=pp+-+1-p)"'p

geometrische Reihe mit a; = p =0.4 und ¢ = (1 — p) = 0.6.

Damit kénnen wir die Bedingung in der Aufgabe als Ungleichung formulieren:

0.440.6-04+0.6%-04+---+0.6"1-0.4>0.98

1—-0.6"

0.4 - > 0.98
1-06 —
1—-0.6">0.98

0.02 > 0.6"

120.02 > n-1g0.6

120.02/1g0.6 <n
7.66 <n

Es sind mindestens 8 Versuche nétig.
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Aufgabe S.3

(a) Verteilung der Zufallsgrosse X:

a 2]4]5
P(X=a) |5 |55
EX)=3-2+1.442.5=20=-10
E(X*)=23.44+1.1642.25=18

V(X)=E(X?) - B(X)? =18 - 100 _ 231 _ 200 _ 34

9 18 18 18

(b) 7 oder mehr Punkte nach genau 2 Wiirfen:
P(25,52, 45, 54, 44, 55)
_ 6 6 .2 2 1 4 _ 2 _7
=3 T3 T3 T3 "3 " 36 12
7 oder mehr Punkte nach genau 3 Wiirfen:
P(224, 225,242, 244, 245, 422, 424, 425)
_ 9 18 9 3 6 9 3 6
= 216 T 216 T 216 ' 216 T 216 T 216 T 216 T 216
_ 6 _ 7

216 ~ 24

7 oder mehr Punkte nach genau 4 Wiirfen:

P(2222,2224,2225) = 8L 2T 4 B 162 _ 1

1
2|24 | 8

4

a (Anzahl Wiirfe) ‘ 2
7

3
P(X = a) EE

[y

14



Aufgabe S.4

K: Person leidet an der Krankheit
K: Person leidet nicht an der Krankheit

T Test ist positiv

T: Test ist negativ

P(K)=0.1 P(T|K)=0.8

P(K)=0.9 P(T|K) =0.3

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(T)=P(K)-P(T|K)+ P(K)- P(T|K)
=0.1-0.84+0.9-0.3=0.08+40.27=0.35

Bayes: P(K|T) =

P(K)-P(T|K) 0.1-0.8 008

15

P(T) 035 035

8

35



Aufgabe S.5

(a) Da der Fahrer einen festen Platz hat, sind nur 7 Personen auf 11 Plétzen anzuordnen.
Das ergibt 11-10-...-6-5 = 1663200 Moglichkeiten.

(b) Der 1. Snack kann auf einen der 7 Mitreisenden verteilt werden Der 2. Snack kann
auf einen der 7 Mitreisenden verteilt werden ... Der 10. Snack kann auf einen der
7 Mitreisenden verteilt werden

Also sind es 7' = 282475 249 Moglichkeiten.

(c) Es miissen 4 Personen aus einer Menge von 8 Personen ausgewihlt werden:
8 8:-7-6-5
=——=170
(4) 4.3-2-1
Nun sind es noch 3 Personen aus einer Menge von 7 Personen ausgewihlt werden:
7 7-6-5
= =35
(5) =551
(d) Die 3 Kinder kénnen auf 3! = 6 Arten auf der letzten Bankreihe Platz nehmen.

Die iibrigen 4 Personen kénnen auf 8-7-6 -5 = 1680 Arten auf den verbleibenden
8 Plétzen sitzen. Nach der Produkteregel ergibt das 6-1680 = 10 080 Moglichkeiten.

16



Aufgabe S.6

6-5-4-
(a) P(alle in verschiedenen Stockwerken) = 6:5-4-3 = o
6:-6-6-6 18
(b) P(alle im gleichen Stockwerk) 0 !
11m 1 1 wer = — = —
& 6* 216
6:-5-4-3 13
(¢) 1 — P(keine zwei im gleichen Stockwerk) = 6 13

17



Aufgabe S.7

(a) Verteilung des Gewinns X (aus Spielersicht):

Gewinng 2 1 =3
P(X =g)

11 1
4 2 4

(b) Das Spiel ist aus der Sicht des Spielers vorteilhaft, da E(X) > 0

(@ BE(XY)=1-2+1 41 (<3P =1+1+3=%
?=E(X?)-EBX)?=8_1_2

0:\/@/4

18



Aufgabe S.8

f ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn gilt:

(1) f(z) >0 fir allexz € R

) [ e

) erfiillt ist, stellt sich erst nach dem Losen der Aufgabe heraus.

/ fla

/(mx—l—q)d =1

0

[%mx2 + qg:]i =1
2m+2¢=1 (3)
E(X) =3

oo

/ af(z)de =2

2
/ z(ma + q)dae = 2

0

2

[5ma’ + 342%] = §
8 _5

16m+12¢=5 (4)
Subtrahiere das Sechsfache/Achtfache von (3) von (4):

dnm=-1 = m=—

NI

—4qg=-3 = q=

f(z) =—3xz+32 (ist nichtnegativ fiir z € [0, 2])

19



Aufgabe D.1
Behauptung: 23 teilt (5*® — 2") fiir alle n € Ny (x)

Beweis durch vollstdndige Induktion:

e Induktionsverankerung (n = 0):

50 — 20 =1 —1 =0 ist durch 23 teilbar (ok)
e Induktionsschritt:

— Induktionsvoraussetzung (IV): (x) sei wahr fiir n > 0
-n—n+1l:
52(n+1) - 2n+1 — 52n+2 - 2n+1 — 52 . 52n o 21 . 2n
=25-5"+0—-2-2"
=255 —25-2"4+25-2" —2.2"
=25(5"" —2") +23-2"

Der Klammerterm ist nach IV durch 23 teilbar und der Summand danach wegen des Faktors
23. Also teilt 23 auch die Summe. O

20



Aufgabe V.1

<y

Ebene senkrecht zu g durch M:

1 T 1

e: |0 yl —15 =0 = e 2x4+2-3=0
1 z 2

eENg:

1(04+t)+0(7T+0t)+1(9+t) —3=0
t+9+t—3=0

20+6=0
t=-3
=  P(-3,7,6)
. 1 -3 1
M| =5 -7 |l=|[-2|=vi6Td+16=6
2 6 —4
—
Abstand von der Sphére: |[PM| —r=6—-2=14

21



Aufgabe V.2

(a)

SN )

() ()

AB-AD=8+48—-16=0 = AB L AD
AB| = AD = VAT 16 7 16 = 6

0 9 4 6
ot AB+AD= o)+ (4]+|2]=[6] =7
0 4 4 0
Skizze:
e
\\ E
\QM
c)— B
D A

22



Aufgabe V.3

Mittelpunktsform von Ksj:
2?1224+ (36 —36) +y* — 2y + (1 — 1)+ 2 +33=0
(-6 +(y—1P2+(2-00°—-4=0
(1 —6)*+(y— 1)+ (2 —0)*=2?
o K und Ky:
Ml(5737 _2)7 r = 17
My(3,7,2), 1o =7
MMy = |(—2,4,4)"| = V36 =6

K, und K, beriihren sich innen, denn |ry — ro| = 6 = M; M,

e Ky und Kj:
My(3,7,2), 10 =7
M;5(6,1,0), 3 = 2
MyMs = |(3,-6,2)"| = V49 =7

K5 und Kj schneiden sich, denn |ro —r3| =5 < MaoMs =7 < 9 = |ry + 13|

e K3 und K;:
M;(6,1,0), r3 = 2;
Mi(5,3,-2),m =1
MM, =|(-1,2,-2)"| =vV0=3

K3 und K, beriihren sich aussen, denn r3 +ry = 3 = M3M,;

23



Aufgabe V.4

1 7 —6
AB=7s—7a=[1]—-[3] =[-2
9 6 3
9 7 2
AC=7o—ma=|9] (3] =16
3 6 -3
Wegen L@‘ = |z@] ist
—6 2 —4 -1
G=ABrAC =26 l=(4a])=al1
3 -3 0 0
der Richtungsvektor der Winkelhalbierenden von a.
T 7 —1
w yl=13]+s| 1
z § 0
T 1 4
h: {yl=1|1]+t] 4
z 9 -3
w N h:
T—s=1+4t _
34s=14+4 = _2 = 5(5,5,6)
6=9—3t B

24



Aufgabe V.5

(a) 2=3+t=0 = (=-3 = S5(6,-12,0)

(b) Losung mit Projektionsformel:
2

AP =13

4

Zerlegung von ﬁ in eine Komponente parallel zum Richtungsvektor ¢ und eine
senkrecht zu v:

. 1 _3
U;“ng-ﬁzzaﬁ::s 4] =12
v 1 3
3 -3 0
Tr=r4+30=|0]+]|12 ] = |12
3 3 6
F(0,12,6)

25



Aufgabe V.6

1 9
=6 |-13
5

—2

0 3 2
Uxv=12]x|-2] = 3
1 0 —6

dist (g, h) = LX) A7)

@ x 7

C|-2+9+421 49

=7
V4+9+ 36 7

26



Aufgabe V.7

e Hessesche Normalform:

2
AL — [ -4
4
9
ac=1| o
9
3 9
ABxAC = | 4 | =—a|-1] = —47
8 9
9 3
de—i-in=—|-1]-[8]=-12
9 7

e:2x —y+22-12=0
2.1-1-54+2-9-12 3
dist (S, ) = + _ 2
V2 (124223

e Volumenformel des Spats (bzw. Tetraeders):

—8\ /-2
Vipat = (AB x AC) - A5 = 4 |- [-3] =16—12+16 = —12
—s) \2

Vipws = G- h = |AB x AC| - h = 12h
V=12h=-12=h=1
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