Analysis (Aufgabenheft)
Kapitel 4



Aufgabe 4.4
4
(c) /1 x> (2x + 5) dx
2
2
(d) /_2 (2x — 3)“dx



Aufgabe 4.4
2 1.4 212
(a) /3 (x* + 6x) dx = [7x —l—3x]73

=16 18 = 15 — 315



Aufgabe 4.4

(a) /2 (X3 +6x) dx = [3x* + 3x2] ;

=16 18 = 15 — 315



Aufgabe 4.4

(a) /2 (X3 +6x) dx = [3x* + 3x2] §

=16 18 = 15 — 315

4 4
(c) /1 x°(2x 4 5)dx = /1 (2X6 + 5X5) dx = [%X7 + %X6] 1

~ 8093.56



2
/ (4)(2 —12x + 9) dx

-2

[%x3 —6x% + 9x] 2_2

Do (-18)=12=573

3 3



Aufgabe 4.5

Ermittle k fir

3
(a) / (1.5x2 +3x+k)dx =17
1

(b) /_01 (3x% — kx + k) dx = -2



Aufgabe 4.5

3
(a) / (1.5x% + 3x + k) dx = 17

1
[%x3—|—%xz—|—kx]i =17
(Z+Z+3k) - (A+3+k =17
25 + 2k = 17
k=—4



(b) /0 (3x® — kx + k) dx = —2

-1
[x* — £x? + kx]gl =-2

0—(-1-%5—k) =-2

1+3k=-2
3k _
k— 3
3k=—-6



Aufgabe 4.6

Berechne den Inhalt der vom Graphen der Funktion f: x — y und
der x-Achse eingeschlossenen Flachenstiicke.

() f:y=x%>—-5x+4
(b) f:y=x3—2x%—-3x
(c) fry=x*—10x2+9



Aufgabe 4.6

(a) f(x) =x?—5x+4=(x—1)(x—4)

Nullstellen: x3 =1, xo = 4

asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—r+00 X—r+00
lim f(x)= Ilim x? = 400
X——00 X—+—00
y




Aufgabe 4.6

(a) f(x) =x?—5x+4=(x—1)(x—4)

Nullstellen: x3 =1, xo = 4

asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—r+00 X—r+00
lim f(x)= Ilim x? = 400
X——00 X—+—00
y




(b) f(x) =x3—2x%> —3x = x(x? —2x — 3) = x(x — 3)(x + 1)

Nullstellen: x; = —1, x =0, x3 =3
asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—>+00 X—>+00
lim f(x)= lim x®= -
X——00 X——00




(b) f(x) =x3—2x%> —3x = x(x? —2x — 3) = x(x — 3)(x + 1)

Nullstellen: x; = —1, x =0, x3 =3
asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—-+00 X—-+00
lim f(x)= lim x®= -
X—>r—00 X—r—00
y
/ d 1,4 _2,3_ 3,210 7
1= f(x)dx = 3X ¥ =1

—1

3
12:/0 f(x)dx = [...]g:—%

A=|h|+|h| =2 =1183



(c) f(x) =x*—10x*> +9 = (x* = 1)(x* - 9)
=(x=1)(x+1)(x—-9)(x+9)

Nullstellen: x;y = =3, o = -1, x3=1,x =3
asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—r+00 X—+00
lim f(x)= lim x3=+4o0
X——00 X——00
y

\ A ]
VARV,

1
_15 10 3 1_ 88
/of = X_3X+ X}o_15

3
f(x ]3__%J
] 1T Ts




(c) f(x) =x*—10x*> +9 = (x* = 1)(x* - 9)
=(x=1)(x+1)(x—-9)(x+9)

Nullstellen: x;y = =3, o = -1, x3=1,x =3
asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim x* = +oo
X—r+00 X—r+00
lim f(x)= lim x3=+4o0
X——00 X——00
y

1
1
11:/ f(x)dx = [%x5—%x3+%x]0:%
0

h= [ f(x)dx=[...]} = -3%

A=2(|h|+|k|) = 8 =52.26 (wegen Symmetrie)



Aufgabe 4.7

Die Parabel p: y = 3x — x? schneidet die x-Achse in den
Nullstellen A und B. Zeige, dass die Parabel das im 1. Quadranten
liegende Quadrat mit der Seite AB halbiert.



Aufgabe 4.7
p(x)=3x—x>=x(3-x) = x1=0,x=3
y

A B

Test: £(1.5) = 1.5(3 — 1.5) = 2.25 < 3 (ok)

3
_ x)dx = 3,2
A= [ Fx)ax = [3x

]—135 9—(0-0)=45

w\»—t



Aufgabe 4.7
p(x)=3x—x>=x(3-x) = x1=0,x=3

y

Test: £(1.5) = 1.5(3 — 1.5) = 2.25 < 3 (ok)

]—135 9—(0-0)=45

w\»—t

3
= x)dx = [3x% —
A= [ Fx)ax = [3x

TAB =1.9=145 (ok)



Aufgabe 4.8

Die Parabel p: y = ax — x3 schliesst im 1. Quadranten mit der
x-Achse eine Flache vom Inhalt A =9 ein. Bestimme den Wert
von a.



Aufgabe 4.8
p(x) = ax — x> = x(a— x?) = x(va—x) (vVa+x)



Aufgabe 4.8
p(x) = ax — x> = x(a— x?) = x(va—x) (vVa+x)

Nullstellen: x; = —y/a, xo =0, x3 = /a



Aufgabe 4.8
p(x) = ax — x> = x(a— x?) = x(va—x) (vVa+x)
Nullstellen: x; = —y/a, xo =0, x3 = /a

y

\ I
M




Aufgabe 4.8
p(x) = ax — x> = x(a— x?) = x(va—x) (vVa+x)

Nullstellen: x; = —y/a, xo =0, x3 = /a

1.2 1.41Va
[EaX_ZX]o =9
1.2 1.2 _
Ea—za —9
1.2
Za —9
a==~6



Aufgabe 4.9

Eine Parabel 3. Ordnung hat in P(1,0) die Steigung m =1 und
beriihrt die x-Achse im Koordinatenursprung.

(a) Bestimme die Parabelgleichung, skizziere die Parabel.

(b) Berechne den Inhalt der Flache zwischen der Parabel und der
x-Achse.



Aufgabe 4.9

Ansatz: f(x) = ax® 4+ bx® + cx + d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢



Aufgabe 4.9
Ansatz: f(x) = ax® 4+ bx® + cx + d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢
y

e



Aufgabe 4.9
Ansatz: f(x) = ax>+ bx*> + cx +d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢
y
At

f(1)=0 a+b+c+d=0 (1)



Aufgabe 4.9
Ansatz: f(x) = ax>+ bx*> + cx +d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢
y
At
f(1)=0: a+b+c+d=0 (1)
f'(1)=1. 3a+2b+c=1 (2)



Aufgabe 4.9

Ansatz: f(x) = ax>+ bx*> + cx +d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢
y

e

f(1)=0: a+b+c+d=0 (1)
f(1)=1: 3a+2b+c=1 (2)
f0)=0: d=0 (3)



Aufgabe 4.9

Ansatz: f(x) = ax>+ bx*> + cx +d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢

e

f(1)=0: a+b+c+d=0 (1)
f(1)=1: 3a+2b+c=1 (2)
d=0 (3)



Aufgabe 4.9

Ansatz: f(x) = ax>+ bx*> + cx +d
f'(x) = 3ax® 4+ 2bx + ¢
y

e

f(1)=0 a+b+c+d=0 (1)
f'(1)=1. 3a+2b+c=1 (2)
FO)=0. d=0 (3)
f(0)=0: ¢c=0 (4)
a+b=0 a=1
=
3a+2b=1 b= -1

1
1
/Of(x)dx:[£11><4—%x"’]oz—ll2 = Azl—l2



Aufgabe 4.13

(a) Bestimme a so, dass die Parabel p: y = 2x3 — 6x + a die
x-Achse in einem Tiefpunkt beriihrt.

(b) Skizziere die Parabel und berechne den Inhalt zwischen
Parabel und x-Achse.



Aufgabe 4.13
p(x) =2x3 —6x +a
p'(x) = 6x> — 6
p"’(x) = 12x
)

(a) Tiefstellen:
p'(x)=0
6x*> —6 =0
6(x>—1)=0

x1=-1 = p’(-1)=-12<0 = HoP(-1,4+ a)
xx=1= p'(1)=12>0 = TiP(1,—4+ a)
Die Parabel p soll die x-Achse in TiP(1, —4 + a) beriihren.
=a=4 = px)=23-6x+4



(b) p(x) =2x> —6x +4
Nullstellen: x; = xo = 1, x3 = —2; Ordinatenabschnitt: yg = 4

y

A




Aufgabe 4.14

Berechne den Inhalt des Flachenstiickes, das die Graphen der
Funktionen f; und f einschliessen.

(b) fizy=x hry=x
(c) A:y=2x-3 friy=x>-2x—8
(d) A:y=x3 for y =2x — x?



Aufgabe 4.14
(b) fi:y=x hry=x
y

A




Aufgabe 4.14

(b) ity =x

hiy=x’



(c) A:y=2x—-3 friy=x>-2x—8
2x —3=x>—2x—8
0=x*>—4x—-5=(x—-5)(x+1)
x=—-1 = yy=-5
=5 = y=7
y

A

_/

Y
x




(c) A:y=2x—-3 friy=x>-2x—8
2x —3=x>—2x—8
0=x*>—4x—-5=(x—-5)(x+1)
x=—-1 = yy=-5
=5 = y=7
y

A




(d) i:y=x3 for y =2x —x?

3 2

X7 =2x — X
0=x3+x*—2x=x(x*+x—2) = x(x — 1)(x +2)
x1=0 = y1=0
xx=1 = wy=1
x3=—2 = y3=-8

y



(d) i:y=x3 for y =2x —x?

3 2

X7 =2x — X
0=x3+x*—2x=x(x*+x—2) = x(x — 1)(x +2)
x1=0 = y1=0
xx=1 = wy=1
x3=—2 = y3=-8

y

0
A; :/2 (x3+x2—2x) dx = [%x4+%x3—xz]g2 =

0

Agz/l (x3+x2—2x)dx :Hx4+%x3—xz]2:
_ _ 37

A=A +Ar=13

wlco

Rlen



Aufgabe 4.15

(a) Bestimme die Extrema der Parabel p: y = x3 — 3x% + 6 und
skizziere die Parabel.

(b) Welchen Inhalt hat die Flache zwischen Parabel und Tangente
im Tiefpunkt?



Aufgabe 4.15
p(x) =x>—3x>+6
p'(x) = 3x% — 6x = 3x(x — 2)
p"(x) =6x —6 =6(x — 1)
(a) P(x)=0
xx=0 = p'(0)=-6<0 = HoP(0,6)
x=2 = p'2)=6>0 = TiP(2,2)




(b) t: y =2 (parallel zur x-Achse durch TiP)

p(x) = t(x)
x3-3x*+6=2
x3—3x>4+4=0

X1 =xp =2
x3=—1
2

A_/2 (f(x)—t(x))dx_/ (x* —3x% + 4) dx

-1 -1

= [%x4 -x3 +4X]2_1 = % =6.75



Aufgabe 4.19

Welchen Inhalt hat die Fliche, die von der Parabel p: x> — 3y =0,
der Kurventangente in P(6,y) und der x-Achse begrenzt wird?



Aufgabe 4.19

Kurventangente in P(6,y) (z. B. via Taylorpolynom)

t(x) = £(6) + f'(6)(x —6) = 124 4(x — 6) = 4x — 12

Nullstelle von t: x = 3

6
A= AParabeI - ADreieck = / %X2 dx — % -3.12—
0

_ [%x3]g—18:24—18:6



Aufgabe 4.38

Ein Kreis mit dem Mittelpunkt M(2,2) und eine quadratische
Parabel p sind gegeben (siehe Bild). Im Punkt P besitzten sie eine
gemeinsame Tangente t.

Bestimme die Gleichung der Parabel p und den Inhalt der
hervorgehobenen Flache A.

y

A




Aufgabe 4.38
y

A

vV

Kreis mit M(2,2) und r = v/22 + 22 = 21/2

Ansatz: f(x) = ax®>+ bx (c=0da (0,0) € Gf)
f'(x) =2ax+b

f(4)=4:16a+4b=4 = 4da+b=1 (1)

f'(4)=-1:8a+b=-1 (2)



(1) (2) = f(x)=—3x>+3x
Gleichung des Durchmessers: g(x) = x

Flache zwischen Diagonale und Parabel:

4 4
= —g(x))dx = —1x% 4 3x — x) dx
/_/0 (F(x) - g(x)) d /0( 12 1 3x — x) d

4
= [ v ax= b 0= ¥

A=1Ax—1=4r -2 ~723



