Integralrechnung
Theorie (L)
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1 Das bestimmte Integral

f ist eine auf I = [a, b] stetige Funktion mit f(z) > 0 fiir alle z € 1.

Y

g

—=T

1
1
1
1
1
1
a M1 T1 Mo To M3 T3 My Ty My b

M={(z,y):a<z<bund 0 <y < f(zx)}

Gesucht: Flacheninhalt A von M

Die Idee

b—
(a) Zerlege I = [a,b] in n Teile der Breite h = ¢

n

(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a + (i — 0.5) - h
(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)

(d) Der Inhalt des i-ten Streifens wird durch ein Rechteck der Breite h und der Hohe
y; = f(m;) ersetzt.

A= h- flmi)+h- f(ma)+...+h- f(my)
A= h[f(m)+ f(ma) + ... + f(m,)]

Axh- Zf(mi) wobei m; = a+ (i —0.5)h
i=1

Definition

Wir definieren damit das bestimmte Integral:

/ fz)da = lim (h-Zf(w))

falls der Grenzwert rechts existiert.

[Bei stetigen Funktionen ist dies immer der Fall.]



Beispiel 1.1

f(x):%+%x;a:0,b:1;n:5

Y
5 T
i m; f(mi)
1 0.1 0.55
2 0.3 0.65
3 0.5 0.75
4 0.7 0.85
5} 0.9 0.95
S | 375

A=0.2-3.75=0.75 (exakt)

Beispiel 1.2

flz)=2%a=0,b=1;n=5
Y
/
=4
//
x
0
i m; f(m;)
1 0.1 0.01
2 0.3 0.09
3 0.5 0.25
4 0.7 0.49
5 0.9 0.81
S | 165

A=~0.2-1.65=0.330



1.1 Eigenschaften

,leeres* Integral

/aaf(x)dx:()

Vertauschungsregel

/abf(x)dm——/baf(x)dx

Intervalladditivitat

/acf(x)dxz/abf(x)d:c—i-/bcf(x)dx (fir a < b < ¢)



1.2 Ein Python-Programm fiir die Rechteckmethode

def integrate_naive(f, a, b, n):
>’ ’Berechnet das bestimmte Integral von f mit der Mittelpunktregel.’’’
h = (b-a)/n # Streifenbreite
return h*sum([f(a + (i+0.5)*h) for i in range(O, n)])

# Integrand
def f(x):
return x**2

I = integrate_naive(f, 0, 1, 10%*6)

print(I)

1.3 Das Riemannsche Integral

Wir diirfen vermuten, dass die Naherungswerte fiir den gesuchten Flacheninhalt bei zu-
nehmender Anzahl Streifen eine konvergente Folge bilden und dass der Grenzwert dieser
Folge der gesuchte Flicheninhalt ist. Dieser Grenzwert erhélt einen eigenen Namen. Doch
zuvor miissen wir sicher sein kénnen, dass der Grenzwert weder von der Wahl der Strei-
fenbreiten noch von den Zwischenstellen abhéngig ist.

Eine auf I = [a, b] definierte beschrankte Funktion f, ist genau dann (im Riemannschen

Sinne) integrierbar, wenn fiir jede Folge von Zerlegungen X,, = (zg,z1,...,x,) von I mit
a=1mx9<x1 <Ty<-+ <z, =>bund fiir jede Folge von Stiitzstellen S,, = (&1,&a,,...,&,)
mit xg < & < a1, ..., o1 < &, < x, der Grenzwert

Ax;

existiert. Dieser Grenzwert wird bestimmtes Integral von f iiber dem Intervall [a,b] ge-
nannt und formal so beschrieben: ,
| #ayas



2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung

2.1 Die Fliacheninhaltsfunktion

Y

t

F.(x) et / f(t)dt (Flacheninhaltsfunktion)
b
damit / f(z)dz = F.(b) — F.(a)

Beispiel 2.1

fla)=1
)

9
Z

Fo(z) = @
Beispiel 2.2

@)=z +1

Y

[NV}

1 1 1
§(x+1)-(x+l):§x2+x+§

F_l(l') =



Vermutung

Die Ableitung der Flicheninhaltsfunktion ist die Randfunktion (Integrand) f(x).

av,

el

a x x+h

Wenn die obere Grenze x um h vergrossert wird, so verdndert sich der Flacheninhalt um
AA=F,(x+h)— F(z)
Eingrenzen von AA:

min  f(t)-h<AA< max f(t)-h

r<t<z+h z<t<z+h

auf allen drei Seiten durch A > 0 dividieren:

. AA
xgr%l?%f (t) < S xsl?gihf (*)

Grenzwert h — 0 bilden: AA
f(z) <lim — < f(x)

~ h—0
Somit ist Fi( B — Fu(a)
T 1 ol + — Lo\T)
@ =l = =R

Eine Funktion F' mit der Eigenschaft F'(z) = f(z) wird Stammfunktion oder unbestimm-
tens Integral von f genannt.

F' ist nur bis auf eine additive Konstante (Integrationskonstante) eindeutig bestimmt.
Beispiel:

Flz)=12"+z

Glz) =1 +z+1

sind zwei mogliche Stammfunktionen von f(z) = x + 1.



Sei nun F eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt:

F,(z)=F(z)+C (1)
Fiir x = a gilt:

F,(a) = F(a)+C
Mit .

= [ rd=o
folgt dann
0=F(a)+C
und damit
C=—F(a) (2)

Einsetzen von (2) in (1):

und zusammen mit (1):

bzw.

b
/fmw:F@—Fw

Im Beweis wurde eine stetige Funktion f mit nichtnegativen Werten vorausgesetzt. Ein
Verallgemeinerung auf beliebige stetige Funktionen ist moglich. Dies ist dann der . ..

Hauptsatz der Differential- und Integralrechung

Ist f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b] und ist F eine beliebige Stammfunktion
von f, so gilt:

/f@wzF@—Fw

Bemerkung: Der Hauptsatz gilt auch fiir stetige Funktionen, deren Vorzeichen auf dem Intervall
[a, b] wechselt. Das bestimmte Integral lidsst sich dann aber nicht mehr direkt als Flicheninhalt
deuten.



3 Rechenregeln

3.1 Integrale der elementaren Funktionen (I)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:

1
2" dr = n—H-x"H—i—C’ (n#—1)

sin(z)dz = —cos(z) + C
cos(z) dx = sin(x) + C

efde=e"4+C

— — — —

1
/—dlenm—i—C
T

3.2 Integrationsregeln

Summen

/ab [f(z) + g(x)] dz = /abf(x)dx + /abg(x) da

bzw.
/[f(x) +g(z)] do = /f(a:)d:c—i— /g(:c) dz

Beispiel 3.1

/(x+e$)dx:/xd$+/ezdx:%x2—|—ex—|—0

konstante Faktoren

/abk-f(x)dx = k-/abf(x)d:c

Beispiel 3.2

w/2 w/2
/ 4 cos(x)dx = 4/ cos(x) dx
0 0
= 4[51n ’ ]ﬂ/z
= 4[sin(7/2) — sin(0)] =4

10



3.3 Substitutionsregel

Fiir eine stetige Funktion f(z) und eine differenzierbare Funktion z = u(x) gilt:

dz

. =u(zx) = dz=u(x)de

u(b) b
2)dz = u(z)) v (x) de
EE |t

u(a

Riickwirts gelesen ist dies die Substitutionsregel 1. Art

Beispiel 3.3

3
/ edr=... wu(r)=2u u(l) =2
1
du u(3) =6
dr
do = %du
6 6 .
.= e“%du-é/ e“du:%[e“k
2 2
St

Alternative Losung
2 1,.,. __ w1 1 U 1. u 1 2z
/e d(E—/e 2(:].711—2/6 du—ﬁe +Ou_§e +C

3
/ e dr = 1[e* + C’}j = 1[e® — ¢
1

Beispiel 3.4

w/2
/ sin(z)cos(x)dxr = ... wu(x)=sinz sin(0) =0
0
d i =
LN sin(m/2) =1
dx
1
dr = du
cos

1 1
1
.—/ CcoS T du—/ 1d?L:[UL1):1
0 CcoS T 0

11



Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsétzlich anwendbar?

° /xe(”Q)dx Ja

o /xsin(x) dz  Nein
. /$3V$4+1d37 Ja
o /xlnazdx Nein

Moral

Die Substitutionsregel kann nur dann angewendet werden, der Integrand (bis auf einen
konstanten Faktor) ein Produkt aus der Ableitung u' der inneren Funktion u und der
ausseren Funktion f ist.

Substitutionsregel 2. Art

In gewissen Situationen kann es vorteilhaft sein, die Integrationsvariable x durch deine
differenzierbare und monotone Funktion z(¢) zu ersetzen.

Beispiel 3.6

1
/ e“ver +1dx
0

z(t) =1In(t) (monoton:ja) x;=0=In(t) = t; =1

de =t"1dy ro=1=In(t) = ty=e
:/ eln(t)‘/eln(t)‘i‘l‘tldt:/ t\/t—i‘—l'tildx
1 1

_ /e(t +1)Y2dr = %[(t + 1)3/2]i _ %[(e I 1)3/2 _ 23/2}

3.4 Partielle Integration

Ist der Integrand ein Produkt zweier Faktoren, so gibt es im Unterschied zur Differentia-
tion keine allgemein giiltige Regel, um das Integral eines Produkts auf die Integrale der
Faktoren zuriickzufiihren.

Man kann aber eine Regel angeben, nach der in machen Fillen ein schwierig zu losendes
Integral auf ein einfacheres zuriickgefiihrt werden kann.

12



Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:

[f(@)- 9(@)]" = f(@)g(x) + f(2)g (x)

b
/ ... dz

ﬂmmwzvm><ﬂ’f<w<>\

/f dT_/a f(a) dT—/f

/f%%@ﬂx=U@%ﬂﬂb  fa)g(0)da

Warnung

Das auf diese Weise entstehende Integral braucht nicht einfacher l6sbar zu sein. In vielen
Féllen lésst sich jedoch bei geeigenter Wahl der Faktoren eine Vereinfachung erreichen.

Beispiel 3.7
/xexda::... fl(z)=¢e" = f(z)=¢"
..—eI:I:—/ex-1d;v—e‘”:):—ex+C'—e‘”(:I:—1)+C

Beispiel 3.8

/xQex dz =7 fllx)=¢" = f(x)=¢€"

/xQe‘”dx:e“IQ—/ex-Qxdx:e‘”~x2—2/x-e“’dx

Einsetzen von 3.3:

/:1;2emd:c =e"2® —2e"(r — 1)+ C =e"(2* — 20 +2) + C

Beispiel 3.9

xZ

/lnxdx =7 fllr)=1 = f(x)
g(x)=lnz = 4(x)=1/x

/lnx-ldxzx-lnx—/x~1dx:x~lnx—/1dx
T

=ahhe —z+C

13



Beispiel 3.10

sinfrxdr =?  f/(z) =sinz = f(z)=—cosx

g(x) =sinz = ¢(z)=cosz
sin?zdz = —cosaz-sillm+/0082a:d$
Sitl2xdx:—cosx~sinx+/(1—sin2x)dx
sinzxdx——cosx-sinx—l—x—/sinQJL'd:L'

sin®zdz = = (z — cosz - sinz) + C

DO | —

— e — — —

3.5 Integrale der elementaren Funktionen (II)

/lnxdm =z(In|z| —1) +C [Beispiel 3.9]

/tarmdz: —In|cosz| +C

Herleitung:

. . 1
/tanmdx:/smxdmz/smx- - du
Ccos T u —sinz
1
=— [ —-du=—- [ In|cosz|+C
u

/arcsinxdx = garcsinx +vV1—22+C

Herleitung;:

. . . 1
/arcsmxdx:/1-arcsmxdx:marcsm:c—/x~7d:ﬂ

Vv1— 22
. /x —1d
=garcsine — | — - —du
Vu 2z
:xarcsiner%/u*%du

=garcsinz ++v1—a2+C

14



/arccosmdx = garccosr — V1 —$2+C

Herleitung;:

-1
/arccosmdx = /1'arccosxdx::carccos:r—/x~ dx

/—x —1d
=xarccosx — | — - — du
Vu 2z

_1
:xarccosx—%/u 2 du

=zarccosx —\1—22+4+C
/arctanxdx =zarctanz — 2 In(1 +2°) + C

Herleitung:
1

~—1+m2dx

/arctanxdx = /1 -arctanx dr = rarctanx — /a:

z 1
=zarctanz — [ —- —du
u 2z

= garctanx — %/u‘ du

= garctanx — %ln (1 + xz)

3.6 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion, so gibt es eine reelle Zahl £ € (a, b), so
dass

/ fx)de = £(€) - (b—a)

ag b

Der Mittelwertsatz ist ein Fxistenzsatz; er verrdt nicht, wie man die Stelle ¢ berechnet.

15



4 Flachenberechnungen

4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flichen
Beispiel 4.1

Wie gross ist der Inhalt der endlichen Fléche, die von der z-Achse und dem Graphen der

Funktion f(x) = —x? 4+ 4z — 3 eingeschlossen wird?
)
‘ y = [f(z)

Nullstellen:

—2*+4r—-3=0 |-(~1)
2 —4r+3=0
(x—1)(x—=3)=0
r, =1
To =3
Hauptsatz:
3 1 ‘ 3
A—/1 (—;52—1—4:1:—3)(11‘: {—3:1;3—1—2:1;2—34

1

=(-9+18-9) ! +2-3) = !
N 3 -3
« oder: fnlnt(-X"2+4X-3,X,1,3)»Frac

16



Beispiel 4.2

Wie gross ist der Inhalt der endlichen Fléche, die von der z-Achse und dem Graphen der

Funktion f(z) = —2* + 423 — 22% — 4z + 3 eingeschlossen wird?
)
l > x
y=f(x)
Nullstellen:

b drd — 2 —dr+3=0 = g, =3
To=x3=1 (%)
Ty = —1
() Der TI-84 Plus kann Doppellosungen nicht immer exakt berechnen, so dass man die

genauen Losungen schéitzen und zur Kontrolle in die Gleichung einsetzen muss.

3
Hauptsatz: / (—5E4 + 4a% — 227 — 4o + 3) dx

-1

1o 4 24 128

= |—=x’ — -z’ =2 3 = —

[ 530 +x 3x x° + 3x » 5
Beachte, dass die Integration an der doppelten Nullstelle 29 = x5 = 1 nicht unterbrochen
werden muss, da der Graph die z-Achse nur beriihrt und somit keine keine negativen

Flachenanteile entstehen.

17



4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Beispiel 4.3

Berechne den Inhalt der Fléiche, die durch die beiden Koordinatenachsen und den Graphen
der Funktion f(z) = In(z + 3) eingeschlossen wird. Gib das exakte Resultat an.

Yy
y=[(z)
g
Nullstelle(n):
In(z+3) =0
1
eln(w+§) _ 60
x4+ % =1
r=1
Hauptsatz:

/0'5 In (z +0.5) dz = [(z +0.5)(In]z +0.5] — 1)])”

=1-(In(1)—1) = 0.5 (In(0.5) — 1) = =1 — 0.5In(0.5) 4 0.5
=—-05-05In(05) = -3 —iIn(27') = -1 + $In(2)

als exakte Losung ok
=1ln(2) -1 =1(In(2)-1)
Aufgrund der Vorzeichenregeln fiir bestimmte Integrale, ist der berechnet Wert negativ.
Also betriigt der Flicheninhalt exakt A = (1 — In(2)).

Man hétte dieses Resultat auch direkt durch Vertauschen der oberen und unteren Grenze
erhalten konnen.

18



4.3 Willkiirliche Grenzen
Beispiel 4.4

Welchen Inhalt hat die Fliche, die vom Graphen der Funktion f(x) = %xz — 3z + 4, der
x-Achse und die Geraden z = 0 bzw. x = 6 eingeschlossen wird?

Y, :
vy = f(x)

T

T 6

Falls man am Fldcheninhalt interessiert ist, muss man etappenweise integrieren und po-
sitive bzw. negative Flachenstiicke einzeln integrieren.

Nullstellen: 32> —3z+4=0 || -2
2? —6r+8=0
(x—2)(x—4)=0

J}1:2

2 2
1 1 3 2
I1—/1 2;E2—3x—|—4> dm—[6x3—2x2+4x] =3

171 1, 3 o
I —/ (m2—3x+4> dx—{;cd—xz—l—élx] = —=
T L \2 6 2 3

1

2

2

0 1. 3 ° 10
I3 = 2 —3r+4dr = |=2° — Z2® +da| = —
3 A T X T |:6l’ 21’ 1'4 3

2 10 14
3 + 3= 3 FE (Die Betriage der Integrale addieren.)

19



4.4 Flachen zwischen zwel sich schneidenden Kurven
Beispiel 4.5

Berechne den Inhalt der Fldche, die von den Graphen der Funktionen f(z) = —
324+ 2 und g(z) = 12? — 32 + 1T cingeschlossen wird.

O

X1 T2 T

Naiv:A:/( f(T)dT—/ g(x)dz

Eleganter: A = / | [f(z) — g(z)] dz (,toter Walfisch*)

1

Yy

/ Ny = fla) - g(a)
Schnittstellen:
—L?43p 4+ 8 =123, 410 || .8

—2? 4 62 4+ 19 = 22% — 122 + 34
0=3z>— 18z + 15
0=2>—6z+5
0=(zx—1)(z—5)
=1

.’L'2:5

/5 12, 3 19 1, 3+17 q
= -3 “r+ =) — |- — T+ — x
. 8 478 4 27 4

5T 3 9 15 1. 9 15 1°
:/ —I 4t | der= |-+ S22 — x| =4
1 8 8 8 |

20



4.5 Aufwindigere Fliachenberechnungen

Beispiel 4.6

Berechne den Inhalt der endlichen Fliche, die im 1. Quadranten von den Graphen der
Funktionen f(z) = 422, g(z) = 32* und h( ) = 4272 begrenzt wird.

o=@

! y =g(z)
Oy = h(x)
1 - T
Schnittstellen:
4
4172—:?2 | : 4, - 2?
=1

r=1 (Im 1. Quadranten gilt z > 0)

Schnittstelle zwischen g und h:

1 2 4 2
zt =16

r =2 (Im 1. Quadranten gilt z > 0)

! ! 4,0 4
Il—/ f(bL)dbL—/ 4a* dx = {1%} = -
0 0 3 0 3
Ig—/h dL—/dL—4/ 2dx

—4[—x_1ﬁ—4<—;—0—1> 9

| 9
S ——(8-0) ==
12 2], p8-0=3

9 8

A=I 4L —L=-42-—2=249-2

1+ 12 3 + 3 3+ 3

21



5 Volumen und Oberfliche von Rotationskorpern

Rotationskorper

Rotationskorper sind Koérper, die durch Drehung eines geeigneten Kurve um eine der
Koordinatenachsen entstehen.

Volumen
Das Volumen eines Rotationskorpers liasst sich als Grenzwert einer Summe aus Zylindern
auffassen, deren Radien Funktionswerte sind und deren Hohen gegen Null streben.

Y

A

L
8

/|

z

Aus dV = mr? dz = 7 f(x)? dz folgt:

:/VdV:/abyer(x)dx:ﬂ/:fQ(@dx

Beispiel 5.1

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fir 0 < 2 < 4 um die z-Achse. Berechne das
Volumen des Rotationskorpers.

Y

y=2

4
—7r/ flz / 2% dz = n[4z]; = 167 VE
Beispiel 5.2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < z < 4 um die z-Achse. Berechne das
Volumen des Rotationskorpers.

22



Beispiel 5.3

Der Graph von f(z) = /4 — 22 rotiert um die z-Achse. Berechne das Volumen des
Drehkorpers.

Yy

V4 — a?

Beispiel 5.4

Die Fldche zwischen den Graphen der Funktionen f(x) = 2 und g(x) = 1 tiber dem
Intervall I = [0, 4] rotiert um die z-Achse. Berechne das Volumen des Hohlzylinders.

“—_—
y=1

x,

4 4
V:ﬂ'/ 22d:10—7r/ 12de = 7 [4a]y — 7 [z]y = 167 — 47 = 127
0 0

Warnung

Bei Hohlkorpern diirfen die Randfunktionen nicht vor dem Quadrieren subtrahiert werden.

4 4
V:W/(2—1)2dx—7r/ lde = 7 [z]) = 47 — Or = 4n
0 0

23



Mantelfliche

Die Mantelfléche eines Rotationskorpers lésst sich als Grenzwert einer Summe aus Kegel-
stumpfménteln auffassen, deren Radien Funktionswerte sind und deren Hohen gegen Null
streben.

A

8y

/

z

Formel fiir die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels:
M = 7w(ry +re)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dz angewendet

dM = 72 f(xar)y/da? + dy?

=2nf(zp)\/1+ f'(z)?de

. und iiber die gesamte Mantelfldche integriert:

M= /M dM =27 /abf(m)\/l + [f(2)]” dz

Beispiel 5.5

Der Halbkreis y = /72 — 22 mit Mittelpunkt M (0, 0) und Radius r rotiert um die z-Achse.
Berechne die Oberlfliche des Drehkorpers.

A

Y

/ y=r?—a?

T

" —2x 2
S = 277/ V2 — a2/ 1+ <> dx
—r \/ 2Vr? — a?

T P X .
= 47r/ Vr? — :1;2“;’ dz = 4nr [7% = 4mr?
0 /2 _ 22

24



