Differentialrechnung (Kapitel 5)

Zusatziibungen



Aufgabe 1
Berechne die 1. Ableitung der Funktion f.

(a) fry=4x>—-7x+3

(b) f:y=13x*4+9x3 - 15
(c) f:y=45x%416x>—23
(

ry =x*(x—1)3

) f
) f
d) f:y=x*2x—3)?
) f
) fiy=(x+3)3x—2)3



Aufgabe 1

(a)

f(x) =4x?> —7x+3
f'(x)=8x—-7

f(x) =13x* +9x3 — 15
f'(x) = 52x3 + 27x2

f(x) = 4.5x% + 16x5 — 23
/

f'(x) = 36x" + 80x*

f(x)= (2X -3)2 = (4x —12x +9) = 4x5% — 12x5 4+ 9x*
f'(x) = 24x5 — 60x* + 36x3

f(x) = (x—l) c=x° = 3xP 4+ 3x3 — X2

f'(x) = 5x* — 12x3 —|—9X —2x

f(x)=(x+3)(Bx —2)2 = = 9x3 4+ 15x% — 32x + 12
f'(x) = 27x? 4 30x — 32



Aufgabe 2

Bestimme die Gleichung der Tangente im Punkt P(1,yp) des
Graphen der Funktion f.

(a) f:y=3x>—8x+10
(b) f1y=3x>—8x3+14x -7



Aufgabe 2

(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)



Aufgabe 2

(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+10=5



Aufgabe 2
(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+10=5
f'(x) = 9x> — 8



Aufgabe 2

(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+10=5
f'(x) = 9x> — 8
m=f(1)=9-8=1



Aufgabe 2

(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+10=5
f'(x) = 9x> — 8
m=f(1)=9-8=1
yp=m-xp+q
5=1-1+g¢g
qg=4



Aufgabe 2

(a) f(x) =3x3—8x+10; P(1,yp)
yp=1f(1)=3-8+10=5
f'(x) = 9x> — 8
m=f(1)=9-8=1
yp=m-xp+q

5=1-1+4g¢
qg=4
Tangentengleichung t: y = x+ 4



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+14—7=2



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+14—7=2
f'(x) = 15x* — 24x2 + 14



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+14—7=2
f'(x) = 15x* — 24x2 + 14
m=f(1)=15-24+14=5



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+14—7=2
f'(x) = 15x* — 24x2 + 14
m=f(1)=15—-24+14 =5
yp=m-xp+q

2=5-1+¢q
qg=-3



(b) f(x) =3x>—8x3+14x —7; P(1,yp)
yp=1f(1)=3-8+4+14—-7=2
f'(x) = 15x* — 24x2 + 14
m=1f(1)=15-24+14=5
yp=m-xp+q

2=5-14g¢
qg=-3
Tangentengleichung t: y = 5x — 3



Aufgabe 3

In welchen Punkten hat der Graph der Funktion f Tangenten, die
parallel zur x-Achse verlaufen?

(a) fry=x3-3x2-9x+7

(b) f:y=x*+4x3+10



Aufgabe 3

(a) f(x)=x3—3x2—9x+7



Aufgabe 3

(a) f(x)=x3—3x2—9x+7
f'(x) = 3x% —6x — 9



Aufgabe 3

(a) f(x)=x3—3x2—9x+7

f'(x) = 3x% —6x — 9
fl(x)=0
3x*—6x—9=0
3(x* —=2x—3)=0
3(x+1)(x—3)=0

x=-1 = Py(-1,12)

xx=3 = P3,20)



(b) f(x) =x*+4x>+10



(b) f(x) =x*+4x>+10
f'(x) = 4x3 + 12x2



(b) f(x) =x*+4x>+10
f'(x) = 4x3 + 12x2

f'(x) =0
4x3 +12x2 =0
4x*(x+3) =0

x1 =0 = Pl(O, ].0)
Xo=-3 = Py(-3,-17)



Aufgabe 4

In welchen Punkten hat der Graph der Funktion die Steigung
m=27?

(@) fry=x3—-6x>+2x+8
(b) fry=13x*—3x3-x>—x+3



Aufgabe 4

(a) f(x)=x3—6x>+2x+8



Aufgabe 4

(a) f(x)=x3—6x>+2x+8
f'(x) = 3x% — 12x + 2



Aufgabe 4

(a) f(x)=x3—6x>+2x+8
f'(x) = 3x% — 12x + 2

f'(x) =2
3x2 —12x+2=2
3x(x—4)=0

x1=0 = P(0,8)
x =4 = P2(4,—16)



(b) f(x)=2x*—2x3—x®>—x+3



(b) f(x)=2x*—2x3—x®>—x+3

fl(x) =x3—2x> —2x — 1



(b) F(x) = 4x* = 5 —x2 —x+3
fl(x) =x3—2x> —2x — 1
fl(x) =2
x3—2x?—2x—1=2
x*—2x* —2x-3=0
(TR) xx=0 = P1(3,-6.75)



Aufgabe 5

Bestimme a so, dass der Graph der Funktion f: y = x* — 7x® 4 ax
an der Stelle x = 2 die Steigung m = 3 hat.



Aufgabe 5

f(x) = x* — 7x% + ax



Aufgabe 5
f(x) = x* —7x% + ax

fl(x) =4x3 —14x + a



Aufgabe 5
f(x) = x* —7x% + ax

fl(x) =4x3 —14x + a

f'(2) =3
4.8—14-2+a=3
4+a=3

a=-1



Aufgabe 6

Der Graph der Funktion f: y = ax3 + bx hat in P(2,—10) die
Steigung m = 3. Berechne a und b.



Aufgabe 6
f(x) = ax3 + bx



Aufgabe 6
f(x) = ax3 + bx

f'(x) = 3ax®>+ b



Aufgabe 6
f(x) = ax3 + bx
f'(x) = 3ax®>+ b

f(2)=3 = 12a+b=3 (1)



Aufgabe 6
f(x) = ax® + bx
f(x) = 3ax® + b
f(2)=3 = 12a+b=3 (1)

P(2,—10) liegt auf dem Graphen von f: x =2, y = —10



Aufgabe 6
f(x) = ax3 + bx
f'(x) = 3ax®>+ b
f2)=3 = 12a+b=3 (1)
P(2,—10) liegt auf dem Graphen von f: x =2, y = —10

8a+2b=-10 (2)



Aufgabe 6
f(x) = ax3 + bx
f'(x) = 3ax®>+ b
f2)=3 = 12a+b=3 (1)
P(2,—10) liegt auf dem Graphen von f: x =2, y = —10
8a+2b=-10 (2)

Lésung von (1) und (2): (a=1, b= —9)



Aufgabe 7

Fiir welche Werte von a beriihrt die Parabel p die x-Achse?

(a) pry=x>—2ax—Ta
(b) p:y=ax®+ax—3



Aufgabe 7

Beriihrt die Kurve p die x-Achse an der Stelle u, so sind zwei
Bedingungen erfiillt:

> uist eine Nullstelle; d. h. f(u) 2 0.

» Fiir die Tangente im Beriihrpunkt gilt f'(u) @,

y Yy y

u u u

schneiden beriihren schneiden

Vorsicht: eine horizontale Tangente bei einer Nullstelle bedeutet noch nicht,
dass der Graph die x-Achse beriihrt. Es kdnnte sich auch um einen
»schleifenden® Schnitt handeln (Bild rechts). Um diese Situation zu erkennen,
miisste liberpriift werden, of fiir eine kleine Zahl € > 0 die Funktionswerte an

den Stellen u — £ und u + ¢ unterschiedliche Vorzeichen haben.



(a) p(x) = x?>—2ax—7a



(a) p(x) = x?>—2ax—7a
p'(x) =2x —2a



(a) p(x) = x?>—2ax—7a
p'(x) =2x —2a

x> —2ax—-T7a=0 (1)

2x—2a=0 (2)



(a) p(x) = x?>—2ax—7a
p'(x) =2x —2a
x*—2ax—7a=0 (1)

2x—2a=0 (2)

(2) nach x auflésen: x = a (x)



(a) p(x) = x?>—2ax—7a
p'(x) =2x —2a
x*—2ax—7a=0 (1)
2x—2a=0 (2)
(2) nach x auflésen: x = a (x)

x = ain (1) einsetzen:



(a) p(x) = x?>—2ax—7a
p'(x) =2x —2a
x> —2ax—-T7a=0 (1)
2x—2a=0 (2)
(2) nach x auflésen: x = a (x)
x = ain (1) einsetzen:
a? -2 -7a=0
a?+7a=ala+7)=0
ai=0
a=—7

(%) Wir hatten (2) auch nach a auflésen und das Ergebnis in (1)
einsetzen kénnen. Dies hitte zu den Lésungen x; = 0 und x» = —7
gefiihrt. Diese Ldsungen miissten wir dann in die Gleichung a = x

einsetzen, die Resultate (fiir a) zu bekommen.



(b) p(x) = ax?+ax —3



(b) p(x) = ax?+ax —3
p'(x) =2ax+a



(b) p(x) = ax?+ax —3
p'(x) =2ax+a
ax>+ax—3=0 (1)

2ax+a=0 (2)



(b) p(x) =ax*+ax—3
p'(x) =2ax+a
ax’+ax—-3=0 (1)

2ax+a=0 (2)

N[=

(2) nach x auflésen: x = —



(b) p(x) =ax*+ax—3
p'(x) =2ax+a
3X2+ax—3:0 (1)
2ax+a=0 (2)
(2) nach x auflésen: x = —
X

= % in (1) einsetzen:

N[=



(b) p(x) =ax*+ax—3
p'(x) =2ax+a
ax’+ax—-3=0 (1)

2ax+a=0 (2)

(2) nach x auflésen: x = —

N[=

X = % in (1) einsetzen:
la—1a-3=0
a—2a—12=0

—a—12=0

a=—12



Aufgabe 8

Die Tangente an den Graphen der Funktion
f:y =x%—3x*+5x2+2im Kurvenpunkt P(1,yp) schneidet den
Graphen von f in drei Punkten. Berechne deren Koordinaten.



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2

yo=f(1)=5



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2
yo=1f(1)=5

f'(x) = 5x* — 12x3 + 10x



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2
yo=1f(1)=5
f'(x) = 5x* — 12x3 + 10x

m=1f'(1)=3



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2
yo = F(1) =5
f'(x) = 5x* — 12x3 + 10x
m=f'(1)=3

Yo=m-x0+q
5=3-14g¢
qg=2



Aufgabe 8
f(x) = x® — 3x* +5x% + 2
yo=1f(1)=5

f'(x) = 5x* — 12x3 + 10x

m=f'(1)=3

Yo=m-x0+q
5=3-14+¢
qg=2

t:y=3x+2



Aufgabe 9

Bestimme die Gleichungen von Tangente und Normale im
Kurvenpunkt P.

(a) f:y=2x>-5; P(2,y)
(b) fry=x3-3x>+4; P(1,y)



Aufgabe 9

(a) f(x)=2x>-5



Aufgabe 9

(a) f(x)=2x>-5
Xg =2 = y():f(2):3



Aufgabe 9
(a) f(x)=2x>-5
X0:2 = y():f(2):3
f'(x) = 4x



Aufgabe 9

(a) f(x)=2x>-5
X0:2 = y():f(2):3
f'(x) = 4x
my = f'(2) =8
Yo = mt X0+ qt
gr=-13 = t:y=8x—13



Aufgabe 9

(a) f(x):2x2—5
X0:2 = _yozf(2):3
f'(x) = 4x
my = f'(2) =8
Yo=m: - X0+ Gt
gr=-13 = t:y=8x—-13

m-mp,=—-1 = 8-m,=-1

=

mp, = —

[l



Aufgabe 9

(a) f(x)=2x>-5

X0:2 = y():f(2):3
f'(x) = 4x

me = £/(2) = 8
Yo=m: X0+ qt

3=8:-2+4+gq;

gr=-13 = t:y=8x—13
m-mp,=—-1 = 8-m,=-1
Yo=muy-Xo+ qn
3:—%-2+q

__ 13
a=%

=

mp = —

[l



Aufgabe 9

(a) f(x)=2x>-5

X0:2 = y():f(2):3
f'(x) = 4x

me = £(2) = 8

Yo=mt X0+ Gt

gr=-13 = t:y=8x—13
m-mp,=—-1 = 8-m,=-1
Yo=mp-X0+ qn
3:—%-2+q

qg=1%

n:y:—%x—&—%

=

my = —

[l



(b) f(x)=x3-3x2+4



(b) f(x)=x3-3x2+4
XoZ]. = yozf(].):2



(b) f(x)=x3-3x2+4
x=1 = yozf(].):2
f'(x) =3x%> —6x



(b) f(x)=x3-3x2+4
x=1 = y=~f(1)=2
f’(x):3x2—6x
my = f'(1) = -3



(b) f(x)=x3-3x>+4
xx=1 = w=Ff1)=2
f'(x) =3x%> —6x
my = f'(1) = -3
Yo = mt - Xo+ qt
2=-3-1+q:
gg=5 = t:y=-3x+5



(b) f(x)=x3-3x>+4
xx=1 = w=Ff1)=2
f'(x) =3x%> —6x
my = f'(1) = -3
Yo = Mt Xo+ qt
2=-3-1+g¢q;
g=5 = t:y=-3x+5b

mp=—1/my = %



(b) f(x)=x3-3x>+4
xx=1 = w=Ff1)=2
f'(x) =3x%> —6x
my = f'(1) = -3
Yo = mt - Xo+ qt
2=-3-1+g¢q;
g=5 = t:y=-3x+5b

m,=—1/m; =}

Yo = m: - Xo + Gt
2=31-1+4¢

g=3 = ny=j3x+3



Aufgabe 10

Bestimme die Gleichungen der Tangenten an den Graphen der
Funktion f: y = %X3, die normal zur Geraden g: 6x+y =0
stehen.



Aufgabe 10

f(x) = 3x3

=

f'(x)



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x

g:bx+y=0 & g:y=—6x



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

fix)=5
3,2 _ 1
2X =%
2_ 1
X =9

RS
)

I
wl



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 10
f(x)=3x3 = f(x)=3x
g:bx+y=0 & g:y=—6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung mz; = —6 hat, muss die
senkrecht zu g stehenden Tangente die Steigung m = % haben.

f(x) = ¢

- 4

=1
X1,2 = :E%

Gleichung der Tangente an der Stelle x; = % :

n="Ff(xa)=334 =%

yn=m-x1+q
1 1 01 .



Aufgabe 11

Welche Gleichung hat die Gerade h, welche die Parabel
p: y = 2x% — 3x beriihrt und die Gerade g: x +5y —5=0
rechtwinklig schneidet?



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq

An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq
An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?

pP(x)=4x—-3=5 = x=2



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq
An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?
pP(x)=4x—-3=5 = x=2

y=p(2)=8-6=2



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq

An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?
pP(x)=4x—-3=5 = x=2
y=p2)=8-6=2

P(2,2) liegt auf der Parabel und der Geraden h:



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq

An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?
pP(x)=4x—-3=5 = x=2
y=p(2)=8-6=2

P(2,2) liegt auf der Parabel und der Geraden h:

2=5-24q = qg=-8



Aufgabe 11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden
g:y= —%X -+ 1 und hat somit die Steigung m, = 5.
(gLh & mg -mp=-1)

h(x) =5x+gq

An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?
pP(x)=4x—-3=5 = x=2
y=p(2)=8-6=2

P(2,2) liegt auf der Parabel und der Geraden h:
2=5-24q = qg=-8

h:y=5x—-8



