Differenzialrechnung (Kapitel 3)

Priifungsvorbereitung



Aufgabe 3.1

Werte die Funktion an der Stelle xg aus und vereinfache das
Ergebnis.

(a) f(x)=v2x—3; x=4+h
(b) f(X):X2_2X—|—5;X0:_1+h

2x+1
(c) f(X)—m,Xo—2+h



Aufgabe 3.1

(a) f(4+h)=+/2(4+h)—3=+8+2h—3=+2h+5



Aufgabe 3.1

(a) f(4+h)=+/2(4+h)—3=+8+2h—3=+2h+5

(b) f(=1+h) =(=1+h2—-2(-1+h)+5
=1—-2h+h>+2—-2h+5=h>—4h+38



Aufgabe 3.1

(a) f(44+h)=+/2(4+h)—3=18+2h—3=+2h+5
(b) f(=1+h) =(=1+h2—-2(-1+h)+5
=1-2h+h+2-2h+5=h —4h+38

22+h)+1 4+2h+1 2h+5

f(2+h) = = —
(c) F(2+h) 32+h)+2 6+3h+2 3h+38




Aufgabe 3.2
Bestimme die ausmultiplizierte Form der Potenzen.

(b) (x+ h)*
(c) (x—2)°



Aufgabe 3.2

Der Binomialkoeffizient (k) von akb"k in der ausmultiplizierten
Form von (a+ b)" kann mit dem Pascalschen Dreieck oder mit der
Taschenrechnerfunktion n nCr k bestimmt werden.

(b) (x + h)* = x* +4x3h + 6x2h? + 4xh3 + h*
(c)

(x —2)° = x* + 5x*(=2)" + 10x*(—2)* 4 10x°(—2)* 4 5x*(—2)* + (-2)°
= x> — 10" + 40x> — 80x* + 80x — 32



Aufgabe 3.3

(a) Berechne den Koeffizienten des Monoms x3y8 in (x + y)!t.

(b) Berechne den Koeffizienten des Monoms x* von (x — 2)°.



Aufgabe 3.3

(a) Koeffizient von x3y8 in (x + y)%:

11\ 11-10-9 . _
(3> =351 = 165  (oder mit TI30X: 11 nCr 3)
(b) Koeffizient von x* in (x — 2)°:

9 9.-8-7-6 .
<4> =1 321" 126 (oder mit TI30X: 9 nCr 4)

126x*(—2)5 = —4032x* =  Koeffizient: —4032



Aufgabe 3.4

Bestimme die Ableitung der Funktion f(x) = x? + 2x an der Stelle
xp = 1 durch Berechnung des Differenzialquotienten.



Aufgabe 3.4
Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1

fi(1)



Aufgabe 3.4
Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1

(1) = im f(1+h/)7— f(1)




Aufgabe 3.4
Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
o (L4 h)— (1)
F1) = f[ino h
. (14+h)2+2(1+h)—3
h—0 h




Aufgabe 3.4

Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
F(1+h) — F(1)

/(1) = i

(1) hino h
. (14+h)2+2(1+h)—3
 h0 h

1+2h+h>+2+2h-3
h—0 h




Aufgabe 3.4

Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
F(1+h) — F(1)

(1) = |i
(1) hino h
. (1+h?+2(1+h) -3
= lim
h—0 h
. 142h+h+2+2n-3
= lim
h—0 h
. 4h+h
= |im




Aufgabe 3.4

Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
F(1+h) — F(1)

(1) = |i
(1) hino h
. (1+h?+2(1+h) -3
= lim
h—0 h
. 142h+h+2+2n-3
= lim
h—0 h
. 4h+h*> h(4+h)
= |im = lim



Aufgabe 3.4

Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
F(1+h) — F(1)

(1) = |i
(1) hino h
. (1+h?+2(1+h) -3
= lim
h—0 h
. 142h+h+2+2n-3
= lim
h—0 h
4h + h? h(4
= |im + = lim ( ):



Aufgabe 3.4

Gegeben: f(x) = x? +2x und xp = 1
F(1+h) — F(1)

! :l
(1) hino h
. (1+h?+2(1+h) -3
= lim
h—0 h
. 142h+h+2+2n-3
= lim
h—0 h
4h+h>  h(4+h)

i h) =4
h—0 h h—0 h /Ivino(4+ )



Aufgabe 3.5

2

Bestimme die Ableitung der Funktion f(x) = — an der Stelle
X

xp = —2 durch Berechnung des Differenzialquotienten.



Aufgabe 3.5
2

Gegeben: f(x) = L 0= —2.

F(_2) — tim 250 = F(-2)

h—0 h



Aufgabe 3.5
2

Gegeben: f(x) = L 0= —2.

(2= im F(—2+ hl)7 —f(-2)

i 1
= m —
h;o h



Aufgabe 3.5
2

Gegeben: f(x) = L 0= —2.

F(—2+ h) — F(—2)

(oY — |
F(=2) iIJE)nO h
1
= lim - (F(=2+h) — £(-2))
~im L (2 2
oA\ T2xh D2



Aufgabe 3.5

Gegeben: f(x) = %; X0 = —2

. (=24 h) - f(-2)
/ — =
F(=2) iIJE)nO h

il 2 2

_= m— —_

Poh\ 2+ h 2
2

1
_ilwlnoh<h—2+1>



Aufgabe 3.5

Gegeben: f(x) =

F(=2) = lim |

= lim —
h—0 h

= |lim —
h—>0h




Aufgabe 3.5

Gegeben: f(x) =

f'(—2) = lim

F(—2

2
X

X0 = —2.

+h) — f(~2)

h—0

=

3

o —
1
o

>I= S>= >

> —
15
o




Aufgabe 3.5

Gegeben: f(x) =

F(=2) = lim |

D Xxg = —2.




Aufgabe 3.6

Bestimme die Ableitung der Funktion f(x) = v/x 4+ 2 an der Stelle
xp = 3 durch Berechnung des Differenzialquotienten.



Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xg =3

f'(3)



Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xg =3

)= lim F3+ h,)7— f(3)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xg =3

)= lim f(3+h/)7— f(3)

i VB+h+2-+5

h—0 h




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xg =3

)= lim f(3+h/)7— f(3)

i YBEMN+2-VE VA5 V5
= |Im = |mT

h—0 h h—0




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

’ T
f(3)_il1[>n0 h
i V@M +2-V5 L VA5V
~ a0 h  h0 h

o VR —V5)- (Vh+5+1/5)
TS0 A (VA 5+ VE)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_il1[>n0 h
 JBERT2-V5_ | JhE5- V6
 h0 h © h—0 h

o (VATE-E) (VA E5 1 \B)
0 h-(Vh+5+/5)

(erweitern — 3. BF)



Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)
~im (h+5)-5 — m h
0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)

(erweitern — 3. BF)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)
~im (h+5)-5 — m h
0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)

(erweitern — 3. BF)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)
~im (h+5)-5 — m h
0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)

(erweitern — 3. BF)

1
= lim —
h—0 \/h+5+ 5



Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)

~im (h+5)-5 — m h

0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)
. 1 1

:'linox/er\/E: VO+5++/5

(erweitern — 3. BF)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)

~im (h+5)-5 — m h

0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)
. 1 1 1

:/LTO\/me@: J0+5+5 25

(erweitern — 3. BF)




Aufgabe 3.6
Gegeben: f(x) =+v/x+2und xp =3
f(3+ h)—£(3)

/ T
f(3)_i|1[>no h
p YETAT2VE VRTS8
 h0 h  h0 h

-0 h-(Vh+5+/5)

~im (h+5)-5 — m h

0 (VA5 +5)  h0 h(vh+ 5+ V5)
. 1 1 1

:/LTO\/me@: J0+5+5 25

(erweitern — 3. BF)




Aufgabe 3.7

Leite die Ableitungsfunktion von f(x) = x3 iiber den
Differenzialquotienten her.



Aufgabe 3.7

Gegeben: f(x) = x
f(x+h)—f(x)

F(x) = li
(x) h0

3




Aufgabe 3.7
Gegeben: f(x) = x3

_ 3_.3
F(x) = fim (AN ZFO) ) R A= x
h—0 h h—0 h
o X34+ 3x2h+3xh2 + hd — X3 o 3x2h+3xh2 + K3
= lim = lim

h—0 h h—0 h



Aufgabe 3.7
Gegeben: f(x) = x3

_ 3_.3
F(x) = fim (AN ZFO) ) R A= x
h—0 h h—0 h
o X34+ 3x2h+3xh2 + hd — X3 o 3x2h+3xh2 + K3
= lim = lim
h—0 h h—0 h

. h(3x%2+3xh+h?)
= ||m - ||m
h—0 h h—0

(3x2 + 3xh + h2) = 3x2



Aufgabe 3.8

Bestimme die Gleichung der Tangente und der Normalen an den
Graphen der Funktion mit der Gleichung f(x) = x3 an der Stelle
Xxp = 2. Berechne den Differenzialquotienten mit dem
Taschenrechner.



Aufgabe 3.8

Fiir die Tangentengleichung sind die Koordinaten des
Kurvenpunktes (xg, ¥o) zusammen mit der Steigung m in die
Gleichung der Form y = mx + g einzusetzen und nach ¢
aufzuldsen:

d /1
Steigung: m; = f'(2) = i <2x3> =6

x=2



Aufgabe 3.8

Fiir die Tangentengleichung sind die Koordinaten des
Kurvenpunktes (xg, ¥o) zusammen mit der Steigung m in die
Gleichung der Form y = mx + g einzusetzen und nach ¢
aufzuldsen:

d /1
Steigung: m; = f'(2) = i <2x3> =6

x=2

28 =4

N[

xx=2 = yo="f(x)="7f(2)=



Aufgabe 3.8

Fiir die Tangentengleichung sind die Koordinaten des
Kurvenpunktes (xg, ¥o) zusammen mit der Steigung m in die
Gleichung der Form y = mx + g einzusetzen und nach ¢
aufzuldsen:

d /1
; . — — [ =3 —
Steigung: mt—f(2)—dx <2X>X:2 6
X=2 = y():f(Xo):f(2):%-23:4
Yo = miXo +q
4=6-2+q
qg=-8

Gleichung der Tangente: t: y = 6x — 8



Fiir die Gleichung der Normalen berechnet man deren Steigung m,
aus der Steigung der Tangente m; und geht dann wie oben vor.

: 1 1
Steigung: mp, = —— = ——
mg 6
Yo = mixo +q
1
b=—_2.2
6“9
a=-Ly
12=-143q
13=3
13
773

1 1
Gleichung der Normalen: t: y = _6X + ?3



Aufgabe 3.9

Bestimme die Gleichung der Tangente und der Normalen an den

an der

Graphen der Funktion mit der Gleichung f(x) = X 1?
X

Stelle x = 1. Berechne den Differenzialquotienten mit dem
Taschenrechner.



Aufgabe 3.9
x+3
x+1

f(x) =

»x=1 = f(1)=-3(TR)



Aufgabe 3.9
x+3
x+1

f(x) =
> =1 =5 (TR)

(b) yo=f(xo)=f(1)=3=2



Aufgabe 3.9

x+3
f(X):x—i-l

»x=1 = f(1)=-3(TR)
(b) yo = f(x0) =f(1) =5 =2
Yo=m-xo+q
2=-1-1+gq
q:

NIo1



Aufgabe 3.9

x+3
)=

> x=1 = ()=} (TR)

(b) yo=f(xo)=f(1)=3=2

Yo=m-Xxo+q
g=73



>

meg -

|
N[

-mn

mp =



>

my-mp, =—1
1
E‘mn:—l
m, =2
Yo=my - X0+ Gt
2=2-1+4g¢
g=20



>

my-mp, =—1
—%-mn:—l
m, =2
Yo = mt - Xo + Gt
2=2-14+g¢q
qg=0
n:y=2x



Graphische Darstellung
y

\u

/3
/
I




Aufgabe 3.10

Welchen Winkel (in Grad) schliesst die Tangente an den Graphen
der Funktion mit der Gleichung f(x) = vx? + 4x 4+ 11 an der
Stelle x = 1 mit der positiven x-Achse ein? Verwende den
Taschenrechner zur Bestimmung der Ableitung.



Aufgabe 3.10
f(x) = Vx2 +4x + 11



Aufgabe 3.10
f(x) = Vx2 +4x + 11
f/(1) = 0.75 (TR)



Aufgabe 3.10
f(x) = Vx2+4x+11
f/(1) = 0.75 (TR)

a = arctan(0.75) = 36.87°



Aufgabe 3.10
f(x)=vx%+4x+11
f'(1) = 0.75 (TR)

a = arctan(0.75) = 36.87°

\\_/
I
T+
—
~




Aufgabe 3.11

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion von f qualitativ
korrekt in das bestehende Koordinatensystem.

y = f(x)

Y
X



Aufgabe 3.11

» Stellen von f mit horizontaler Tangente werden Nullstellen von f’.
> Stellen von f mit maximaler Steigung werden Hochstellen von f'.

» Stellen von f mit minimaler Steigung werden Tiefstellen von f'.



Aufgabe 3.12

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktionen von f und g
qualitativ korrekt in das bestehende Koordinatensystem.

y = g(x)

y = f(x)




Aufgabe 3.12

y=g'(x) y = g(x)
y = f(x)

Wichtig ist nur, dass die beiden Ableitungsfunktionen parallel zur
x-Achse sind und dass die Ableitung der Geraden mit der grosseren
Steigung auch oberhalb der Ableitung der Geraden mit der
kleineren Steigung liegt.



Aufgabe 3.13

Skizziere den Graphen der Ableitungsfunktion von f qualitativ
korrekt in das bestehende Koordinatensystem.




Aufgabe 3.13

» Stellen von f mit horizontaler Tangente werden Nullstellen von f’.
> Stellen von f mit maximaler Steigung werden Hochstellen von f'.

» Stellen von f mit minimaler Steigung werden Tiefstellen von f'.



