Folgen und Grenzwerte Zusammenfassung

1. Folgen

Eine reelle Zahlenfolge (a,) ist eine Abbildung, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle
Zahl zuordnet.

(d) a,=2n—-1 = (a,)=(1,3,5,7,9,...)

J = (an) =(1,1,2,2,3,3,...)
(f) a, =01" = (a,) = (0.1,0.01,0.001,0.001,...)

2. Reihen

n

Ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, so wird die Folge (s,,) mit s,, = Z a, die zu (a, ) gehorende

i=1
Reihe oder Teilsummenfolge genannt.

@ a1 = = (1555
(b) a, = = (sp) =(7,14,21,28,...)

(c) ap=(=1)"" = (s,)=(1,0,1,0,1,...)
(d) a,=2n—-1 = (s,)=(1,4,9,16,25,...)
(e) a, = L

n+1
2

J = (sn)=(1,2,4,6,9,12,...)
(f) an=01" = (s,)=(0.1,0.11,0.111,0.111,0.1111, . ..)

3. Alternierende Folgen

Eine Folge heisst alternierend wenn ihre Werte abwechselnd positiv und negativ oder
abwechselnd negativ und positiv sind.
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—1)™ ist alternierend (a,) = ( -1,1,-1,1,.. )
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+ (—1)™ ist nicht alternierend  (a,) = (6,8,6,8,...)

(
(¢) a, = (—n)™ ist alternierend  (a,) = (— 1,4, 27,256, ...)

(d) a, = sin (n . g) ist nicht alternierend (a,) = (1, 0,—1,0,1,.. )



4. Monotone Folgen
Eine Folge (a,,) heisst ...

e monoton wachsend, wenn a, < a,y; fiir alle n € N gilt.

e monoton fallend, wenn a, > a,; fiir alle n € N gilt.

e streng monoton wachsend, wenn a, < a,y1 fir alle n € N gilt.
e streng monoton fallend, wenn a, > a,; fiir alle n € N gilt.

e [streng] monoton, wenn sie weder [streng] monoton wachsend noch [streng] monoton
fallend ist.

e nicht monoton, wenn sie weder monoton wachsend noch monoton fallend ist.

(a) a, = — LgJ monoton fallend

(b) a, = (—1)" nicht monoton

n
(c) a, = ——] streng monoton wachsend
n

(d) a, =3 monoton wachsend und monoton fallend
5. Beschrinke Folgen
Eine Folge (a,,) heisst ...

e nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl S gibt, so dass a,, < S fiir alle n € N gilt.
e nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl S gibt, so dass a,, > S fiir alle n € N gilt.

e beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt ist.

a) a, =n  nach unten beschrinkt [0 < a,,]

(
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n  nach oben beschriankt [a, < 0]
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(¢) a,=n-(—=1)" ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt
)

(d) a, = cos(n?) ist beschriinkt [—1 < cos(z) < 1]

6. Hiaufungspunkte von Folgen
Eine reelle Zahl h ist Haufungspunkt der reelle Zahlenfolge (a,), wenn fiir jedes & > 0
unendliche viele Folgeglieder innerhalb der e-Umgebung U(a,€) von h liegen.
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(b) ap = (-1)” = hy = -1, hy =1

(a) an = Héufungspunkt h = 0

(¢) a, =sin(n) = keine Haufungspunkte

5 7
(d) an:sin<n-%) - hlzo,hgz\/?—,hgthF—g,h5:—1



7. Grenzwerte von Folgen

Eine reelle Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen eine reelle Zahl a, wenn fir jedes € > 0
alle bis auf endliche viele Folgeglieder innerhalb der e-Umgebung U(a, ) von a liegen. In
diesem Fall wird a Grenzwert der Folge genannt und wir schreiben dafiir

lim a, = a

n—oo
In allen anderen Féllen wird die Folge divergent genannt. Zwei Arten divergenter Folgen
erhalten jedoch eine zusétzliche Bezeichnung;:

Eine reelle Zahlenfolge (a,,) ist bestimmt divergent gegen oo, wenn fiir jede Zahl M alle

bis auf endlich viele Folgeglieder grosser als M sind. Wir schreiben dann lim a,, = oc.
n—oo

Eine reelle Zahlenfolge (a,) ist bestimmt divergent gegen —oo, wenn fiir jedes Zahl M alle

bis auf endlich viele Folgeglieder kleiner als M sind. Wir schreiben dann lim a,, = —o0.
n—oo
1
@) 2, =0
(b) lim (—1)" existiert nicht
n—oo
4—2 4/n—2 =2
(¢) lim " — lim /n =—=-2
n—oo 3+ N n—oo 3/n + 1 1
2 1 1 1/n?+1/n*> 0+0+0
(@ fim Ly, Ynt Ut e 04040
n—oo M3 4+ n? n—00 1+1/n 1+0
n—1 n 1
e) lim \/n2+n—\/n2—|—1 F Jim = lim = -

(f) lim (—=1)"-n existiert nicht

=00 (Zéhler wichst schneller als Nenner)

(k) lim (1 + z) =e’  (auswendig lernen)

n—00 n
lim In ) (Siehe Graph in Formelsammlung auf S. 58)
n—oo

(m) lim sin(n) existiert nicht
n—oo
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(n)

(a)

lim cos (n . 27r) =1

n—oo
; hy
AN S
o N\ 4m y = cos(x)
lim sin(n) _0

n—oo n

n

lim — = o0
n—oo NI

Merke: Die Exponentialfunktion ™ mit b > 1 wéchst ,langfristig® schneller als jede Potenzfunktion n” mit r > 0.
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n

i =0
e 1

Merke: Die Exponentialfunktion b™ mit b > 1 wéchst ,langfristig” schneller als jede Potenzfunktion n” mit r > 0.

8. Grenzwerte von Funktionen

Ist f eine reelle Funktion mit dem Definitionsbereich Dy und a eine relle Zahl, dann ist
der Ausdruck

lim f(z) =a

T—T0

genau dann definiert, wenn fir jede Folge (z,,) mit z,, € Dy, die gegen z konvertiert (hier
durch = — xy abgekiirzt), die Folge der Funktionswerte (f(z,)) gegen a konvergiert. Der
Grenzwert kann auch uneigentlich, also oo oder —oo sein.

(a) lim

r+3 4

z—1 ;L‘—{—4 o 5
2_5 6 O lirzen _2 _3

lim = b9k lim (z=2)x=3) =lim(z —3) = -1
r—2 1‘—2 O r—2 1‘—2 xr—2
. 1
lim = —00 z 2.9 2.99 |
z—3- T — 3 FG) | =10 | —100 |

ot 424+ —-4 0
lim .
a—1 ot a4 —3 0

Offenbar ist (z—1) ein Faktor beider Polynome. Daher kénnen wir Zahler und Nenner z. B. mit dem
Horner-Schema durch (z — 1) dividieren und es mit den gekiirzten Quotienten erneut versuchen.

Zahlerpolynom: xq ‘ aq ‘ 1 1 1 -4 Nennerpolynom: ‘ by ‘ 0 1 1 -3
1]1]2 3 4 0 L]1]1 2 3 0

i (x—1)(1z* + 22> + 3z +4) . 234222 +3zx+4 10

- = lim = lim = —

=1 (z—1)(1ad + 122+ 22+ 3) a1 23+ 22+ 2243 7

. sin(z)

lim =1 Tn | 0.1 | 0.01 0.001 [

z—=0 X F(@n) | 0.998... | 0.99998... | 0.9999998... | ...
) _1

lim ez =0 zn | 1 | 0.1 | 0.01 | .-

z—0t f(zn) | 3.68-10"1 | 4.54-107° | 3.72.107% | ..



