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1 Grundlagen

1.1 Der Vektorbegriff

Ein Vektor ist die Menge aller Pfeile mit gleicher Lidnge und gleicher Richtung. Vektoren
bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben, iiber die ein Pfeil gesetzt wird (d, b, v, ...).

Ein einzelner Pfeil wird Reprdsentant des Vektors genannt. Repriasentanten werden durch
ihren Anfangs- und Endpunkt dargestellt, iiber die ein Pfeil gezeichnet wird (z. B. /@)

Ubung 1.1

Zeichne den Représentanten . . .

des Vektors @, der im Punkt A beginnt,

des Vektors d, der im Punkt B endet,

des Vektors 4 = P@, der im Punkt R beginnt,

des Vektors v = Q?, der im Punkt S beginnt.




1.2 Die Vektoraddition

Definition der Summe ¢ = d + b zweier Vektoren:

e Wihle einen beliebigen Reprisentanten ]@ von a.

e Wihle den Représentanten Cﬁ von l;, der in () beginnt.

° Iﬁ ist ein Représentant von ¢

ST
S

P ¢

Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl des Repréasentanten ]@ von d.

Dadurch ist ¢ eindeutig bestimmt.

1.3 Eigenschaften

Zeichne vom Punkt P aus die Représentanten von ¢ = a+ bund d = b+a. Beobachtung?
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@+b=b+a Das Kommutativgesetz gilt.
Konstruiere vom Punkt P aus die Repriasentanten 4 = (6 + 5) +cund ¥ =a+ (5 + E).

Was stellst du fest?
= P X
\ [ o /N L
\ ~/
b /S
1 \ 5 A c /é
— \ T
e C \K// C

(@+ 5) +c=ad+ (5—1— ¢)  Das Assoziativgesetz gilt.
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Welcher Vektor ¥ erfiillt die Gleichung @ + ¥ = a?
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(®
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Anfangs- und Endpunkt von ¥ fallen zusammen.
= Q@ = ( heisst Nullvektor.
@+ 0 = d fiir alle @

0 ist das neutrale Element der Vektoraddition.

Welcher Vektor Z erfiillt die Gleichung @ + & = 07

i
®

a
—

\
\
\

- —

i=QP
Z ist der Gegenvektor von da.

QP = —d
@+ (—a) = 0 fiir alle Vektoren @

—a ist das inverse Element der Vektoraddition.

1.4 Die Vektorsubtraktion

Bestimme vom Punkt P aus einen Représentanten des Vektors ¥ = @ + (—
AL -
~ R~ "
™~
a 0t -

-,

F=d+(~=b)=a—>b

Man subtrahiert einen Vektor, indem man seinen Gegenvektor addiert.
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1.5 Vektorketten

Zeichne einen Représentanten von §= @+ b+ ¢+ d + &, der im Punkt P beginnt.
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In der Physik heisst § Resultierende (z.B. von Kréften).

Gilt §= 0, dann ist die Vektorkette geschlossen.

1.6 Die s-Multiplikation
Zeichne Représentanten folgender Vektoren:
(a) das 2-fache des Vektors d@ beginnend im Punkt P
(b) das —3-fache des Vektors @ beginnend im Punkt @
(c) das 1.5-fache des Vektors @ beginnend im Punkt R

O
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Die s-Multiplikation ist die Multiplikation einer Zahl (=Skalar) mit einem Vektor
a-d=1b Skalar- Vektor = Vektor

Spezialfille:
e 0-d=0 el-d=a o (1)@= —d
Eigenschaften:
e f-(a-d)=(0-a)a
e (a+pf)-da=a-ad+p-d



1.7 Léange eines Vektors

Mit !c? ‘ oder ||c? H oder a bezeichnet man die Linge (oder Norm) des Vektors a.

Zeichne Reprisentanten von drei verschiedenen Vektoren g, ¢ und cf, die alle die gleiche
Lange wie a haben.
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1.8 Beispiele

Raumliches Viereck

Zeige, dass die Seitemitten P, (), R und S des rdumlichen Vierecks ABCD ein Pa-
rallelogramm bilden.

PG = PB+ BQ = YAB + 1BC = L(AB + BC) = 1AC
Sk = 5D + DIt = AD + 1DC = L(AD + DC) = $AC

D [ =

Wegen 1@ = %1@ = 57? sind die Strecken PQ und SR parallel und gleich lang. (w.z.b.w.)



Schwerpunkt eines Dreiecks

Driicke den Vektor O? von O zum Schwerpunkt S des Dreiecks ABC durch die Vektoren

a, b und ¢ aus.

¢

— — 22—
(ﬁ:OA+TS:OA+§AM
. 2? s L2, 4 - 1?
:a+§(A +BM):a—|—§(—a+b—|—§B )
2 - 1- 1
=+ (—d+b—=b+=¢
a+3( a—+ 9 +2(>
H+2 H+1g+1ﬂ . 24+1g+1ﬂ
= Qa — —a — —C =a— —-a — —C
3 2 2 3 3 3
1, 1= 1, 1, =
fga/+§b+§cf3(a+b+(’)



2 Lineare Unabhingigkeit

2.1 Kollineare Vektoren

Zwei Vektoren @ und b sind kollinear (linear abhingig), wenn deren Reprisentanten par-
allel zu einer gemeinsamen Geraden sind.

Sind zwei Vektoren nicht kollinear, so werden sie auch linear unabhingig genannt.

=\
=pll

Dy

a ist kollinear zu g, @ ist kollinear zu ¢ und b ist kollinear zu ¢.
d ist zu keinem der iibrigen Vektoren kollinear.

Zwei Vektoren @ und b sind linear unabhéngig, wenn die Gleichung
a-a+pg- b=0
als einzige Losung a = 3 = 0 besitzt.

Der Ausdruck a-a+ (3 - b wird Linearkombination von @ und b genannt.

Anschaulich: Wollen wir mit linear unabhéngigen Vektoren einen Weg beschreiben, der
uns an den Anfangspunkt zuriickfiihrt, so ist dies nur moglich, indem wir gar nicht erst
losgehen.

2.2 Anwendung

A a P B

P teilt AB im Verhéltnis 3 : 2
Q teilt BC im Verhéltnis 4 : 1.
In welchem Verhéltnis teilt der Punkt S die Strecken AQ und C'P?

Schritt 1
Wahl von zwei linear unabhéngigen Vektoren:

Zum Beispiel: a = @ und b = @



Schritt 2

Wabhl einer geschlossene Vektorkette, die den Punkt S enthélt:

T I S

Schritt 3

Jeden Vektor der Vektorkette als Linearkombination von @ und b darstellen:

ﬁzg-a
ﬁ_a.@_a.(m+m_a.<_§a+g)

3 =
=——a-d+a-b
504 a -+ «

Schritt 4

Die Ausdriicke von oben in die geschlossene Vektorkette einsetzen:

AP+ PS+5A=T

3 3 - 1 4 - =
3 3 - 1 4 - 4

Nach @ und b ordnen und ausklammern:

33 1.\ _ 4N -
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Schritt 5

Die lineare Unabhéngigkeit von @ und b auswerten:

3 3 1 4
———-a—=-f=0 und a—=-=0
5 ) i)

3—3a—pF=0 und ba—48=0

3a+ =3 (I)
Ba—48=0| (II)
12

4- () +1D): 17Ta=12 = a= I

12 15
[):3- —+p5= 178 = 51 3 — 2
(I): 3 17—0—0 3 = 36+178=51 = [ T,
Schritt 6

Geometrische Deutung des Resultats:
12
PS—a PO 120

1F’
Si-p.gi=12.qi

e S teilt C'P im Verhaltnis 5 : 12

e S teilt AQ im Verhéltnis 15 : 2

2.3 Drei Vektoren

Drei Vektoren a, b und ¢ sind komplanar (linear abhingig), wenn deren Reprisentanten
parallel zu einer Ebene sind.

Sind drei Vektoren nicht komplanar, so werden sie auch linear unabhdngig genannt.

Drei Vektoren a, b und ¢ sind linear unabhingig, wenn die Gleichung
a-d+B-b+vy-é=0
als einzige Losung o = = v = 0 besitzt.

Anschaulich: Wollen wir mit linear unabhéngigen Vektoren einen Weg beschreiben, der
uns an den Anfangspunkt zuriickfiihrt, so ist dies nur moglich, indem wir gar nicht erst
losgehen.
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2.4 Anwendung

Gegeben ist ein Tetraeder ABC'D mit den Dreieckschwerpunkten P und (@), sowie den
entsprechenden Schwerlinien DP und AQ.

Schneiden sich die Schwerlinien im Schwerpunkt S7? Wenn ja, in welchem Verhéltnis teilen
sie sich?

Schritt 1

Wiéhle 3 linear unabhéngige Vektoren. Zum Beispiel:

O(Y:E 05:/@ o C

o)
I
S

Schritt 2

Wiihle eine geschlossene Vektorkette, die S enthalt:

A5+ SP+PA—10

Schritt 3

Stelle die Vektoren in (2) durch @, b und & dar:

ﬁ_x-/@_x(;a+;5+;8>_;xa+;x5+;x6
SP=y. DP = <—15+1[—5+a}+1[—5+z§]>
373 3
= ;Iﬂ”r —yb —y
m—g.m—?;(_a_@—_a_;z;

12



Schritt 4

Einsetzen und ordnen:

SRS U SR DU U N ST
—xd+ —xb+ —xC+ —yd + —yb — yc' — =a —
3 gtV T greT gYaT Ry e g

1
3
SRS S WS TUNE S AN G
—r+-y—=|a —r+-y— = —r—y|c=
37 T3V 73 37 T3V T3 37 Y

Schritt 5

Lineare Unabhéngigkeit ausniitzen:

1 1 1

e+ y—==0

3773773 ry—1=0 3

1+1 L 0O = x+ 1=0 = K

— ) — — = — —

3773V 73 ! 1
1 r—3y=0 Y= 4
o —u=0
37 Y

Schritt 6

Geometrische Deutung;:

Kein Widerspruch = die Schwerlinien schneiden sich in einem Punkt.

B = 31@ = S teilt AQ im Verhéiltnis 3 : 1

1

SP =

ﬁ = S teilt DP im Verhaltnis 3 : 1

1
4
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3 Basisvektoren

3.1 Eindimensionaler Raum

Rl

QL

—

€1

Gegeben: ein Basisvektor & (frei withlbar, & # 0)

Jeder andere Vektor in R! ist kollinear zu €.

d=ay-€ [imBild: @ =—-2.5-¢]

3.2 Zweidimensionaler Raum

Gegeben: zwei Basisvektoren €, € (frei wahlbar, nicht kollinear)
Jeder Vektor @ € R? kann als Linearkombination von €; und &, geschrieben werden. a;
und ds sind die vektoriellen Komponenten von a:

61 = daj - (?1 [im Bild: (Zl =4- (?1}

62 = Qa9 - gg [im Blld_ 62 = 2 . 6_»2}

Die Zahlen a; und as sind die skalaren Komponenten von @ in Richtung von €] und é5.
(Skalar = Zahl)

— — ay

a = dl + C 2 — (Ll N gl + a/Q : 82 — < ) Komponentendarstellung von @
a2

14



3.3 Dreidimensionaler Raum

Gegeben: drei Basisvektoren €, €, €3 (frei wahlbar, nicht komplanar)

Jeder andere Vektor kann als Linearkombination aus €}, €5, €3 geschrieben werden:

ax
6:51+62+c73:a1-51—4—&2-524—@3-53: a9
as

ai, as, as: vektorielle Komponenten von a
ai, as, az: skalare Komponenten von @ beziiglich €7, é5, €3

5]
as | : Komponentendarstellung von a beziiglich €7, €5, €3
as

3.4 Die Vektoroperationen in der Komponentendarstellung

Die Vektoren
a1

Q9 :a1-€1~|—a2-€2+a3-€3
as

by

bg :b1'51+b2-€2+b3-€3
b3

=T
Il

SHll
Il

sind durch ihre skalaren Komponenten beziiglich der gleichen Basis €, €5, €3 gegeben.

a=b < a1€1+a2€2+a3€3:b1€1+b2€2+63€3

= a1€1—61€1+a2€2—b2€2—|—a3€3—b3€3 0

=1

< (ap —by) e+ (ag — by) € + (a3 — bg) €5 =

15



Da €}, €5 und €3 linear unabhéngig sind, folgt:

ap—b;=0 und a3 —by=0 und a3—0b3=0

a; = b; und as = by und as = b
i=b < ap=>b; und as=by und a3 = b3

Moral: Zwei Vektoren sind genau dann gleich, wenn sie in allen skalaren Komponenten
ibereinstimmen.

Vektoraddition
CT+ g: CL1€1 + aggg + aggg + blgl -+ 6252 + b3€3

= (1151 + bléi + a2€2 + bggz + a3€3 + bdé:g

a; + by
:(CLl+b1>€1+(a2+b2)82+(a3+b3)€3: CL2+b2
as + b’;
Vektorsubtraktion
a— g: a1€1 + a2€2 + Clgétg - (b1€1 + bgéé + bggg)
= CL1€1 — blgl + a282 — b2€2 + CL353 — bggg
a; — by
= (a1 —b1) €1+ (ag — by) € + (a3 — b3) &3 = | az — by
as — b3

Skalare Multiplikation
a-d=q«- (a1-51+a2-52+a3-€3)
Q- ay

:a-al-é’1+a-a2-é’2+a-a3-é’3: a - Q2
Q- ag

Spezialfille
(—1) . (f = —Qa2
0
0-a=10
0

16



Basisvektoren

€1 +0-e+0-e3= |0

o
I
-

62:O'€1+1'€2+0‘€3: 1

€3IO'€1+O'€2+1‘€3: 0

3.5 Beispiele

Komponentendarstellung auswerten

Zeichne Reprisentanten von a = (3) und b = <1_§) beziiglich der Basis €7, €5, die in
den Punkten A bzw. B beginnen.

€ 7
A// 2 — -
2 A
Je] f T B
/ 1 L€2
— / —
2 = | _9¢,
B

Graphische Zerlegung eines Vektors

Zerlege d und b in ihre vektoriellen Komponenten in Richtung von €] und éj.

€
— /\
s Tamd __é‘L
€2 ~L_ |,
- — /
@ 0
N ,\’ T / — 4 bég
2 267
2 S N A
a = - b —
=\3) \-25)
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Kollinearitit untersuchen

3

o L (2 -
Sind die Vektoren @ = ( 3 ) und b = (_12

) kollinear?

@ und b sind kollinear (linear abhéngig), wenn ad + Bb = 0 neben @ = 8 = 0 noch weitere
Losungen hat.

(3) (%)= ()

-2 3 0 uref 1 =15 0 - a—158=0
8§ —12 0 0o 0 0 0=0

unendlich viele Losungen (o = 1.5/, mit [ beliebig)

@ und b sind kollinear

Komplanaritiat untersuchen

2 . 8 3
Smda=[-1|,b=| 9 | undé=| 5 | komplanar?
6 -7 —4

@, b, ¢ sind komplanar (linear abhéngig), wenn ad + Bb + v@=0nebenaa=p=~=0
noch weitere Losungen hat.

2 8 3 0
al=1|+B819 |+ 5])=10
6 -7 —4 0

2 8 3 0 1000 a=0

] 9 5 0 rref 0100 ,nur [)) —0

6 —7 —4 0 0010 v=20

@, b und @ sind nicht komplanar (linear unabhingig).

18



Zerlegung von Vektoren

3 —2
Stelle ¥ = | —2 | als Linearkombination von @ = | 1 |, b=
1 5
dar.
—2 1 —1 3
al 1 | +81 0 |+ -1]=1|-2
5 —1 0 1
-2 1 -1 3 1 00 3
1 0 —1 —2|% |0 10 14| =5=3i+14b+5¢
5 —1 0 1 001 5
Vektorgleichungen
1 B 2 IR 0
Gegeben:a=|—-1]|,b=| 3 |,¢=10],d=1{0
) —4 0 1

Lose 2@ — 3b + 5¢ — 7d + ¢ = 0 nach @ auf.
Gleichung nach v auflosen: (das ist hier einfach!)

7= —2a4+3b—5C+7d

1 2 1 0
=—2|-1|+3| 3| -5(o]+7(0
5 —4 0 1
-2 6 -5 0 -1
=2 ]+{ 9 )+o]+]o]={11]=45
~10 ~12 0 7 15

19



4 Ortsvektoren

orthonormiert:
e¢c; L ésund ey L e3 und é3 L ey
o l&1| =|ezf =65 =1

Drei orthonormierte Basisvektoren €7, €3, €5 und eine Punkt O (Origo, Ursprung, Null-
punkt) definieren ein rechtwinkliges (kartesisches) Koordinatensystem des Raumes.

Zu jedem Punkt P gibt es einen Ortspfeil O7>7 Dieser ist abhéngig von der Wahl des
Ursprungs.

O? ist Reprasentant eines Vektors. Dieser heisst Ortsvektor von P und wird mit 7p
bezeichnet.

7p kann als Linearkombination der Basisvektoren dargestellt werden:

X
FP:$51+Q52+Z€3: Y <~ P(xvy*z)
z

Merke: Die Koordinaten des Punktes P sind die die Komponenten des zughorigen Orts-
vektors 7p
Vektor zwischen zwei Punkten

Gegeben: A(xa,ya,za), B(zp,ys, 2B)
Gesucht: /@ =7

/@ =—Ta+7Tg=7T—7Ta (,Endpunkt minus Anfangspunkt*)

20



Beispiel

Ergénze das Dreieck mit A(0,—1,2), B(5,1,1) und C(—2,3,0) durch einen Punkt D zu

einem Parallelogramm.

0
" = Fa + AD = 74 + BC = (—1) +

2

= D(-7,1,1)

4.1 Schwerpunkte

Mittelpunkt einer Strecke

1 1 1 1
FN[ZFA+§I@=FA+§(*FA+FB)ZFA*§FA+§FB

1*+ ¥ 1(*+”)
= -7 —-Tr = —\Tr T
2A 2B 9 A B

Beispiel

M(4,—3,2) ist der Mittelpunkt der Strecke AB mit A(—1,5,7). Bestimme B.
" L. .
™M = 5(7‘,4 +7B)

27:}\,] = FA + FB

Tp =2y — Ta

4 ~1 9
p=2-3|-|5|=|-11] = BO -11,-3)
2 7 —3

21



Schwerpunkt eines Dreiecks

Fs = Fa+ 2 AM = Fa+ 2 (P = 7a) = Fa+ 5 5(Fs +70) — 7
3 3 3 2
=7at 375+ 370 — 5Ta = 3 (Ta+ 75+ 7c)

Schwerpunkt eines Tetraeders

z C

Analog zur Strecke und zum Dreieck erhélt man:

N
rg = Z(TA +rg+re+ T‘D)

4.2 Teilung einer Strecke

Innere Teilung

Welcher Punkt P teilt die Strecke AB innen im Verhéltnis |AP|: |PB| =1:27
B

22



Beispiel

Die Strecke AB mit A(—9,4,7) und B(6,—1,2) soll innen im Verhéltnis 2 : 3 geteilt
werden. Bestimme den Teilungspunkt P.

-9 15
2 2

fP:FA+3-ﬁ: AR
7 -5

-9 6 -3

S VR T R [

7 —2 5)

innerer Teilungspunkt: P(—3,2,5)

Aussere Teilung

Welcher Punkt P teilt die Strecke AB aussen im Verhéltnis |[AP| : |PB| =1:37
B

1 1
fpszé-z@:mfa(@fm)

Beispiel

Zeige, dass P(0, —1, 3) die Strecke AB mit A(—8,3,—5) und B(—2,0, 1) aussen teilt und
bestimme das Teilungsverhaltnis.

8 6 4
4l =kl -3 = Lk :§ = P teilt AB ...

8 6
v B
A 5
/’/77 ... aussen im Verhaltnis 4 : 1.
FA /z” P
O

23



4.3 Abstand eines Punktes vom Ursprung

P(x,y,z2)

Satz des Pythagoras:
P=a?+y? = |OP|=VEFZ =Pyt

analog fiir mehr als 3 Komponenten: |d@| = \/a? + a3 + ...+ a2

4.4 Léange einer Strecke bzw. eines Vektors

z

A

Gegeben: A(xa,ya,z24), B(zp,ys, 28)

Gesucht: ‘1@‘ =7

rp T A
AB| = | =7+ 7] = | — 7al = | v | = [
ZB ZA
Ip — XA
= [y —va || = V(x5 —24)* + (yp — ya)® + (28 — 24)?
ZB — ZA

24



Beispiel

Gegeben sind die Punkte A(—1,5,2) und B(2,0, 3). Bestimme die Linge des Vektors AB.

2 —1 3

AB| = |{o| =5 ||=||-5

3 2 1

= /324 (=52 + 12 =35
Abstandsaufgabe

Gesucht ist ein Punkt P auf der z-Achse, der von A(—5,10,8) doppelt so weit entfernt
ist wie vom Punkt B(2, —4,6)
z

A

A

o_~ y

T

Unbekannter Punkt auf der z-Achse: P(z,0,0)

AP =2 |BP]
x+9 T —2
—10 || =2 4
-8 —6

V(T +5)2+ (—=10)2 + (—=8)2 = 21/(x — 2)2 + 42 + (—6)?

V(x +5)2+100 + 64 = 2¢/(x — 2)2 + 16 + 36
Va2 4+ 10z + 25 + 100 + 64 = 2v/22 — 4z + 4 + 16 + 36

Va2 + 10z + 189 = 2V — 4o + 56 |2

2 + 10z + 189 = 4(2* — 4a + 56)

22 4+ 10z + 189 = 422 — 16z + 224
0 = 322 — 262 + 35
:L'l:g = Pl(gvoa())

To =7 = P2(7,0,0)

25



Index

Abstand
Punkt — Punkt, 24
Punkt — Ursprung, 24

Basisvektoren, 17
Gegenvektor, 5

kollinear, 9, 14
komplanar, 11
Komponentendarstellung, 14, 15

linear abhingig, 9, 11
linear unabhéingig, 9, 11
Linearkombination, 9
Lénge

einer Strecke, 24

Norm, 7
Nullvektor, 5

Origo, 20
orthonormierte Basisvektoren, 20
Ortsvektor, 20

Représentant, 3
Resultierende, 6

s-Multiplikation, 6
Schwerpunkt

eines Dreiecks, 8
skalare Komponenten, 14, 15
skalare Multiplikation, 16

Teilung
innere, 22
dussere, 23

Teilungsverhéltnis, 23
Tetraeder, 8

Ursprung, 20

Vektor, 3
Lénge, 7
Vektoraddition, 4, 16
inverses Element, 5
neutrales Element, 5
vektorielle Komponenten, 14, 15
Vektorsubtraktion, 5, 16

26



