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1 Grundlagen

1.1 Der Vektorbegriff

Ein Vektor ist die Menge aller Pfeile mit gleicher Lidnge und gleicher Richtung. Vektoren
bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben, iiber die ein Pfeil gesetzt wird (d, b, v, ...).

Ein einzelner Pfeil wird Reprdsentant des Vektors genannt. Repriasentanten werden durch
ihren Anfangs- und Endpunkt dargestellt, iiber die ein Pfeil gezeichnet wird (z. B. /@)

Ubung 1.1

Zeichne den Représentanten . . .

des Vektors @, der im Punkt A beginnt,

e des Vektors @, der im Punkt B endet,
e des Vektors u = P@, der im Punkt R beginnt,
e des Vektors v = Q?, der im Punkt S beginnt.
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1.2 Die Vektoraddition

Definition der Summe &= @ -+ b zweier Vektoren:
e Wihle einen beliebigen Reprisentanten ]@ von a.

e Wihle den Représentanten Cﬁ von l;, der in () beginnt.

° Iﬁ ist ein Représentant von ¢
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Diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Wahl des Repréasentanten ]@ von d.

Dadurch ist ¢ eindeutig bestimmt.

1.3 Eigenschaften

Zeichne vom Punkt P aus die Représentanten von ¢ = a+ bund d = b+a. Beobachtung?
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Konstruiere vom Punkt P aus die Repriasentanten 4 = (6 + l;) +cund ¥ =a+ (5 + 5).

Was stellst du fest?
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Welcher Vektor ¥ erfiillt die Gleichung @ + ¥ = a?
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Welcher Vektor Z erfiillt die Gleichung @ + & = 07
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1.4 Die Vektorsubtraktion

Bestimme vom Punkt P aus einen Représentanten des Vektors ¥ = @ + (—
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1.5 Vektorketten

Zeichne einen Repréasentanten von § = a + b+é+d+ €, der im Punkt P beginnt.
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1.6 Die s-Multiplikation

Zeichne Repréasentanten folgender Vektoren:

(a) das 2-fache des Vektors d@ beginnend im Punkt P
(b) das —3-fache des Vektors @ beginnend im Punkt )
(c) das 1.5-fache des Vektors @ beginnend im Punkt R

O

Die s-Multiplikation ist die Multiplikation einer Zahl (=Skalar) mit einem Vektor.

o-d=0>b Skalar - Vektor = Vektor

Spezialfille:

e 0-d= o |-
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FEigenschaften:

¢ f(a-) =
¢ (a+8) d=

=,

e a-(d+0b) =



1.7 Léange eines Vektors

Mit !6‘ oder ||6H oder a bezeichnet man die Linge (oder Norm) des Vektors a.

Zeichne Reprisentanten von drei verschiedenen Vektoren g, ¢ und cf, die alle die gleiche
Lange wie @ haben.

1.8 Beispiele

Riumliches Viereck

Zeige, dass die Seitemitten P, (), R und S des rdumlichen Vierecks ABCD ein Pa-
rallelogramm bilden.
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Schwerpunkt eines Dreiecks

Driicke den Vektor (ﬁ von O zum Schwerpunkt S des Dreiecks ABC durch die Vektoren

a, b und ¢ aus.




2 Lineare Unabhingigkeit

2.1 Kollineare Vektoren

Zwei Vektoren @ und b sind kollinear (linear abhingig), wenn deren Reprisentanten par-
allel zu einer gemeinsamen Geraden sind.

Sind zwei Vektoren nicht kollinear, so werden sie auch linear unabhingig genannt.
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a ist kollinear zu g, @ ist kollinear zu ¢ und b ist kollinear zu ¢.
d ist zu keinem der iibrigen Vektoren kollinear.

Zwei Vektoren @ und b sind linear unabhéngig, wenn die Gleichung
a-a+pg- b=0
als einzige Losung a = 3 = 0 besitzt.

Der Ausdruck a-a+ (3 - b wird Linearkombination von @ und b genannt.

Anschaulich: Wollen wir mit linear unabhéngigen Vektoren einen Weg beschreiben, der
uns an den Anfangspunkt zuriickfiihrt, so ist dies nur moglich, indem wir gar nicht erst
losgehen.

2.2 Anwendung

A a P B

P teilt AB im Verhéltnis 3 : 2
Q teilt BC im Verhéltnis 4 : 1.
In welchem Verhéltnis teilt der Punkt S die Strecken AQ und C'P?

Schritt 1

Wahl von zwei linear unabhéngigen Vektoren:



Schritt 2

Wabhl einer geschlossene Vektorkette, die den Punkt S enthélt:

Schritt 3

Jeden Vektor der Vektorkette als Linearkombination von @ und b darstellen:

Schritt 4

Die Ausdriicke von oben in die geschlossene Vektorkette einsetzen:
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Schritt 5

Die lineare Unabhéngigkeit von @ und b auswerten:

Schritt 6

Geometrische Deutung des Resultats:

2.3 Drei Vektoren

Drei Vektoren a, b und ¢ sind komplanar (linear abhingig), wenn deren Reprisentanten
parallel zu einer Ebene sind.

Sind drei Vektoren nicht komplanar, so werden sie auch linear unabhdngig genannt.

Drei Vektoren a, b und ¢ sind linear unabhéngig, wenn die Gleichung
a-d+B-b+vy-é=0
als einzige Losung o = = v = 0 besitzt.

Anschaulich: Wollen wir mit linear unabhéngigen Vektoren einen Weg beschreiben, der
uns an den Anfangspunkt zuriickfiihrt, so ist dies nur moglich, indem wir gar nicht erst
losgehen.
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2.4 Anwendung

Gegeben ist ein Tetraeder ABC'D mit den Dreieckschwerpunkten P und (@), sowie den
entsprechenden Schwerlinien DP und AQ.

Schneiden sich die Schwerlinien im Schwerpunkt S7? Wenn ja, in welchem Verhéltnis teilen
sie sich?

Schritt 1

Wiéhle 3 linear unabhéngige Vektoren. Zum Beispiel:

Schritt 2

Wihle eine geschlossene Vektorkette, die S enthélt:

Schritt 3

Stelle die Vektoren in (2) durch @, b und & dar:
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Schritt 4

Einsetzen und ordnen:

Schritt 5

Lineare Unabhéngigkeit ausniitzen:

Schritt 6

Geometrische Deutung;:
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3 Basisvektoren

3.1 Eindimensionaler Raum

Rl
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Gegeben: ein Basisvektor & (frei withlbar, & # 0)

Jeder andere Vektor in R! ist kollinear zu €.

3.2 Zweidimensionaler Raum

Gegeben: zwei Basisvektoren €, € (frei wahlbar, nicht kollinear)

Jeder Vektor @ € R? kann als Linearkombination von & und €, geschrieben werden. @
und ds sind die vektoriellen Komponenten von a:

Die Zahlen a; und as sind die skalaren Komponenten von @ in Richtung von €] und é5.
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3.3 Dreidimensionaler Raum

Gegeben: drei Basisvektoren €7, €5, €3 (frei wihlbar, nicht komplanar)

Jeder andere Vektor kann als Linearkombination aus €}, €5, €3 geschrieben werden:

3.4 Die Vektoroperationen in der Komponentendarstellung

Die Vektoren

a1

Q9 :a1-51+a2-€2+a3-€3
as

=T
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b
bg :b1'51+b2-€2+b3-€3
b3

SHll
Il

sind durch ihre skalaren Komponenten beziiglich der gleichen Basis €, €5, €3 gegeben.

a=b < a1€1—|—a2€2—|—a3€3:b1€1+b2€2+63€3

= a1€1—b1€1+a2€2—b2€2+a3€3—b3€3 0

=1

<~ (Cbl — bl) 51 + (ag — bg) 52 + (CL3 — b3) 53 =

15



Da €}, €5 und €3 linear unabhéngig sind, folgt:

ap—b;=0 und a3 —by=0 und a3—0b3=0

a; = b; und as = by und as = b

i=b < ap=>b; und as=by und a3 = b3

Vektoraddition

Vektorsubtraktion

Skalare Multiplikation

Spezialfille
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Basisvektoren

3.5 Beispiele

Komponentendarstellung auswerten

Zeichne Reprisentanten von a = (3) und b = <1_§) beziiglich der Basis €7, €5, die in
den Punkten A bzw. B beginnen.

Graphische Zerlegung eines Vektors

Zerlege a und b in ihre vektoriellen Komponenten in Richtung von €] und éj.

€
~—_ A
—) — /
w b
. /
2
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Kollinearitit untersuchen

Sind die Vektoren @ = (_82) und b = ( 3

] ?
1 2) kollinear?

Komplanaritiat untersuchen

2 . 8 3
Smda=[|—-1],b= 9 |undé= | 5 | komplanar?
6 -7 —4
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Zerlegung von Vektoren

3
Stelle ¥ = | —2 | als Linearkombination von @ =
1
dar.
Vektorgleichungen
1 2 1 0
Gegeben:a=|—-1]|,b=| 3 |,¢=10],d=1{0
5 —4 0 1

Lose 26—35+55—7J+U:6nach27auf.
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4 Ortsvektoren

orthonormiert:
e¢c; L ésund ey L e3 und é3 L ey
o |e1| =] =|es] =1

Drei orthonormierte Basisvektoren €7, €3, €5 und eine Punkt O (Origo, Ursprung, Null-
punkt) definieren ein rechtwinkliges (kartesisches) Koordinatensystem des Raumes.

Zu jedem Punkt P gibt es einen Ortspfeil O7>7 Dieser ist abhéngig von der Wahl des
Ursprungs.

O? ist Reprasentant eines Vektors. Dieser heisst Ortsvektor von P und wird mit 7p
bezeichnet.

7p kann als Linearkombination der Basisvektoren dargestellt werden:

Vektor zwischen zwei Punkten

Gegeben: A(2a,ya,24), B(xp,ys, 2B)
Gesucht: /@ =7
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Beispiel
Ergénze das Dreieck mit A(0,—1,2), B(5,1,1) und C(—2,3,0) durch einen Punkt D zu

einem Parallelogramm.

4.1 Schwerpunkte

Mittelpunkt einer Strecke

Beispiel

M(4,—3,2) ist der Mittelpunkt der Strecke AB mit A(—1,5,7). Bestimme B.

21



Schwerpunkt eines Dreiecks

Schwerpunkt eines Tetraeders

z C

Fa s

Analog zur Strecke und zum Dreieck erhélt man:

4.2 Teilung einer Strecke

Innere Teilung

Welcher Punkt P teilt die Strecke AB innen im Verhéltnis |AP|: |PB| =1:27
B
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Beispiel
Die Strecke AB mit A(—9,4,7) und B(6,—1,2) soll innen im Verhéltnis 2 : 3 geteilt

werden. Bestimme den Teilungspunkt P.

Aussere Teilung

Welcher Punkt P teilt die Strecke AB aussen im Verhéltnis |[AP| : |PB| =1:37
B

Beispiel

Zeige, dass P(0,—1,3) die Strecke AB mit A(—8,3,—5) und B(—2,0,1) aussen teilt und
bestimme das Teilungsverhaltnis.
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4.3 Abstand eines Punktes vom Ursprung

P(z,y,2)

4.4 Léange einer Strecke bzw. eines Vektors

Gegeben: A(xa,ya,z24), B(zp,ys, 28)

Gesucht: |ﬁ| =7
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Beispiel

Gegeben sind die Punkte A(—1,5,2) und B(2,0,3). Bestimme die Lange des Vektors zﬁ

Abstandsaufgabe

Gesucht ist ein Punkt P auf der z-Achse, der von A(—5,10,8) doppelt so weit entfernt
ist wie vom Punkt B(2, —4,6)
z

A

A
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