Vektorgeometrie (Kapitel 1-4)
Priifungsvorbereitung (4a)



Aufgabe 1.1

Lose die Gleichung %(25— b+ E) =2b— %(54— 2b— 35) nach §
auf und vereinfache das Ergebnis so weit wie moglich.



Aufgabe 1.1



Aufgabe 1.2

Die Figur stellt einen Wiirfel dar.

Gib mit Hilfe der Eckpunkte alle Pfeile an, die den folgenden
Vektor reprasentieren:

(a) BC
(b) DE
(c) AG



Aufgabe 1.2




Aufgabe 1.3

Vereinfache den folgenden Ausdruck so weit wie moglich.



Aufgabe 1.3
(a) AB + BC = AC



Aufgabe 1.3
(a) AB + BC = AC

(b) XY + YX =XX =0



Aufgabe 1.3
(a) AB + BC = AC
(b) XY + YX =XX =0

(c) CD — ED = CD + DE = CE



Aufgabe 1.3
(a) AB + BC = AC
) XV 4 V3 = X =
o T E B+ DR
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(d) AB + CA = CA+ AB = CB



Aufgabe 1.4

Im Wiirfel ist K Mitte der Diagonale HB und M ist Mitte der
Kante FG.

Driicke die folgenden Vektoren durch &= /ﬁ b= /ﬁ und

¢ = AE aus.
(a) AF (c) CM (e) MK
(b) AM (d) AK (f) CK



Aufgabe 1.4




Aufgabe 1.4




Aufgabe 1.4




Aufgabe 1.4
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Aufgabe 1.4
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Aufgabe 1.4




Aufgabe 1.5

Konstruiere eine Reprisentanten des Vektors 5= 3+ b.
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Aufgabe 1.5
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Aufgabe 1.6

Konstruiere einen Reprasentanten des Vektors d=3-b.



Aufgabe 1.6
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Aufgabe 1.7

Konstruiere einen Reprasentanten des Vektors X = 3 —
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Aufgabe 1.8

Konstruiere einen Reprisentanten des Vektors y, der die Gleichung
—a+2b+ y = 0 erfiillt.
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Aufgabe 1.9

Zerlege den Reprasentanten von w konstruktiv in eine
Linearkombination der Vektoren 7 und v. Bestimme ferner die
Koeffizienten o und 8 von w = aif + V.



Aufgabe 1.9
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Aufgabe 2.1

Wann sind zwei Vektoren 3 und b linear unabhangig?



Aufgabe 2.1

Wenn die Gleichung
ai+fb=0

als einzige Losung o = 8 = 0 hat.



Aufgabe 2.2

Wann sind vier Vektoren 3, b, € und d linear abhangig?



Aufgabe 2.2
Wenn die Gleichung

ad+ Bb+~E+d6d=0

nicht nur die Lésung o« = =~ = § = 0 hat.



Aufgabe 2.3

Gib alle Paare von Vektoren an, die kollinear sind.
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Aufgabe 23
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Aufgabe 2.3
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Aufgabe 2.4

Sind die folgenden Vektoren mit den Endpunkten auf den Ecken
des Wiirfels ABCDEFGH linear abhdngig oder linear unabhangig?

(a) AD, GH (d) AB, CC, EH
(b) HF, BD (e) AB, AD, EC
(c) BC, CA (f) EC, HB, GF



Aufgabe 2.4

(a) ﬁ GH: linear unabhingig

(b) Iﬁ BD: linear abhiangig: ( ?—i— BD = 0)

(c) R CA: linear unabhingig

(d) /ﬁ @ EH: linear unabhangig

(e) /ﬁ /ﬁ EC: linear abhingig (/ﬁ + AD - EG =0
(f) R @ GF: linear abhéngig (R + 2GF — HB =



Aufgabe 3.1

Die Vektoren €], & und &3 bilden eine Basis des dreidimensionalen
Raumes R3.
Gib die Komponentendarstellung der folgenden Vektoren an.

) =28 — 78
V=

(a

(b) V=46 +5& — 26
(c) =v

(d) &

(e) O



Aufgabe 3.1

(b) Vv=146& +5& —2¢e = ( 4 ) (Achtung: Reihenfolge)



Aufgabe 3.2

3\ _ —0.5 0.1
Gegeben: 3= [2],b=| —1 | und ¢= | —0.6 | beziiglich
4 0 1.4

einer Basis €1, & und &;.

Gesucht: Komponentendarstellung der Linearkombinationen
(a) +2b

(b) —&+2b—10¢



Aufgabe 3.2

3 -1 2
(a) #+2b= 2]+ |-2] =0
4 0 4
-3 -1 1 -5
(b) —d+2b—10¢=|—-2|+|—2|-|-6]=1] 2
—4 0 14 ~18



Aufgabe 3.3

Zeichne je einen Reprdsentanten der Vektoren 3= (_g 5).

F—(2) e= (* 2 _ (2 O
b= (3> c= (0'5) und d = (_2) beziiglich der Basis &1, &.
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Aufgabe 3.3
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Aufgabe 3.4

Gib die Komponentendarstellungen der Vektoren 3, b, & d
beziiglich der Basis €1, & an.
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Aufgabe 3.4
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Aufgabe 3.5

Bestimme konstruktiv die Komponentendarstellung der Vektoren &
und b beziiglich der Basis €1, &.
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Aufgabe 3.5
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Aufgabe 3.6

7 -2
Gegebensind 3= -9 | und b= | 3
-5 4

Fiir welche Komponenten des Vektors ¢ bildet 3+ 2b — 3¢ eine
geschlossene Vektorkette?



Aufgabe 3.6

7 —2
i=|-9| b= 3
—5 4

Eine Vektorkette (Linearkombination) ist genau dann geschlossen,
wenn ihre Summe der Nullvektor ist.

F+2b=3¢
3¢=3+2b
¢=1(3+2b)
1
c=|-1



Aufgabe 3.7

42 28
) ) 36 - 24 .
_': f— ?
Sind die Vektoren 3 18 und b 1 kollinear?
45 30

Begriinde die Antwort.



Aufgabe 3.7

42 28

- | 36 » | 24

Gegeben: 3= 18 und b = 17
45 30

Ja, denn %5:5und damit%-é’—1~5:6



Aufgabe 3.8

Untersuche, ob die Vektoren 3= <

linear unabhangig sind.



Aufgabe 3.8

Es ist nicht notig, das Gleichungsystem

da+pB+5y=0
30 —28+7=0

zu 16sen, weil drei Vektoren im zweidimensionalen Raum immer
linear abhangig sind.



Aufgabe 3.9

4
Ist es moéglich, den Vektor v = | —2 | als Linearkombination von
9
1 1 3
F=(0], 6= (2] und &= | 2| darzustellen? Wenn ja, gib die
2 1 5

(oder eine) Losung an.



Aufgabe 3.9

ad+Bb+~E=V

11 3] 4 a=5—2y
0 222 = f=-1—x
2 1 5|9 N =

wihey=0 = a=5p8=-1 = v=53—b

geometrische Deutung: Die Vektoren 3, b und € sind linear
abhangig und der Vektor v liegt in dem von diesen Vektoren
gebildeten Raum (hier: Ebene) Somit gibt es undendlich viele
Losungsmoglichkeiten.



Aufgabe 3.10

9
Ist es moglich, den Vektor v = | 1| als Linearkombination von
7
1 1 3
7=(0], 6= (2] und &= | 2| darzustellen? Wenn ja, gib die
2 1 5

(oder eine) Losung an.



Aufgabe 3.10

= keine Losung

geometrische Deutung: Die drei Vektoren sind parallel zu einer
Ebene (komplanar) aber der Vektor v nicht. Somit ldsst sich v

nicht durch eine Linearkombination der anderen Vektoren
ausdriicken.



Aufgabe 3.11

9
Ist es moglich, den Vektor v = | 1| als Linearkombination von
7

1 1 3
3=(0),b=]|2)undc=1(1
2 1 2

darzustellen? Wenn ja, gib die (oder eine) Losung an.



Aufgabe 3.11
ad+Bb+~E=V

11 3]|9 a=1
02 1|1 = B=-1
2 1 2|7 v=3

V=354-b+3¢

geometrische Deutung: Die Vektoren 3, b und € sind linear
unabhiangig; daher lasst sich der Vektor v eindeutig durch sie
darstellen und es gibt genau eine Losung.



Aufgabe 3.12

Bestimme die Werte der Parameter x und z, so dass die Vektoren
16 X

5= | -24| und b= | 18| kollinear sind.
—-12 z



Aufgabe 3.12

Fiir Kollinearitit muss es eine Zahl k mit = kb geben:

16 =k-x
—24 =k-18
—12=k-z
Die mittlere Gleichung ldsst sich nach k auflésen: k = _1—%4 = —%

Einsetzen in die erste und letzte Gleichung:
L 1A - (_4) —
x=16:k=16:(-3) = —12
z:—12:k:—12:(—%):9
-12

- b= 18
9



Aufgabe 4.1

Bestimme den Punkt B, so dass A(2,—1,4), B, C(7,3,5) und
D(4,1,6) in dieser Reihenfolge ein Parallelogramm bilden.



Aufgabe 4.1

C(7,3,5)

D(4,1,6)




Aufgabe 4.1

C(7,3,5)

D(4,1,6)




Aufgabe 4.1

D(4,1,6)




Aufgabe 4.1

p4,1,6) (735




Aufgabe 4.1

p@,16) (39
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Aufgabe 4.1

D(4, 1,6) C(773a 5)
T Bloy2)
AR -14) MU
P \VE |
0(0,0,0)



Aufgabe 4.1

D(4, 1,6) C(773a 5)
T Bloy2)
AR -14) MU
P \VE |
0(0,0,0)



Aufgabe 4.2

Der Punkt M(—9,8,4) ist der Mittelpunkt der Strecke mit den
Ecken A(1,5,—4) und B. Bestimme die Koordinaten von B.



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

—

v (FA + F'B) (Mittelpunktsformel)

N



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

—

(14— B) (Mittelpunktsformel)
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Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

fv = %(Fa+ ) (Mittelpunktsformel)
2fy = A+ B

g =2 — 7a



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

fv = %(Fa+ ) (Mittelpunktsformel)
2r\ = Ta+ 7B
-9 1
Fe=2my—ra=2|8|—|5



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

fv = %(Fa+ ) (Mittelpunktsformel)
2f = ra+ 7B
-9 1 —19
m=2f—m=28|-|5] =11

4 —4 12



Aufgabe 4.2

Gegeben: A(1,5,—4) und Mitte M(—9,8,4) der Strecke AB.
Gesucht: B

fv = %(Fa+ ) (Mittelpunktsformel)
2f = ra+ 7B
-9 1 —19
m=2f—m=28|-|5] =11
4 4 12

= B(-19,11,12)



Aufgabe 4.3

Bestimme den Schwerpunkt S des Tetraeders mit den Ecken
A(7,-3,9), B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4).



Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)



Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)

—

Fs =17 [Fa+ s+ 7fc+ ]



Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)

—

rs % : [f;\ + g+ rc + F'D] (Schwerpunktformel)



Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)

1 . F;\ + rg + rc + rD] (Schwerpunktformel)
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Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)

7s % [Fa+ 8+ 7c + ]  (Schwerpunktformel)

() (2) 9 6)

~ b~ 0o



Aufgabe 4.3

Gesucht: Schwerpunkt des Tetraeders mit den Ecken A(7,—3,9),
B(-5,1,2), C(0,6,3) und D(8,4,4)

7s % [Fa+ 8+ 7c + ]  (Schwerpunktformel)

() (2) 9 6)

~ b~ 0o



Aufgabe 4.4

Untersuche mit den entsprechenden Rechnungen, ob die Punkte
A(3,5,-8), B(1,6,—3) und C(9,2,—23) auf einer Geraden liegen.



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B




Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

k-AB = BC



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

k-AB=BC mit AB



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

-2
1

5

BB mm( )undaf



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

5 —20

BB mm(f) undm(i)



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

BB mm(f) undm(i)

5 —20

—2k =28 k=—-4
k=—-4 = k=-4
5k = 20 k= _4



Aufgabe 4.4

Wenn A(3,5,-8), B(1,6,—3), C(9,2,—23) auf einer Geraden
liegen, dann sind z. B. die Vektoren /ﬁ und R kollinear (linear
abhéngig); andernfalls sind sie linear unabhéngig (rechts).

/*/? A,/VB 7

A B

BB mm(f) undaf(i)

5 -20
-2k =28 k= -4
k=—-4 = k=-4
5k =20 k= -4

Somit sind /ﬁ und ﬁ kollinear und A, B und C liegen auf einer
Geraden.



Aufgabe 4.5
Gegeben: Punkte A(—7,1,3) und B(9,—-3,11)

Gesucht: Punkt P der die Strecke AB innen im Verhaltnis 3: 5
teilt.



Aufgabe 4.5
Punkte A(—7,1,3) und B(9, —3,11)

AP = 3AB
73—7\23/ﬁ
rp = Iy —i—%/ﬁ



Aufgabe 4.6

Berechne den Umfang des Dreiecks ABC mit A(3,1,4),
B(14,17,12) und C(21,13,8).



Aufgabe 4.6

C(21,13,8)

A(3,1,4) B(14,17,12)

AB| = ( )\/121+256+6 — V441 =21
B¢ - (

)\/49+16+1 =81=9

= /324 + 144 1 16 = /484 = 22

~18
|CA| = —12
21+

22 =52



Aufgabe 4.7

Bestimme alle Vektoren mit der Lange 1, die kollinear zu
16

v=|—-12 ] sind.
15



Aufgabe 4.7

16
V| = (12) = /256 + 144 + 225 = /625 = 25
15

1 16 ( 0.64 )
f=—-|-12]=1{-04s
25 ( 15 ) 0.6
1 16 (0.64)
h=——-|-12| =1 048
2\ 15 0.6



Aufgabe 4.8

Gegeben sind A(1,y,5) und B(7,6,3). Bestimme die fehlende
Koordinate von A, so dass die Strecke AB die Lange 11 hat.



Aufgabe 4.8
A(l,y,5), B(7,6,3)

|AB| =11

\/36+(6—y)2—|—4:11

40+ (6—y)2=11
40 + (6 — y)*> =121
(6-y)*=
6 y—i9
yi=-3

y2=15



Aufgabe 4.9

Welche Punkte auf der z-Achse sind von A(11,8,—9) dreimal so
weit entfernt wie von B(6,—3,5)?



Aufgabe 4.9
A(11,8,—-9); B(6,—3,5); Punkt auf z-Achse: P(0,0, z)

[PA| = 3-[PB

e

V121 464+ (-9 22 =31/36+9+(5-2)? ||
185+ 81+ 18z + 2> =9 (36 + 9 + 25 — 10z + 2?)
7% 4+ 18z + 266 = 9z° — 90z + 630
0 = 8z% — 108z + 364
21=65 = Pi(0,0,6.5)
=7 = P0,0,7)




Aufgabe 4.10

Beschreibe moglichst genau die besondere Lage der Punkte.

(a) P(0,3,0)
(b) Q(—1,0,4)



Aufgabe 4.10

(a) P(0,3,0) liegt auf der y-Achse
(b) Q(—1,0,4) liegt in der xz-Ebene



Aufgabe 4.11

Spiegle den Punkt P(4,—7,3) ...

(a) an der xy-Ebene,
(b)
(c) am Ursprung,

(d) am Punkt Z(—1,—6,1).

an der z-Achse,



Aufgabe 4.11

(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln:



Aufgabe 4.11

(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4,—7,-3)



Aufgabe 4.11
(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4, -7, —3)

(b) P(4,—7,3) an der z-Achse spiegeln:



Aufgabe 4.11
(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4, -7, —3)

(b) P(4,~7,3) an der z-Achse spiegeln: P/(~4,7.3)



Aufgabe 4.11
(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4, -7, —3)
(b) P(4,—7,3) an der z-Achse spiegeln: P/(~4,7.3)

(c) P(4,—7,3) am Ursprung spiegeln:



Aufgabe 4.11
(a) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4, -7, —3)
(b) P(4,—7,3) an der z-Achse spiegeln: P/(~4,7.3)

(c) P(4,—7,3) am Ursprung spiegeln: P'(—4,7,—3)



Aufgabe 4.11
(a

) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4,—7,—3)
(b) P(4,—7,3) an der z-Achse spiegeln: P'(—4,7,3)
(c) P(4,-7,3) am Ursprung spiegeln: P'(—4,7,—3)
(d) P(4,-7,3) am Punkt Z(—1,—6,1) spiegeln:



Aufgabe 4.11
(a

) P(4,—7,3) an der xy-Ebene spiegeln: P'(4,—7,—3)

(b) P(4,—7,3) an der z-Achse spiegeln: P'(—4,7,3)

(c) P(4,-7,3) am Ursprung spiegeln: P'(—4,7,—3)

(d) P(4,-7,3) am Punkt Z(—1,—6,1) spiegeln: P'(—6,—5, —1)



