Potenzen und Wurzeln

Theorie
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1 Potenzen mit ganzen Exponenten

1.1 Definition

Wir definieren Potenzen a™ mit ¢ € R und n € N rekursiv:

Fiir a # 0 konnen wir Potenzen auch fiir die {ibrigen ganzzahligen Exponenten definieren,
indem wir fortgesetzt durch a dividieren:

1.2 Spezialfille



1.3 Lerne auswendig

b=10
b=11
b=12
b=13
b=14
b=15
b=16
b=17
b=18
b=19
b=20
b=21
b=22
b=23
b=24
b=25




1.4 Rechenregeln

Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis

Zwei Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man die gemeinsame Basis
mit der Summe der Exponenten potenziert.

af - a? =a’*t?  (M1)

Beweis:
a-a’=(a-a-...-a)-(a-a-...-a) (Assoziativgesetz)
~~ > N -~ >
p Faktoren q Faktoren
=(a-a-...-a)=ad""1 O
~—_———

p + q Faktoren

Multiplikation von Potenzen mit gleichem Exponenten

Zwei Potenzen mit gleichem Exponenten werden multipliziert, indem man das Produkt
der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert.

a? - v = (ab)?  (M2)

Bewezs:
a? -’ =(a-a-...-a)-(b-b-...-b) (Assoziativgesetz)

/. J
-~ -~

p Faktoren p Faktoren

=g-a-...-a-p-b-...-b (Kommutativgesetz)

p Faktoren p Faktoren

=a-b-a-b-...-a-b (Assoziativgesetz)

TV
p Faktoren

=(a-b)-(a-b)-...-(a-b)=(a-b)? O

- 7
-~

p Faktoren

Division von Potenzen mit gleicher Basis

Zwei Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man die gemeinsame Basis mit
der Differenz der Exponenten potenziert.

a’ :a?=a""7 (D1)

Beweis:
a:a’=(@a-a-...-a):(a-a-...-a) (Klammergesetze)
p - ~~ o \ - ~~ o
p Faktoren q Faktoren
=g-a-...-q:a:a:...:0Q
Vv Vv
p Dividenden q Divisoren
=(a-a-...-a)=a""1 O
—_———

p — q Faktoren



Division von Potenzen mit gleichem Exponenten

Zwei Potenzen mit gleichem Exponenten werden dividiert, indem man den Quotienten
der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert.

a’ 0’ = (a:b)" (D2)

Beweis:
a?: P =(a-a-...-a):(b-b-...-b) (Klammergesetze)
p Fa?(?oren p Fa?{?oren
=g-a-...-a:bp:b:...: b (Kommutativgesetz)
p Div?drenden P Di:irsoren
=a:b-a:b-...-a:b (Assoziativgesetz)

p Quotienten

=(a:b)-(a:b)-...-(a:b)=(a:b)? O

J

TV
p Faktoren

Potenzieren von Potenzen

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

(ap)q =a" (P)

Beweis:
(@' =(a-...-a)-(a-...-a)-...-(a-...-a) (Assoziativgesetz)
P Faﬁgoren p Fai?oren p Faktoren
A g

~
q Produkte

=(a-a-...-a)=a" O
N—————
p - q Faktoren

Konvention (Vereinbarung)

Ohne Klammern wird eine mehrfache Potenz von aussen nach innen ausgewertet.

Beispiel: o' = a<p (f))



2 Hohere Wurzeln

2.1 Definition

Fiir a € Ry ist {/a diejenige Zahl z € R} mit der Eigenschaft 2" = a.

2.2 Rechenregeln

Produkte und Quotienten

Wurzeln von Potenzen



Potenzen von Wurzeln

Wurzeln von Wurzeln

Kiirzen von (Wurzel-)Exponenten



2.3 Beispiele
Beispiel 2.1

V625
Beispiel 2.2
V274
Beispiel 2.3
V1210
Beispiel 2.4
V163
Beispiel 2.5
Beispiel 2.6
4 a\‘g/a
Beispiel 2.7

Beispiel 2.8

Beispiel 2.9

{‘/m7y2 . {l/xny?’ . \4/x2y3

Beispiel 2.10

V135u20011 : v/5uspP



Beispiel 2.11

</ 8la*
62508

Beispiel 2.12

25/a30 + 2 15/a18 o 3 55/a66
Beispiel 2.13

gl

Beispiel 2.14

5
a3

Beispiel 2.15

a?Va?

Beispiel 2.16

.1
(a+b)- (a + b)3

Beispiel 2.17

1
V65

Beispiel 2.18

Vva-voy/va+ v
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3 Potenzen mit rationalen Exponenten

3.1 Definition

Fiir fiir « € R} definiert man

\n/ ap = a/%
Dies erlaubt es, Wurzeln als Potenzen mit rationalen (gebrochenen) Exponenten darzu-
stellen und damit zu rechnen.

Spezialfille

e av = {/afira e R undn e N

o\/a::\z/a:a%
1

—a fira € Rt und p, g € N
9/ P

3.2 Rechenregeln

Die neue Schreibweise

33

vVaP = a

ist nur dann sinnvoll, wenn die bisherigen Potenzregeln auch fiir Potenzen mit gebroche-
nem Exponenten gelten.

Gilt at - av = asTe? (M1)

Gilt as - b5 = (a-b)s? (M2)

Analog beweist man fiir a € R\ {0} und p, ¢ € Q:

(D1) a? : a? = aP~ 1

(D2) af : b* = (a : b)P

Gilt (af)* = a7 (P)
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Mit der Einschrinkung a, b € R" gelten die Potenzgesetze somit auch fiir rationale
Exponenten p, ¢ € Q:

al - gl = gPta a W = (a-b)P
al :a?=aP? af : P = (a: b)P
(ap)q — qP?

3.3 Beispiele

Beispiel 3.1

NI

-
Beispiel 3.2

415

Beispiel 3.3

643

Beispiel 3.4

/16

81
Beispiel 3.5

367025

Beispiel 3.6

0.0016~1

Beispiel 3.7
6 74

Beispiel 3.8

103 - 103
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Beispiel 3.9
()

Beispiel 3.10

0.57 - 2567

Beispiel 3.11

Beispiel 3.12

\/g A 20.5

Beispiel 3.13

9:9°15

Beispiel 3.14

(2-2)"15 =

Beispiel 3.15

5—0.5 X 20—0.5

Beispiel 3.16

2v/4
Beispiel 3.17
1285 : 25

Beispiel 3.18

3 2
a4 (CLS Z(l)
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Beispiel 3.19

(3-32%+3~108%—4-256%)~2%

Beispiel 3.20

(2n)0.25 . (8n2)0.25 . n1.25

Beispiel 3.21

7
5

ab? - (a*b)} — (ab?)? -a3b] . (ab)

Beispiel 3.22

167 + 83 + 365 — 1255 — 273
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Beispiel 3.23

(16% _4-128% +3- 250%) 9%

Beispiel 3.24

ml% < 959 Wahr oder falsch? (mit Begriindung)

Beispiel 3.25

512 <11  Wahr oder falsch? (mit Begriindung)

Beispiel 3.26

Welche Zahl ist grosser? 47 oder 557 (mit Begriindung)
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Beispiel 3.27

1
Lose in Q: 3% = —
=

Beispiel 3.28

Lose in Q: 25100 = 1257

Beispiel 3.29

Lose in Q: 2% = —16

Beispiel 3.30

Lose in Q: z7* =16
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Beispiel 3.31

Lose in Q: 5772 . 2577 = 625

Beispiel 3.32

Lose in Q: 9%* +3=4-9
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4 Potenzfunktionen

4.1 Potenzfunktionen mit positiven ganzen Exponenten

f(x)=2" (n€N) (Potenzfunktion vom Grad n)

~1 _

N

1
2

N |

T -2 —

Eigenschaften von z"

n gerade n ungerade

Definitionsbereich
Wertebereich
Symmetrie
Monotonie

gemeinsame Punkte
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4.2 Potenzfunktionen mit negativen ganzen Exponenten
flxy=a=1/2" (neN)

x —2 | =2 | -1 | -

NIV

N
D=

Eigenschaften von 7"

n gerade n ungerade

Definitionsbereich
Wertebereich
Symmetrie
Monotonie

gemeinsame Punkte
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4.3 Die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen

n

y=x

1. Die Rollen von z und y vertauschen:

2. Die neue Funktionsgleichung nach y auflésen:

y y =’ y =i
/Y / ,,y:x
/ e
] ;
/ 1
/
[/ Ay ==
/ .
T T
// //, ) //// y - \/:;
,// ///
LA A
1
1
¥ 1z

Der Graph der Umkehrfunktion
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