Ahnlichkeit

Theorie




Inhaltsverzeichnis

1 Die zentrische Streckung

2 Strahlensitze

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Der erste Strahlensatz . . . . . . . ... ... L
Der zweite Strahlensatz . . . . . . . . . . ... ... L
Der dritte Strahlensatz . . . . . . . . .. ... .. L
Verallgemeinerungen der Strahlensdtze . . . . . . . ... .. ... .. ...

Die Umkehrung der Strahlensétze . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

3 Ahnlichkeit

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Kongruenzabbildungen (Repetition) . . . . . . ... ... ... ...
Ahnlichkeitsabbildungen . . . . . . . .. ... ...
Die Ahnlichkeitssétze fiir Dreiecke . . . . . . . . ... .. .. ... .. ...
Ahnlichkeitsbeziehungen am rechtwinkligen Dreieck . . . . . . ... . ...
Anwendungen der Ahnlichkeit bei Konstruktionen . . . . . . . . ... ...
Ahnlichkeitsbeziehungen am Kreis . . . . . . .. .. ... ... ... ...,
Der Goldene Schnitt . . . . . . . .. ...

Version vom 30. August 2022



1 Die zentrische Streckung

Vektoren

Ein Vektor ¢ ist die Menge aller gerichteter Strecken (Pfeile) mit gleicher Lénge und
gleicher Richtung. Ein einzelner Pfeil (AB, C'D, ... ) ist ein Reprisentant von U. Ein Vektor
wird mit einer Zahl multipliziert, indem man seine Lange mit dieser Zahl multipliziert
aber seine Richtung beibehilt. Ist die Zahl negativ, wird der Vektor um 180° gedreht.
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Beispiel 1.1

Gegeben: Punkte Z und P.
—
Gesucht: Punkt P’ mit ZP' =3 - ﬁ

Beispiel 1.2

Gegeben: Punkte Z und P.
—
Gesucht: Punkt P’ mit ZP' = % . Z—f’



Beispiel 1.3

Gegeben: Punkte Z und P.
—
Gesucht: Punkt P’ mit ZP = —2.ZP =2.P2

Definition

Gegeben ist ein Punkt Z in der Ebene (oder dem Raum) und k # 0 eine reelle Zahl.

Eine zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckungsfaktor k ist eine Ab-
bildung der Ebene (des Raumes) auf sich selbst, bei der jeder Punkt P auf den Bildpunkt
P’ abgebildet wird, so dass

-

ZP =k 7P

gilt.

Beispiel 1.4

Bilde die Gerade g = (PQ) durch eine zentrischen Streckung mit dem Zentrum Z und
dem Streckungsfaktor k = 2.5 auf die Gerade ¢’ = (P'Q’) ab.
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Beispiel 1.5

Bilde die Gerade g = (PQ) durch eine zentrischen Streckung mit dem Zentrum Z und
dem Streckungsfaktor k = —2 auf die Gerade ¢’ = (P'Q’) ab.
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Beispiel 1.6

Bilde das Dreieck ABC' durch eine zentrischen Streckung mit dem Zentrum Z und dem
Streckungsfaktor k = 2 auf das Dreieck A’B’C" ab.
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Beispiel 1.7

Bilde das Rechteck ABC'D durch eine zentrischen Streckung mit dem Zentrum Z = A
und dem Streckungsfaktor k = % auf das Rechteck A’B'C'D’ ab.




Eigenschaften der zentrischen Streckung

1l<k< o
k=1
O<k<l1

-1<k<0
=1

o< k< -1




2 Strahlensitze

2.1 Der erste Strahlensatz

Zwei sich im Punkt S schneidende Geraden a und b werden von den Parallelen p und ¢
geschnitten.

WEeil p und ¢ parallel sind, muss es eine zentrische Streckung mit Zentrum S und Faktor
k geben, die p auf ¢ abbildet. Also:

Daraus folgt:

Der erste Strahlensatz



2.2 Der zweite Strahlensatz

Wir ergénzen die obige Figur um die Gerade h || b durch p N a.

T q

Den zweiten Strahlensatz gewinnt man durch Anwendung des ersten Strahlensatzes auf
die sich im Punkt 7" schneidenden Geraden a und ¢ und die Parallelen h und b.

Der zweite Strahlensatz



2.3 Der dritte Strahlensatz

Der dritte Strahlensatz kann aus dem ersten und dem zweiten Strahlensatz hergeleitet
werden.

Wegen des ersten Strahlensatzes gilt.

Wegen des zweiten Strahlensatzes gelten:

Da aber die linken Seiten der beiden letzten Gleichung wegen des ersten Strahlensatzes
gleich sind, miissen auch die rechten Seiten dieser Gleichungen iibereinstimmen. Somit:

Der dritte Strahlensatz



2.4 Verallgemeinerungen der Strahlenséitze
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4& schneidenden Geraden sind parallel. Wk #

Vervollstandige die Proportionen mit dem ersten Strahlensatz.

) (+a):r=0+0):J
Vervollstéindige die Proportionen mit dem zweiten Strahlensatz.
(@) (:o)=(1+g+q) :[_]
() (c+k):o=CI+[]+] )
(c) civ=a:[]
(d) (t+d):[J=(h+r):] |
() c:(wto)=(c+| ):(J+e)
t:(m+| D=L1:(]+0)

Vervollstandige die Proportionen mit dem dritten Strahlensatz.

§:(e+0=v:(|+p

vyip=o0:]]
T+ =n:(n+o)
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2.5 Die Umkehrung der Strahlensitze
Mathematische Aussagen haben oft die folgende Form: Wenn A, dann B.
(a) Wenn zwei ganze Zahlen gerade sind, dann ist ihre Summe gerade.
(b) Wenn eine ganze Zahl ungerade ist, dann ist auch ihr Quadrat ungerade.
(c) Wenn eine Figur ein Quadrat ist, dann hat die Figur vier rechte Innenwinkel.

Man erhélt die Umkehrungen dieser Aussagen, indem man den Text hinter dem wenn-Teil
und dem dann-Teil vertauscht.

Achtung: Auch wenn die urspriingliche Aussage wahr ist, muss dies nicht fiir ihre Um-
kehrung gelten.

(a) Wenn die Summe zweier ganzer Zahlen gerade ist, dann sind beide Zahlen gerade.

(b) Wenn das Quadrat einer ganzen Zahl ungerade ist, dann ist auch die Zahl selbst
ungerade.

(c) Wenn eine Figur vier rechte Innenwinkel hat, dann ist es ein Quadrat.

Die Umkehrung des ersten Strahlensatzes

Wenn zwei sich schneidende Geraden a und b von zwei Geraden p und ¢ geschnitten
werden und sich die Abschnitte auf der Geraden a wie die entsprechenden Abschnitte auf
der Geraden b verhalten, dann sind p und ¢ parallel.

Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes

Wenn zwei sich schneidende Geraden a und b von zwei Geraden p und ¢ geschnitten werden
und sich die vom Schnittpunkt aus gemessenen Abschnitte auf einer der Geraden wie die
entsprechenden Abschnitte auf den Parallelen verhalten, dann sind p und ¢ parallel.

Die Umkehrung des dritten Strahlensatzes

Wenn drei sich schneidende Geraden a, b und ¢ von zwei Geraden p und ¢ geschnitten
werden und sich die Abschnitte auf der Geraden p wie die entsprechenden Abschnitte auf
der Geraden ¢ verhalten, dann sind p und ¢ parallel.
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3 Ahnlichkeit

3.1 Kongruenzabbildungen (Repetition)

Die Translation

Eine Translation Ty mit dem Vektor ¢ ist eine Abbildung der El&ne (des Raumes) auf
sich selbst, die jedem Punkt P einen Punkt P’ zuordnet, so dass PP’ = 7.

/
P

Eigenschaften der Translation 73

/
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Die Achsenspiegelung

Eine Achsenspiegelung A, an der Achse g ist eine Abbildung der Ebene (des Raumes)
auf sich selbst, die jedem Punkt P einen Punkt P’ zuordnet, so dass |Pg| = |P’g| und
PP 1 g.

Eigenschaften der Achsenspiegelung A,

13



Die Rotation

Ein Rotation Rz, mit Zentrum Z und Winkel « ist eine Abbildung der Ebene (des
Raumes) auf sich selbst, die jedem Punkt P einen Punkt P’ zuordnet, so dass |[ZP| = |ZP/|
und <((ZP, ZP') = «a.

A

Eigenschaften der Rotation R,

' B
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Die Punktspiegelung (Spezialfall der Rotation)

Eine Punktspiegelung Pz am Zentrum Z ist die Rotation Rz 150> mit dem Zentrum Z und
dem Winkel 180°.

P,

Eigenschaften der Punktspiegelung P,

Kongruenzabbildungen

Eine Kongruenzabbildung besteht aus einer oder einer Verkettung mehrer der oben ge-
nannten Abbildungen. Z.B.: Tyo Rz, 0 A,

Beachte: Verkettungen von Abbildungen werden von rechts nach links interpretiert.
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Bemerkung

Wenn eine Figur F' durch eine oder mehrere Kongruenzabbildungen auf eine Figur F’
abgebildet wird, so heissen F' und F’ kongruent (deckungsgleich).

Kurzschreibweise: F' = F”

3.2 Ahnlichkeitsabbildungen

Zentrische Streckungen (Repetition)

Eine zentrische Streckung Zz; mit Zentrum Z und Streckungsfaktor k& # 0 ist eine Abbil-
dung der Ebene (des Raumes) auf sich selbst, die jedem Punkt P einen Punkt P’ zuordnet,

—
so dass ZP' =k - ﬁ gilt.

Eigenschaften der zentrischen Streckung 7

Ahnlichkeitsabbildungen

Eine Ahnlichkeitsabbildung ist eine Abbildung, die sich aus einer oder mehreren Kongru-
enzabbildungen und zentrischen Streckungen zusammensetzt.

Wenn eine Figur F durch eine Ahnlichkeitsabbildung auf eine Figur F’ abgebildet wird,
so heissen F' und F” dhnlich.

Kurzschreibweise: F ~ F’
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3.3 Die Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Der erste Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke

Wenn zwei Dreiecke ABC und A*B*C* in zwei Winkeln (z. B. « und () iibereinstimmen,
dann sind sie &hnlich.

C C*
A
B A*
B*

Beweis (Schritt 1)

C '
W BB’ A
~

/

Da die Dreiecke verschieden orientiert sind, spiegeln wir das Dreieck ABC' z.B. an der
Seite AB — A'B'C’

Beweis (Schritt 2)

—
Dann fithren wir mit A’ B’C" eine Translation z. B. um den Vektor B’ B* durch — A" B"C"
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Beweis (Schritt 3)

B*B’/B///

Da B auf B* abgebildet wurde und die Winkel in B und B* iibereinstimmen, gibt es eine
Drehung um B” und dem Winkel ¢, welche die Winkel zur Deckung bringt. — A” B"”'C"

Beweis (Schritt 4)

B*B//B///

Da die Winkel in A” und A* {ibereinstimmen, gilt A”C" | A*C*. Also gibt es eine
zentrische Streckung mit Zentrum B” und Faktor k = %, die A" auf A* und C" auf
C* abbildet. — A*B*C*

Da diese Uberlegungen unabhiingig von der speziellen Lage der Dreiecke sind, haben wir
eine Ahnlichkeitssabbildung gefunden, die ABC auf A*B*C* abbildet.

Also sind die Dreiecke dhnlich. OJ

18



Der zweite Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke

Wenn zwei Dreiecke in einem Winkel und im Verhéltnis der beiden anliegenden Seiten
iibereinstimmen, dann sind sie dhnlich.

C C*
A &
B A*
B*

Der Beweis verlduft dhnlich wie beim ersten Ahnlichkeitssatz.

Der dritte Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke

Wenn zwei Dreiecke im Verhéltnis zweier Seiten und im Winkel, welcher der lingeren der
beiden Seiten gegeniiberliegt, iibereinstimmen, dann sind sie dhnlich.

C C*
A &
B A*
B*

Der Beweis verlduft dhnlich wie beim ersten Ahnlichkeitssatz.

Der vierte Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke

Wenn zwei Dreiecke im Verhéltnis der drei Seiten iibereinstimmen, dann sind sie @hnlich.

C C*
A &
B A
B*

Der Beweis verlduft dhnlich wie beim ersten Ahnlichkeitssatz.
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3.4 Ahnlichkeitsbeziehungen am rechtwinkligen Dreieck

A B

Behauptung: Die Dreiecke ABC, BC'F und C'AF sind &ahnlich.

Beweis:

Der Hohensatz

A

Aus CAF ~ BCF folgt:

Der Satz des Euklid (Kathetensitze)

A

Aus CAF ~ ABC folgt:
Aus BCF ~ ABC folgt:

20



Der Satz des Pythagoras

A

... folgt direkt aus den Kathetensétzen:

3.5 Anwendungen der Ahnlichkeit bei Konstruktionen

Beispiel 3.5.1

Konstruiere ein Dreieck ABC mit dem Seitenléangenverhéltnis a : b:c=4:3:5 und der
Hohe h..

he

Beispiel 3.5.2
Konstruiere ein Dreieck ABC' aus den Winkeln «, f und der Schwerlinie s,.

Sa
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Beispiel 3.5.3

Konstruiere ein Rhomboid mit dem Seitenverhéltnis a : b = o’ : b’ dem Winkel 5 und der
Diagonalen e = AC'.

B 4

Beispiel 3.5.4

Dem Dreieck PQR ist ein Quadrat ABC'D so einzuschreiben, dass zwei Ecken des Qua-
drates auf der Seite P(Q) und die anderen auf den Seiten PR und QR liegen.

R
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3.6 Ahnlichkeitsbeziehungen am Kreis

Der Sekantensatz

A

Schneiden sich zwei Sekanten ausserhalb des Kreises, so ist das Produkt aus den vom
Schnittpunkt aus gemessenen Abschnitten der einen Sekante gleich dem Produkt der vom
Schnittpunkt aus gemessenen Abschnitte der anderen Sekante.

Beweis

Der Sehnensatz

A

C

Schneiden sich zwei Sehnen, so ist das Produkt aus den Abschnitten der einen Sehne
gleich dem Produkt aus den Abschnitten der anderen Sehne.

Beweis

23



Der Sekanten-Tangenten-Satz

A
B

C

Schneiden sich eine Sekante und eine Tangente, so ist das Produkt aus den vom Schnitt-
punkt aus gemessenen Abschnitten der Sekante gleich dem Quadrat iiber dem Tangen-
tenabschnitt.

Beweis

3.7 Der Goldene Schnitt

Welches Rechteck ist am ,,schonsten*?

| i | .
B |
C G
D H
E
1
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Definition

Teilt man eine Strecke AB durch einen Punkt P € AB, so dass sich die gesamte Stre-
ckeldnge |AB| zum langeren Abschnitt verhélt, wie dieser zum kiirzeren, so spricht man
von einer stetigen Teilung oder von einer Teilung im Goldenen Schnitt.

A P B
Formal:

Konstruktion des Teilungspunkts P

A B
Ist die Konstruktion korrekt?

Behauptung: |AB|: |[AP| = |AP|: |PB|

Beweis:
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Das Goldene Dreieck

Konstruktion des regulidren 10- und 5-Ecks

Gegeben: Strecke M A
Gesucht: reguldres 10- und 5-Eck mit Umkreismittelpunkt M und Eckpunkt A.
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