Differenzialgleichungen
DGL 1. Ordnung



Aufgaben 1-11: Finde die allgemeine Losung der gegebenen DGL
und bestimme dann die partikulare Losung mit den gegebenen
Anfangsbedingungen.



Aufgabe 1
Y'+xy=0y(0)=1



Aufgabe 1
y'+xy=0, y(0)=1 linear, homogen, 1. Ordnung

ulx)=x = U(x):/xdx:éx2

y(x) = Ce 3% (allgemeine Ldsung)

AWP: 1 = y(0)
1=Ce®=C
1.2
y =e 2¥  (partikuldre Losung)



Aufgabe 2
y'+2y=e y(0)=4



Aufgabe 2
y'+2y=e* y(0)=4 (linear, inhomogen, 1. Ordnung)

u(x) =2
U(x) :/u(x)dx:/2dx:2x
v(x) =e"
G(x) = / v(x)eV™) dx = / e X dx = [ edx =&

y(x) = (G(x) + C)e_U(X) =(e¥+ C)leX =e >+ Ce



Aufgabe 2
y'+2y=e* y(0)=4 (linear, inhomogen, 1. Ordnung)
u(x)=2
U(x) :/u(x)dX:/2dx:2x

v(x) =e"

G(x) = / v(x)eU0) dx — / XX / oy — o
y(x) = (G(x) + C)e_U(X) = (e + C)e X =e X4 Ce X

AWP: 4 = y(0)
4=e4C-f=1+C
C=3

y(x) =e X +3e 2 (partikulire Losung)



Aufgabe 3
Y+ 2%=0 y1)=1



Aufgabe 3

y’+%=0,
X

y(1)=1

linear, homogen, 1. Ordnung

dx—/dx— —

(allgemeine Losung)

(partikulédre Losung)



Aufgabe 4
(1-x2)y' +2xy =0, y(0)=1



Aufgabe 4
(1-x2)y" +2xy =0, y(0)=1

DGL normalisieren, d. h. durch (1 — x?) dividieren:

2x

1 5y =0 linear, homogen, 1. Ordnung
— X

y +




Aufgabe 4
(1-x2)y" +2xy =0, y(0)=1

DGL normalisieren, d. h. durch (1 — x?) dividieren:

2
y' + X y =0 linear, homogen, 1. Ordnung
1—x2
2x
u(x) = 1—x2
2x 2
U(x) = mdx =... Subst: a(x)=1-x
da = —2xdx
-1
dx = —d
X x a
2x -1 1
L= :.Qda:/adazln(a)zln(lx2)
X

y(x) = Ce"VU) = Cenl=*) = C(1—x2) (allg. Lésung)



AWP: 2 = (0)
2=C(1-0)
C =

y(x)=2(1—- x2) =2 —2x% partikulire Lésung



Aufgabe 5

y' + % =cos(x), y(m)=1



Aufgabe 5

y' + X =cos(x), y(m)=1 linear, inhomogen, 1. Ordnung

u(x) = %
/1 _
v(x) = cos(x)

G(x) = / V(x)elUt) — / cos(x)e"0) dx — / xcos(x)dx = ...

=cos(x) = f(x)=sin(x)

= x = &)=

partielle Integration: f/(x

.. =xsin(x) — /1 -sin(x) dx = xsin(x) + cos(x)



}/(X) = (G(X) + C)e_U(X) — (xsin(x) + COS(X) + C)e—ln(x)

1
= (xsin(x) + cos(x) + C); (allgemeine Lsung)

AWP: 1 = y(m)
. 1
1 = (msin(m) + cos(m) + C);
1
1=(0-1 —
(0 +0)-
T=C-1
C=7n+1

1
y(x) = 7(X sin(x) + cos(x) + 7 + 1) (partikuldre Losung)
X



Aufgabe 6

xy' +y=6x> y(1)=3



Aufgabe 6

xy' +y=6x> y(1)=3

DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

1
y'+ =y =6x linear, inhomogen, 1. Ordnung
X



Aufgabe 6
xy' +y=6x> y(1)=3
DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

1
y'+ =y =6x linear, inhomogen, 1. Ordnung
X

u(x) = % = Ux)= /idx = In(x)



Aufgabe 6

xy' +y=6x> y(1)=3

DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

1
y'+ =y =6x linear, inhomogen, 1. Ordnung
X

u(x) = % = Ux)= /idx = In(x)

G(x) :/v(x)eu(x) dx = /6xe'”(x) dx = /6X2 dx = 2x3
G(x) + C)e V™ = (2x3 + C)e "

1 C
2x* + C)= =2x*+ — (allgemeine Lésung)
X X



AWP: 3 = y(1)
324

1
c=1

1
y(x) =2x2 + ~ (partikuldre Losung)



Aufgabe 7

yY=(-2>% y(@=18



Aufgabe 7

y'=(y—2)? y(2)=18 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:

1 'dy:1
(y—2)* dx
/(y_lzydy—/ldx

)/%2:X+C
2_y:x—iC

1
y(x)=2-— 1 C (allgemeine Losung)



AWP:



AWP:  1.8=y(2)
I_, b
5 2+ C
!
24+C 5
c=3
1 - ;
y(x)=2- (partikuldre Losung)




Aufgabe 8
yY'=y*+1 y(0)=-1



Aufgabe 8
y'=y?+1; y(0)=—1 nichtlinear, 1. Ordnung



Aufgabe 8
y'=y?+1; y(0)=—1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:



Aufgabe 8
y'=y?+1; y(0)=—1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:
1 dy

+1 dx:

y
1
/2+1 /dx

arctan(y) =x+ C

y =tan(x + C) (allgemeine Losung)



Aufgabe 8
y'=y?+1; y(0)=—1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:
1 dy

+1 dx:

y
1
/2+1 /dx

arctan(y) =x+ C

y =tan(x + C) (allgemeine Losung)

AWP: —1 = y(0)
—1 =tan(C)
C = arctan(—1) = —arctan(1) = —



Aufgabe 8
y'=y?+1; y(0)=—1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:
1 dy

+1 dx:

y
1
/2+1 /dx

arctan(y) =x+ C

y =tan(x + C) (allgemeine Losung)

AWP: —1 = y(0)
—1 =tan(C)
C = arctan(—1) = —arctan(1) = —

y(x) = tan (x — %) (partikuldre Losung)



Aufgabe 9
xy' +y=4x>-2x2, y(1)=-3



Aufgabe 9
xy' +y=4x>-2x2, y(1)=-3
DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

y' + Y _ 4x2 — 2x  linear, inhomogen, 1. Ordnung
X



Aufgabe 9
xy' +y=4x>-2x2, y(1)=-3
DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

y' + Y _ 4x2 — 2x  linear, inhomogen, 1. Ordnung
X

u(x) = % = Ux)= /idx = In(x)



Aufgabe 9
xy' +y=4x>-2x2, y(1)=-3
DGL normalisieren, d. h. durch x dividieren:

y' + Y _ 4x2 — 2x  linear, inhomogen, 1. Ordnung
X

u(x) =  U(x) :/idx = In(x)

v(x) = 4x% — 2x

G(x) = / v(x)eV™) dx = /(4x2 — 2x)e") dx

1
%

- /(4X2 — 2x)xdx = /(4X3 — 2x2)dx = x* — %x3
y(X) = (G(X) + C)e_U(X) = (X4 — %X3 + C)e—|n(x)

2 C
=x3 - §x2 + — (allgemeine Losung)
X



2
3=1--+C
3+
c--2
3
320

(partikulére Losung)



Aufgabe 10

Y =y (x+1), y(0)=1



Aufgabe 10
y' = y2(X +1), y(0)=1 nichtlinear, 1. Ordnung



Aufgabe 10
y' = y2(X +1), y(0)=1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:



Aufgabe 10
y' = y2(X +1), y(0)=1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:

1 dy
= 2 _ 1
y2 dx X+
1
—dy = [ (x+1)dx
y
1 1
——=x*+x+C
y 2
-1 o
y = (allgemeine Lésung)



Aufgabe 10
y' = y2(X +1), y(0)=1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:
1 dy_

y2.dx_

/ylzdyz/(xﬂ)dx

1 1
——=x*+x+C
y

x+1

2
—1 (all ine Losung)
= 15— (allgemeine Losun
YT Leixic R &
-1
AWP:1=y(0) = 1=— = (C=-1



Aufgabe 10
y' = y2(X +1), y(0)=1 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:

1 dy
i 1
y? dx X+
1
—dy = [ (x+1)dx
y
1 1
——=Zx’4x+C
y 2
—1 (all e L )
= ———— (allgemeine Losun
Y= Taipc (s g
-1
AWP: 1 =y(0) = 1:? = C=-1
—1 Qe
y(x) = (partikulare Losung)



Aufgabe 11

y' =3x?\/1—y2,  allgemeine Lésung?



Aufgabe 11
y' =3x2y/1—y2 nichtlinear, 1. Ordnung



Aufgabe 11
y' =3x2y/1—y2 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:



Aufgabe 11
y' =3x2y/1—y2 nichtlinear, 1. Ordnung

Losung durch Separation der Variablen:
1 dy

- . <L — 2
ﬁ_)ﬂ dx 3x

3x? dx

==l
1—y2 d
arcsin(y) = x>+ C

y =sin (x> + C) (allgemeine Losung)



Aufgabe 12

Die unten abgebildeten Richtungsfelder zeigen den Bereich —5 < x < 5 und
—-5<y<5.

A y B y C y D y

Welche der folgenden DGL erzeugt das jeweilige Richtungsfeld?

, _ Cosx , _ sinx , 1 ' ysinx ;L
yisiny Y= y yicosy y=r yisiny

X /
y' = xcosx




Aufgabe 12

A y E y Cc y

sin x

y

A: y’ verhilt sich wie sin(x) firy =1 =y =

B: y’ hingt nurvon x ab =y’ = xcosx
C: y' =0 fiir alle (x,0) und alle (0,y) =y’ =ysinx

1
cosy

D: y’ hingt nurvon y ab = y' =




Aufgabe 13
Zeige, dass y(x) !

= m Lb'sung der DGL _y/ = Xy2 -y ist.



Aufgabe 13
DGL: y/ = xy? — y

R @

V() = —(1+x+ C) 2 (14 Ce¥) = —y(x)*(1+ Ce)  (2)

= (1+x+Ce) "



Aufgabe 13
DGL: y/ = xy? — y

()—;
Y T I X+ Cex

=(1+x+ CeX)_1 (1)
Y(x)=-1+x+ CeX)‘2(1 + Ce¥) = —y(x)*(1+ Ce¥) (2)
Fiir die rechte Seite Seite der DGL gilt:

X 1+ x+ Ce¥
1+ x+CeX 1+ x+ Cex

Xy2—y=y(xy—1)=y<
_ —x—Ce"
YT+ Ce
= —y?(x + Ce) = —y(x)*(x + Ce*)  (3)

Aus (2) und (3) folgt die Behauptung.

= —y(x+ C)(1+x+ Cex)_1



