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Beispiel 1.1 (Traktrix)

In der xy-Ebene befindet sich in P(a,0) ein reibungsfrei
beweglicher Massenpunkt und ist durch eine straff gespannte
Schnur der Lange a mit dem Zugpunkt Z(0,0) verbunden.

y

A

Z(0,0) a P(a,0)
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Wird der Zugpunkt Z in positive y-Richtung verschoben, so
bewegt sich P entlang einer Kurve, die Traktrix (Schleppkurve)
genannt wird.
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Losung: y(x) = aln

(;fo)

Anfangsbedingung: y(a)

vai—x2+C

=0

a|<a+“ _a> Va2 —24C=0

am()+c_0

alnl—C=0

C=0
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Beispiel 1.2 (Exponentielles Wachstum)

Bakterienpopulation zum Zeitpunkt t: P(t)
Wachstumsgesetz?
AP(t) = a- P(t) - At

(Wachstum proportional zum aktuellen Bestand und zur Zeitspanne)
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Beispiel 1.2 (Exponentielles Wachstum)

Bakterienpopulation zum Zeitpunkt t: P(t)
Wachstumsgesetz?
AP(t) = a- P(t) - At

(Wachstum proportional zum aktuellen Bestand und zur Zeitspanne)

AP(t) )
—ar PO fimg

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 1.2 (Exponentielles Wachstum)

Bakterienpopulation zum Zeitpunkt t: P(t)
Wachstumsgesetz?
AP(t) = a- P(t) - At

(Wachstum proportional zum aktuellen Bestand und zur Zeitspanne)

AP(t)_ .
e~ POl fim

P(t)=a«a-P(t) (DGL)
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Beispiel 1.2 (Exponentielles Wachstum)

Bakterienpopulation zum Zeitpunkt t: P(t)
Wachstumsgesetz?
AP(t) = a- P(t) - At

(Wachstum proportional zum aktuellen Bestand und zur Zeitspanne)

AP(t)_ .
ar — POl fimg

P(t)=a«a-P(t) (DGL)

at

Losungsansatz: P(t) = Ce
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Ansatz testen:

P(t) =

Ce?t . o

aP(t)

= X -

aCe®t

Ceat

aCe® VYt>0
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Ansatz testen:

P(t) = aP(t)

Ce* .= - Cet
aCe®t

=aCe® Vt>0

Konstante durch Anfangsbedingung P(0) = Py bestimmen
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Ansatz testen:

P(t) = aP(t)

Ce* .= - Cet
aCe®t

=aCe® Vt>0

Konstante durch Anfangsbedingung P(0) = Py bestimmen
P(0)=C-e*°=C-1=C
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Ansatz testen:

P(t) = aP(t)

Ce* .= - Cet

aCe® = qCe® Vt>0

P(0)=C-e0=C.1=C

Konstante durch Anfangsbedingung P(0) = Py bestimmen
Also:

P(t) = Ppe®t

(cv: Wachstumskonstante)
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Verdoppelungszeit

P(t + 6) = 2P(t)

Poe?(tT9) = 2pgect

eat

‘ea~5 — 2eat
e =2
a-6=1In2
In2
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Verdoppelungszeit:

P(t + 6) = 2P(t)

Poe?(t10) = 2Pgect
et . ea~5 — et

e®d — 2

a-6=1In2

5_n2

(07

Asymptotisches Wachstum:
lim P(t

t—o0

)= lim Poe® = co  (unrealistisch!)
—00
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Beispiel 1.3 (logistisches Wachstum)

Mit einem Wachstungsfaktor ¢ und einer Kapazitdtsgrenze G > 0
fiir die Population P(t) erhalten wir die logistische DGL:
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Beispiel 1.3 (logistisches Wachstum)
Mit einem Wachstungsfaktor ¢ und einer Kapazitdtsgrenze G > 0

fiir die Population P(t) erhalten wir die logistische DGL:

dP(t)

dt

cP(t)[G — P(1)]
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Beispiel 1.3 (logistisches Wachstum)
Mit einem Wachstungsfaktor ¢ und einer Kapazitdtsgrenze G > 0

fiir die Population P(t) erhalten wir die logistische DGL:

dP(t)

dt

cP(t)[G — P(1)]

Losung (FTB, S. 67):



Differenzialgleichungen
I—l Einfiihrung

Beispiel 1.3 (logistisches Wachstum)

Mit einem Wachstungsfaktor ¢ und einer Kapazitdtsgrenze G > 0
fiir die Population P(t) erhalten wir die logistische DGL:

dP(t)
Frai cP(t)[G — P(1)]
Losung (FTB, S. 67):
P(t) ¢

T 1+ aGe—<Gt
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Beispiel 1.3 (logistisches Wachstum)

Mit einem Wachstungsfaktor ¢ und einer Kapazitdtsgrenze G > 0
fiir die Population P(t) erhalten wir die logistische DGL:

dP(t)
Frai cP(t)[G — P(1)]
Losung (FTB, S. 67):
P(t) ¢

T 1+ aGe—<Gt

Die Konstante a kann durch eine Anfangsbedingung P(0) = Py
bestimmt werden.
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Kontrolle

dP(t)
S dt

DA
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Kontrolle

dP(t) 0— G(0— acG2e <)
dt

[1+ aGe—CGf]2

DA
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Kontrolle

dP(t) 0— G(0— acG2e <)
dt

aCG3e—cGt
[1+ aGe—<6t]?

- [1+aGe—<6t)?

DA
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Kontrolle

dP(t) 0—G(0—acG?e <)
dt

aCG3e—cGt
[1+ aGe—<6t]?

cP(t)(G — P(t))

- [1+aGe—<6t)?
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Kontrolle

dP(t) 0—G(0—acG?e <)
dt

[1+ aGe—CGf]2

aCG3e—cGt

cP()(G ~ P(8) = |+ aCGGe_Cct :

- [1+aGe—<6t)?

G(1+ aGe <)

-G

14 aGe—<Gt
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Kontrolle

dP(t) 0—G(0—acG?e <)
dt

[1+ aGe—CGf]2

aCG3e—cGt

cP()(G ~ P(8) = |+ aCGGe—CGt :

- [1+aGe—<6t)?

G(1+ aGe <)

-G

aCG3e—cGt

B 1+ aGe—CGt]2

14 aGe—<Gt
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Kontrolle

ok

dP(t) 0—G(0—acG?e <)
dt

[1+ aGe—CGf]2

aCG3e—cGt

cP()(G ~ P(8) = |+ aCGGe—CGt :

- [1+aGe—<6t)?

G(1+ aGe <)

-G

aCG3e—cGt

B 1+ aGe—CGt]2

14 aGe—<Gt
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Asymptotisches Verhalten
(21, L)

DA
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Asymptotisches Verhalten

. G
Jm P =126

DA
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Asymptotisches Verhalten
im PO =

=G
1+aG-0

DA
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Asymptotisches Verhalten

. G
tllg;o P(t) =

=G
1+aG-0
t—I:Too P(t)
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Asymptotisches Verhalten

. G
tllg;o P(t) =

=G
1+aG-0
. G

t—I:TooP(t)_ 1+ aG -
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Asymptotisches Verhalten

. G
tllg;o P(t) =

=G
1+aG-0
| ¢
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Graph
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Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)
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(DGL)

Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)
P =cP(G—P)
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(DGL)

Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)
P =cP(G—P)

P=cP(G— P)+cP(0—P)
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(DGL)

Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)
P =cP(G—P)

P=cP(G— P)+cP(0—P)
0=cP(G—P)+cP(0-P)
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(DGL)

Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)
P =cP(G—P)

P=cP(G— P)+cP(0—P)

0=cP(G —P)+cP(0— P)
0=P(G—P)- PP
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Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)

P =cP(G—P) (DGL)
P=cP(G— P)+cP(0—P)
0=cP(G —P)+cP(0— P)
0=P(G—P)- PP

0=P(G—-2P) (P>0)



Differenzialgleichungen
I—l Einfiihrung

Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)

P =cP(G—P) (DGL)
P=cP(G— P)+cP(0—P)
0=cP(G —P)+cP(0— P)
0=P(G—P)- PP
0=P(G—-2P) (P>0)
0=G—2P
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Wann nimmt die Zunahme ab? (Wendestelle?)

P =cP(G—P) (DGL)
P=cP(G— P)+cP(0—P)
0=cP(G —P)+cP(0— P)
0=P(G—P)—PP
0=P(G—-2P) (P>0)
0=G—2P

Nach Erreichen der halben Kapazititsgrenze: P(t) = 3G
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Beispiel 1.4 (Verbreitung von Geriichten)

Gegeben: menschliche Population der festen Grosse N

Mundpropaganda: Informationsverbreitung nur durch Personen




Differenzialgleichungen
Ll Einfiihrung

Beispiel 1.4 (Verbreitung von Geriichten)

Gegeben: menschliche Population der festen Grosse N

Mundpropaganda: Informationsverbreitung nur durch Personen
I(t): Anzahl der zur Zeit t informierten Personen
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Beispiel 1.4 (Verbreitung von Geriichten)
Gegeben: menschliche Population der festen Grosse N
Mundpropaganda: Informationsverbreitung nur durch Personen
I(t): Anzahl der zur Zeit t informierten Personen

k: Anzahl Kontakte einer Person pro Zeiteinheit mit anderen
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Beispiel 1.4 (Verbreitung von Geriichten)
Gegeben: menschliche Population der festen Grosse N
Mundpropaganda: Informationsverbreitung nur durch Personen
I(t): Anzahl der zur Zeit t informierten Personen

k: Anzahl Kontakte einer Person pro Zeiteinheit mit anderen
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:

N — I(t)
N



Differenzialgleichungen
I—l Einfiihrung

Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:

N — I(t)

N
Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:

N — I(t)

N
Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
k- ——— -dt
N
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
N — I(t)
N

Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
N

Anderungsrate der Informierten:

k- -dt
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
N — I(t)
N

Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
k- ————— -dt
N
Anderungsrate der Informierten:
N — I(t
di(t) = /(t)-k-i()-dt

N
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
N — I(t)
N

Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
k- ——— -dt
N
Anderungsrate der Informierten:
N —I(t
di(t) = I(t) k-A-dt
N
dl(t) N —1(t)
P S t) - k- ——2~
dt (t) N
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
N — I(t)
N

Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
" dt
k N
Anderungsrate der Informierten:
N — I(t
di(t) = I(t) k-A-dt
N
dl(t) N —1(t)
=I(t) - k- ————=
dt (t) N
8 = k- 1(8) — <12
N
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Bruchteil der Nichtinformierten zum Zeitpunkt t:
N — I(t)
N

Anzahl der nichtinformierten Personen, die in einer kleinen
Zeitspanne dt durch eine Person informiert werden:

N —I(t)
k- ————— -dt
N
Anderungsrate der Informierten:
N — I(t
di(t) = I(t) k-A-dt
N
dl(t) N —1(t)
=I(t) - k- ———
dt (t) N

(0) = k1)~ (1) = I (V = (1)
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Losung (FTB S. 67):

DA



Differenzialgleichungen
I—l Einfiihrung

Losung (FTB S. 67):

I(t) N

T 1+ aNe Kkt

a kann durch einen Anfangswert /(0) = Ip bestimmt werden.
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Losung (FTB S. 67):

I(t) N

T 1+ aNe Kkt

a kann durch einen Anfangswert /(0) = Ip bestimmt werden.
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Partielle Ableitungen
Ist

2
z=f(x,y) = — X

——— - = +2x+2y+4
5 2—i—x+ y +

2
eine Funktion in den Variablen x und y, so ist die partielle

y

Ableitung von f beziiglich x [bzw. y] die ,,gewdhnliche” Ableitung
von f nach der Variablen x [bzw. y],
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|—2 Grundbegriffe

Partielle Ableitungen

wahrend die Variable y [bzw. x] als Konstante betrachtet wird.
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|—2 Grundbegriffe

Partielle Ableitungen

Ox

wahrend die Variable y [bzw. x] als Konstante betrachtet wird.
Konkret:
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Partielle Ableitungen

Ox

wahrend die Variable y [bzw. x] als Konstante betrachtet wird.
Konkret:
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|—2 Grundbegriffe

Partielle Ableitungen

Ox

dy

wahrend die Variable y [bzw. x] als Konstante betrachtet wird.
Konkret:
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|—2 Grundbegriffe

Partielle Ableitungen

Ox
dy

wahrend die Variable y [bzw. x] als Konstante betrachtet wird.
Konkret:
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Geometrische Deutung

X2 2
Graph der Funktion z = f(x,y) = 5 T +2x+2y+4

J I R N R )
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Geometrische Deutung

X2 2
Graph der Funktion z = f(x,y) = — 5~ +2x+2y+4

J I R N R )

Steigung der Tangente in P(3,2) in Richtung von x:
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Geometrische Deutung

X2 2
Graph der Funktion z = f(x,y) = — 5~ +2x+2y+4

J I R N R )

Steigung der Tangente in P(3,2) in Richtung von x:

of (x,y)

ox

(y)=(32)
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Geometrische Deutung

X2 2
Graph der Funktion z = f(x,y) = — 5~ +2x+2y+4

J I R N R )

Steigung der Tangente in P(3,2) in Richtung von x:

of (x,y)

=-34+2=-1
ox +

(xy)=(32)
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Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
»
ot
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
»

6t i
ot X -+ sin x
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
»

6t i
ot X -+ sin x

»
Ox
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
»

—— =06t i

ot X -+ sin x

> 3_y :3t2-|—tcosx
Ox
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
dy

> §:6tx+sinx

»

3t2 + t cos
Ox + X

&y pef. 9

dy
> 7 = —_— e
Ox0t Ox \ Ot
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|—2 Grundbegriffe

Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
dy

> E:6tx+sinx

>3y

3t2 + t cos
Ox + X

Py ou 0 (3y\ _ 0
oxot  Ox \ot)

E (6tx +sinx) =
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
dy

> E:6tx+sinx

>3y

3t2 + t cos
Ox + X

Py ou 0 (3y\ _ 0
oxot  Ox \ot)

3 (6tx + sin x) = 6t + cos x
X
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
dy

> E:6tx+sinx

>3y

3t2 + t cos
Ox + x

&y per. 0 [y 0 L

9 -~ O (E) = 8—X(6tx+smx) = 6t + cos x
%y
Otox
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Beispiele partieller Ableitungen

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx
dy

> E:6tx+sinx

>3y

3t2 + t cos
Ox + x

&y per. 0 [y 0 L

9 -~ O (E) = 8—X(6tx+smx) = 6t + cos x
Py
otox
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|—2 Grundbegriffe

Beispiele partieller Ableitungen

Pay

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx

T 6tx + sin x

> 3_y = 3t? + tcosx
0x
92 0% Def. d (Oy 0 .
> = —_— = —_— e
Ewn Ew (Gt) 8X(6tx+smx) 6t + cos x
%y 0 9
dtox Ot

3t> 4 tcosx) =
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Beispiele partieller Ableitungen

Pay

Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx

T 6tx + sin x

> 3_y = 3t? + tcosx
0x
92 0% Def. d (Oy 0 .
> = —_— = —_— e
Ewn Ew (Gt) 8X(6tx+smx) 6t + cos x
%y 0 9
dtox Ot

3t2 + tcos x) = 6t + cos x
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Beispiele partieller Ableitungen
Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx

> 3y = 6tx + sin x
ot
> a—y:3t2+tcosx
Ox
ay Def. d (Oy 0 .
> e vy _ 9 _
Ewn 8x(6t) 8X(6tx+smx) 6t + cos x
0%y 0
> =
Stox — Bt —(3t? + tcosx) = 6t + cosx
> 32y Def. 0 3y
otz 9t \ ot
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Beispiele partieller Ableitungen
Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx

> 3y = 6tx + sinx
at

> 3_y = 3t% + tcos x
0x
92 0% Def. d (Oy 0 .

> e vy _ 9 _
Ewn Ew (Gt) 8X(6tx+smx) 6t + cos x
%y 0

> =
Stox — Bt —(3t? + tcosx) = 6t + cosx
32y Def. 0 (Oy 0 .

> — = =
512 pn (81‘) 6t(6tx + sinx)
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Beispiele partieller Ableitungen
Gegeben: y(t,x) = 3t?x + tsinx

> 3y_6tx+smx
ot

> 3_y = 3t% 4 tcosx
0x
92 0% Def. d (Oy 0 .

> e vy _ 9 _
Ewn Ew (Gt) 8X(6tx+smx) 6t + cos x
%y 0

> =
Stox — Bt —(3t? + tcosx) = 6t + cosx
32y Def. 0 (Oy 0 .

> — = =
512 pn (81‘) 6t(61.“x+sm x) = 6x

[} = =
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L.y"+y =xy+2

gewohnliche DGL
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|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

2.

gewohnliche DGL
dy(x,t)  Oy(xt)

_I_ —
Ox

ot

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen
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|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

2.

gewohnliche DGL
dy(x,t)  Oy(xt)

_I_ —
Ox

ot y  partielle DGL

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen
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|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

2. O

ot Y
3. 82.y(X17 X2)

+ 82_)/(X]_, X2)
82X1 82X2

gewohnliche DGL
dy(x,t) Oy(x,t
y(x, t) y(x, 1)

partielle DGL

=0

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen
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|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

2. O

ot Y
3. 82.y(X17 X2)

+ a2.)/()(].7 X2)
82X1 82X2

gewohnliche DGL
dy(x,t) Oy(x,t
y(x, t) y(x, 1)

partielle DGL

=0 partielle DGL

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

2. O

ot Y

3 9%y (x1, x2) Jr82)/(X1,X2)

' 82X1 82X2

4. (2 — = =sin(x)
y

gewohnliche DGL
dy(x,t) Oy(x,t
y(x, t) y(x, 1)

partielle DGL

=0 partielle DGL

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

) x) | y(xe)

Ox ot

3. 82.y(X17 X2)

gewohnliche DGL

=y partielle DGL

+ azy(X].? X2)
82X1

82X2
4. (2y')2 - % = sin(x)

=0 partielle DGL

gewdhnliche DGL

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen

1. y"+y ' =xy+2 gewdhnliche DGL

5 3}’((;: t) i 8}’5{;: t) =y partielle DGL

Py(x1,x2) | 0Py(x1,x) :
3. 92x, 92x) =0 partielle DGL

4. (2y')2 - }% =sin(x) gewdhnliche DGL

Partielle Differenzialgleichungen miissen nur als solche erkannt
werden; sie werden hier im Unterricht aber nicht behandelt.



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen

1. y"+y ' =xy+2 gewdhnliche DGL

dy(x,t) = OJy(x,t)
T

partielle DGL

Py(x1,x2)  0%y(x1,x)

3 82X1 82X2

=0 partielle DGL

4. (2y')2 - }% =sin(x) gewdhnliche DGL

Partielle Differenzialgleichungen miissen nur als solche erkannt
werden; sie werden hier im Unterricht aber nicht behandelt.

Die folgenden Begriffe beziehen sich auf gewshnliche DGL.



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen

1. y"+y ' =xy+2 gewdhnliche DGL

dy(x, t) n dy(x, t)

2 Ox ot

=y partielle DGL

Py(x1,x2)  0%y(x1,x)

3 82X1 82X2

=0 partielle DGL

4. (2y')2 - }% =sin(x) gewdhnliche DGL
Partielle Differenzialgleichungen miissen nur als solche erkannt
werden; sie werden hier im Unterricht aber nicht behandelt.
Die folgenden Begriffe beziehen sich auf gewshnliche DGL.

Wenn nichts anderes steht, ist y = y(x) eine Funktion von x.
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Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2



Differenzialgleichungen
-2 Grund begriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung

L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
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L.y"+y =xy+2

Die Ordnung einer Differenzialgleichung

2. I

DY) | Oy(xt)

Ordnung 2

ot
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Lo Grundbegriffe

L.y"+y =xy+2

Die Ordnung einer Differenzialgleichung

2. I

DY) | dy(xt)

Ordnung 2

ot

=y Ordnung 1



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
2.

DY) | dy(xt)

o o~V Ordnung 1
3. y+2xy" — (y(“))2 = 3x




Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
2.

dy(x,t)  0Oy(x,t)
ox T T o

=y Ordnung 1
3. y+2xy" — (y(“))2 =3x Ordnung 4



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
2.

dy(x,t)  0Oy(x,t)
ox T T o

=y Ordnung 1
3.y +2xy" — (y(4))2 =3x Ordnung 4

9%y (x1, X2, x3) _ 23y (x1, X2, x3)
' Ox?

8X3 3X2 (9X1



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
2.

dy(x,t)  0Oy(x,t)
ox T T o

=y Ordnung 1
3.y +2xy" — (y(4))2 =3x Ordnung 4

9%y (x1, X2, x3) _ 23y (x1, X2, x3)
' Ox?

O
8X33X2(9X1 rdnu ne 3



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Die Ordnung einer Differenzialgleichung
L.y"+y =xy+2

Ordnung 2
2.

dy(x,t)  0Oy(x,t)
ox T T o

=y Ordnung 1
3. y+2xy" — (y(4))2 =3x Ordnung 4

9%y (x1, X2, x3) _ 23y (x1, X2, x3)
' Ox?

Ord 3
8X33X2(9X1 ranung

Ordnung: maximal auftretende (partielle) Ableitung
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Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x
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Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x

inhomogene DGL



Differenzialgleichungen
Lo Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x

inhomogene DGL
2. y/// + 2y// 4 3y2 =0



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x

inhomogene DGL
2. y/// + 2y// 4 3y2 =0

homogene DGL



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x

inhomogene DGL
2. y/// + 2y// 4 3y2 =0

homogene DGL
3. 3y — 5y = xy



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1.y +2y" +3y =4x

inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y — 5y’ = xy'

homogene DGL



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1. y"" +2y”" +3y =4x inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y —5y” = xy’ homogene DGL

4. 2y" —yy' =4

u}
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|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1. y"" +2y”" +3y =4x inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y —5y” = xy’ homogene DGL

4. 2y" —yy’ =4  inhomogene DGL

u}
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Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1. y"" +2y”" +3y =4x inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y —5y” = xy’ homogene DGL
4. 2y" —yy’ =4  inhomogene DGL

5 yw"—x+1=0



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1. y"" +2y”" +3y =4x inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y —5y” = xy’ homogene DGL
4. 2y" —yy’ =4  inhomogene DGL

5. y/ —x+1=0 inhomogene DGL



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Homogene und inhomogende Differenzialgleichungen
1. y"" +2y”" +3y =4x inhomogene DGL
2. y" +2y" +3y2 =0 homogene DGL
3. 3y —5y” = xy’ homogene DGL
4. 2y" —yy’ =4  inhomogene DGL
5. y/ —x+1=0 inhomogene DGL

homogen: nur Summanden, die mindestens einen Faktor mit y
oder y’ oder y” ... enthalten.
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Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y’”+2y”+3y:4x2
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Lo Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y’”+2y”+3y:4x2

lineare DGL
2. y/// + 2y// 4 3y2 — 4x



Differenzialgleichungen
Lo Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y’”+2y”+3y:4x2

lineare DGL
2. y/// + 2y// 4 3y2 — 4x

nichtlineare DGL



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y’”+2y”+3y:4x2

lineare DGL
2. y///_|_2y//+3y2 — 4x

nichtlineare DGL
3. 2y —5y" — xy’ =sinx



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y’”+2y”+3y:4x2

lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5y" — xy’ =sinx

lineare DGL
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL
4. 2y" —yy' =0
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Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL

4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL
4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL

5.2y —xy' =0
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL
4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL

5.2y" —xy’ =0 lineare DGL
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL
4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL
5.2y" —xy’ =0 lineare DGL

6. 1/y'+3y =1
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen
1. y" +2y" +3y =4x? lineare DGL
2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL
3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL
4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL
5.2y" —xy’ =0 lineare DGL

6. 1/y'+3y =1 nichtlineare DGL



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen

[y

. y" +2y" +3y =4x% lineare DGL

y" +2y" +3y? = 4x nichtlineare DGL
. 2y" —5y" — xy’ =sinx  lineare DGL

. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL

2y" —xy’ =0 lineare DGL

1/y’4+3y =1 nichtlineare DGL

VX y® 42y x71 =y cos(x) + 2

it
9
€
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|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen

[a—y

. y" +2y" +3y =4x% lineare DGL

y" +2y" +3y? = 4x nichtlineare DGL
. 2y" —5y" — xy’ =sinx  lineare DGL

. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL

2y" —xy’ =0 lineare DGL

1/y’4+3y =1 nichtlineare DGL

_ \/}y(4) +2y'x7 ! = ycos(x) +2 lineare DGL

it
9
€



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Lineare und nichtlineare Differenzialgleichungen

[y

. y" +2y" +3y =4x% lineare DGL

2. y" 4+ 2y" 4 3y? = 4x  nichtlineare DGL

3. 2y —5By” —xy’ =sinx lineare DGL

4. 2y" —yy’ =0 nichtlineare DGL

5. 2y" —xy’ =0 lineare DGL

6. 1/y'+3y =1 nichtlineare DGL

7. Vxy® +2y'x71 = ycos(x) +2 lineare DGL

DGL ist nichtlinear, sobald y oder y’ oder y”, ... , nichtlinear" ist.

u}
o)
I
i
it



Differenzialgleichungen

LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck ,,mit konstanten Koeffizienten* wird hier nur im

Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet
1. y" +2y" + 3y = 4x?




Differenzialgleichungen

LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck ,,mit konstanten Koeffizienten* wird hier nur im

Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet
1. y" +2y" + 3y = 4x?

lin. DGL mit konst. Koeff.




Differenzialgleichungen

LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet
1. y" +2y" + 3y = 4x?

lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y" — bxy =&~




Differenzialgleichungen

LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet
1. y" +2y" +3y =4x%> lin. DGL mit konst. Koeff.

2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL




Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet.

1. y" +2y" +3y =4x? lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL

3.2y" —5y" =y — By + X



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet.

1. y" +2y" +3y =4x%> lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL

3. 2y —5y" =y — /3y + x> lin. DGL mit konst. Koeff.



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet.

1. y" +2y" +3y =4x%> lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL
3. 2y —5y" =y — /3y + x> lin. DGL mit konst. Koeff.

1
4. —-y' =Ty =2x
b%



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet.

1. y" +2y" +3y =4x%> lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL
3. 2y —5y" =y — /3y + x> lin. DGL mit konst. Koeff.

1
4. —-y' =7y =2x lin. DGL
b



Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Der Ausdruck , mit konstanten Koeffizienten” wird hier nur im
Zusammenhang mit linearen Differenzialgleichungen verwendet.

1. y" +2y" +3y =4x%> lin. DGL mit konst. Koeff.
2. y"+4y” —5xy =X lin. DGL
3. 2y —5y" =y — /3y + x> lin. DGL mit konst. Koeff.

1
4. —-y' =7y =2x lin. DGL
b

konstante Koeffizienten: sobald vor y und y’ und y", ...
Konstanten stehen.
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Explizite Differenzialgleichungen

1.y =2y" -3y +4x+1
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explizite DGL
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Explizite Differenzialgleichungen

1.y =2y" -3y +4x+1

explizite DGL
2. y" —2y" +3y =4x+1



Differenzialgleichungen
Lo Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen

1.y =2y" -3y +4x+1

explizite DGL
2. y" —2y" +3y =4x+1

keine explizte DGL



Differenzialgleichungen
Lo Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen

1. y"=2y" -3y +4x+1 explizite DGL
2. y" —2y" 43y =4x+1

keine explizte DGL
3- yl/ — y/ +y//l +X2



Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen

1. y"=2y" -3y +4x+1 explizite DGL
2. y" —2y" + 3y =4x+1 keine explizte DGL
3.y =y +y" 4+ x> keine explizite DGL



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen
1.y =2y" =3y +4x+1 explizite DGL
2. y" —2y" +3y =4x+1 keine explizte DGL
3. y' =y +y" + x*> keine explizite DGL
4. y() =2y . 3y"

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen
1.y =2y" =3y +4x+1 explizite DGL
2. y" —2y" +3y =4x+1 keine explizte DGL
3. y" =y +y" +x%> keine explizite DGL

4. y() =2y . 3y"  explizite DGL
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Differenzialgleichungen
|—2 Grundbegriffe

Explizite Differenzialgleichungen
1.y =2y" =3y +4x+1 explizite DGL
2. y" —2y" +3y =4x+1 keine explizte DGL
3. y" =y +y" +x%> keine explizite DGL
4. y® =2y . 3y"  explizite DGL

explizit: DGL ist nach der hochsten Ableitung aufgelost.
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Differenzialgleichungen

|—2 Grundbegriffe

Der Begriff der Differenzialgleichung

Eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung hat die Form

F(X7y7.yl7' H ’y(n)) =0
Beispiel:

X2y//_4y/=ey_3 PN X2y//_4y/_e)’+3=0

F(xy,y"y")




Differenzialgleichungen
LQ Grundbegriffe

Der Begriff der Differenzialgleichung

Eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung hat die Form

Fix,y,y...,y"™M) =0

Beispiel:
X2y//_4y/=ey_3 PN X2yl/_4y/_e)’+3=0

F(xy,y"y")

Die reellwertige Funktion y(x) wird Lésung oder Integral der DGL
auf dem Intervall | genannt, wenn sie n-mal differenzierbar ist und

F(X,y(x),y’(x), . ,y(")(x)) =0

fir alle x € I gilt.



Differenzialgleichungen
L 2 Grundbegriffe

» Eine Differenzialgleichung braucht keine Lésung zu haben.
((V)?+1=0)

» Eine Differenzialgleichung kann genau eine Losung haben.
(') +y*=0)

» Im Allgemeinen hat eine Differenzialgleichung unendlich viele
Losungen (Losungsschar).
Hat eine DGL n-ter Ordnung unendlich viele Lésungen, so
konnen wir durch die Wahl der beim Losen entstehenden
n — 1 Integrationskonstanten eine spezielle Losung
herausfiltern (Anfangswertproblem).



Differenzialgleichungen

L3 pas Richtungsfeld

Das Linienelement

Sei y' = f(x,y) eine explizite DGL 1. Ordnung

Dann entspricht y’ der Steigung der Tangente an die (unbekannte)
Losungsfunktion im Punkt (x, y)




Differenzialgleichungen

L3 pas Richtungsfeld

Beispiel 3.1

y' =y/x

Kontrolle: y’ = (mx)' = mund y/x =mx/x=m Vx #0

m]

=
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Kontrolle: y’ = (mx)' = mund y/x =mx/x=m Vx #0
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|—4 Numerische Lésungsverfahren

Der Euler-Cauchy Polygonzug
Gegeben: DGL y' = f(x,y)

Yt h) —y(x)

y' =f(xy)~ p fiir kleine h > 0
= 0t h) & y(x) + Flx )
Ya
Y2 J
yi
y3
Yo )T

X0 X1 X X3 X
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L4 Numerische Lésungsverfahren

Das Verfahren von Euler

Es sei y’ = f(x, y) eine DGL mit dem Anfangswert (xo, yo)-

Berechnet man fiir eine Schrittweite h > 0 an den Stellen
xk=xo+k-h (k=0,1,2,...)
die Werte
Y1 =y + f(xi, yi)h (k=10,1,2,...)

so stellen die yy eine Naherung fiir die exakten Werte y(xx) dar.
Diese Ndherung wird umso genauer, je kleiner h gewahlt wird.
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|—4 Numerische Lésungsverfahren

x=0; =0

Beispiel 4.1: y =y +x; x0 =0, o =0, h=1

xit =1 y1=y0+ f(x0,90)h=0+(0+0)-1=0
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|—4 Numerische Lésungsverfahren

x=0;,%=0

Beispiel 4.1: y =y +x; x0 =0, o =0, h=1

x1 =1, y1=yo+ f(x0,0)h=0+(0+0)-1=0

x1=2,yp=y1+f(x1,y1)h=0+(1+0)-1=1
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x=0;,%=0

Beispiel 4.1: y =y +x; x0 =0, o =0, h=1

x1=1y1=yo+ f(x0,%0)h=0+(0+0)-1=0
x1=2,yp=y1+f(x1,y1)h=0+(1+0)-1=1

xx=3; 3=y +f(x,p)h=1+2+1)-1=4
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Beispiel 4.1: y =y +x; x0 =0, o =0, h=1
x=0;,%=0
xx=1y1 =yo+ f(x0,%)h=0+(0+0)-1=0
x1=2y2=y1+f(x1,01)h=04+(140)-1=1
xx=3y3=y2+f(x,2)h=1+(2+1)-1=4
( (3+4)-

x3 = 4, }/4ZY3+fX3,y3)h:4+ 3+4
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Implementierung in TI-84-Basic

PROGRAM:EULER
JInput " X0=",X
dnput "YO0=",Y
Input "H="H
dInput "N=",N
:N+1—dim(L1)
:N+1—dim(L2)
:For(K,1,N+1)
X— L1(K)
Y= La(K)
:prgmDGL
X+H—=X
Y+H*F=Y
:End
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DGL-Unterprogramm

PROGRAM:DGL
X+Y—F
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Grafische Darstellung
y

A

0.5

-

h=0.1
[

)(X)// /
|/
L

1 2

|l
I

exakte Losung der DGL y/ = x+y: y =eX—x—1

=] F
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L4 Numerische Lésungsverfahren

Konvergenz (Euler)

y'=x+y; x0=0, yo=0 mit der Lésung y = eX — x — 1

y h=1 h=01 h=001 h=0.001

0 0 0 0 0
0.718282 0 0.593742 0.704814 0.716924
4.38906 1 3.72750  4.31602  4.38168
16.0855 4 13.4494  15.7885 16.0555
49.5982 11 40.2593  48.5241 49.4891

A WN R OIX
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L4 Numerische Lésungsverfahren

Das Verfahren von Runge und Kutta

Wenn man die Steigung nicht nur im Punkt f(x,y) sondern auch
an benachbarten Stellen auswertet und diese Steigungen geeignet
zu einer Durchschnittssteigung zusammenfasst, erhalt man eine
genauere Approximation des Kurvenverlaufs als beim Verfahren
von Euler.

Eines dieser Verfahren stammt von CARL RUNGE (1856-1927)
und WILHELM KUTTA (1867-1944) und lsst sich wie folgt
beschreiben:
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ki = hf (xi, y;)
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Ausgehend von einem Kurvenpunkt (x;, y;) berechnet man:
ki = hf (i, yi)

ko = hf(X,' + h/2,y,- + k1/2)
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Ausgehend von einem Kurvenpunkt (x;, y;) berechnet man
ki = hf (i, yi)

ky = hf(X,' + h/2,y,- + k1/2)

ks = hf(X,' + h/2,y,- + k2/2)
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|—4 Numerische Lésungsverfahren

Ausgehend von einem Kurvenpunkt (x;, y;) berechnet man:

ki = hf (i, yi)
ko = hf(X,' + h/2,y,- + k1/2)
ks = hf(X,' + h/2,YI + k2/2)

ks = hf(X,‘ + h,y; + k3)
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Ausgehend von einem Kurvenpunkt (x;, y;) berechnet man
ki = hf (i, yi)

ko = hf(X,' + h/2,y,- + k1/2)

ks = hf(X,' + h/2,y,- + k2/2)
ks = hf(x; + h, y; + k3)

Xiy1=X;+h
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Ausgehend von einem Kurvenpunkt (x;, y;) berechnet man:
ki = hf(x,-,y,-)

ko = hf(xi + h/2,y; + ki/2)

ks = hf(xi + h/2,yi + k2/2)

ks = hf(x; + h, y; + k3)

Xiy1 =X+ h

Vit1 = Yi + (ki + 2ko + 2ks + ka) /6

u}
o)
I
i
it
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ki = hf (xo0, y0) =

Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1

ki =hf(x0,y0)= 1-(0+0) =0
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

2

ho ok
ke = hf (Xo+§,}/o+—1>
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ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h k
k2:hf(X0+§,}/0+—1

)1 (09

2

Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

2

h k 1 1
k2:hf(Xo+§,y0+—1> 1'<§+0):—

2

2

h k
k3:hf(xo+§,yo+—2)
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h k1
ke = hf (xO+§,yo+5>

h ko
ks = hf (Xo + E,yo + ?)
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h k1
ke = hf (xO+§,yo+5>

h ko
ks = hf (Xo + E,yo + ?)

ks = hf(X0+h,y0+k3) =
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h ki 1 1
kz—hf(Xo+§,}/o+?>—1'<2+0) =5
h ko 1 1 _§
k3—hf(X0+§’y0+E)—1'<2+4)—4
3 7
k4:hf(X()+h,y0+k3):1<1+4>:4
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h ok 1\ 1
k2—hf(Xo+§,y0+?>—1'<2+0)—2
h k) . (1 1) 3
k3—hf(Xo+§,y0+?)—1-<2+4)—4
3 7
k4:hf(X0—|-h,yo+k3):1'<1+4>:4
X1 =Xo+ h=
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h ok 1\ 1
k2—hf(Xo+§,y0+?>—1'<2+0)—2
h k) . (1 1) 3
k3—hf(Xo+§,y0+?)—1-<2+4)—4
3 7
k4:hf(X0—|-h,yo+k3):1'<1+4>:4
xx=x+h=0+1=1
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0

h ke 1 1
kg—hf(xo+§,}/o+—2>—1~<2+0)—2
h ko\ 1 1\ 3
k3—hf(X0+§,yo+E>—1'<2+4)—4

3 7
k4:hf(X0+h,y0+k3):1(1—|—4> :Z

x1=X+h=0+1=1

1
y1=yo+6(k1+2k2+2k3+k4):
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Beispiel 4.2: y' = x+y; x0=0, =0, h=1
ki = hf (x0,%0) =1-(0+0)=0
+0)

h k1
h k;
k3=hf(Xo+§,}/o+—2) ( )
3 7
k4:hf(X0+h,y0+k3):1~ (1—|—4> :Z

2
x1=X+h=0+1=1

1-

1
2

N

1-

+

3
4

N -
e

1 1 17 17
)’1:yo+6(k1+2k2+2k3+k4):0+ _

6 4 24

=] F



Differenzialgleichungen

|—4 Numerische Lésungsverfahren

Visualisierung eines lterationsschritts

ka

ks

ko

ki
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Implementierung in TI-84-Basic
PROGRAM:RUNKUT

:Input "X0=",U :U+H/2—X
:Input "Y0=",V V+A/2=Y
Input "H="H :prgmDGL
dInput "N=",N ‘H*F—B
:N+1—dim(L1) V+B/2—=Y
:N+1—dim(L2) ‘H*F—C
:For(K,1,N+1) U+H—=X
‘U= Li1(K) V+C—=Y
V— La(K) :prgmDGL
U—-X ‘H*F—D
V=Y :U+H—=U
:;prgmDGL :V+(A+2B+2C+D)/6—V
‘H*F—A :End



Differenzialgleichungen

|—4 Numerische Lésungsverfahren

y
A

Grafische Darstellung

-

/ y(x)=e"—x—-1
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Konvergenz (Runge—Kutta)

y'=x+y, x=0, yo =0 mit der Ldsung y = e* —x —1
y h=1 h=0.1 h=0.01

X

0 0 0 0 0

1 0.718281828 | 0.708333333 0.718279744 0.718281828
2 438905610 | 4.33506944  4.38904477  4.38905610
3 16.0855369 | 15.8658130  16.0854907  16.0855369
4 49.5981500 | 48.8032438  49.5979826  49.5981500
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Konvergenzordnung

Das Verfahren von Runge und Kutta hat die Konvergenzordnung
p = 4. Grob gesagt bedeutet dies, dass sich bei einer Reduktion

der Schrittweite mit dem Faktor k, der Fehler ungefahr mit dem
Faktor k* verkleinert.

Zum Vergleich: Das Verfahren von Euler hat die
Konvergenzordnung p = 1.
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LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Lineare Unabhangigkeit

Zwei Funktionen yi(x) und y»(x) werden linear unabhingig

genannt, wenn fiir die reellen Konstante C; und G die Gleichung

Gyi(x)+ Gya(x) =0
nur fiir GG = G = 0 erfiillt ist.
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Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und y2(x)

x2: linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und y»(x)

= 2x3:
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und y2(x)

= x°: linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und y»(x)

2x3: linear abhingig
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und y»(x) = x?: linear unabhingig

(b) y1(x) = x3 und ya(x) = 2x3: linear abhingig
() y1(x) =¥ und ya(x) = e~

X.
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x?: linear unabhingig
(b) y1(x) = x3 und ya(x) = 2x3: linear abhingig

(c) yi(x) = e* und y»2(x) = e linear unabhingig
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LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Wronski-Determinante

Zwei (einmal) differenzierbare Funktionen y1(x) und y»(x) sind auf
einem Intervall / linear unabhangig, wenn ihre
Wronski-Determinante

W(y1,y2) = det (y} yz) =

i Y iy

nicht fiir alle x € I verschwindet.
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|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und yr(x) = x

1 2x

2.
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

XX2

1 2x

= 2x?

— X

2.
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

XX2

1 2x

= 2x?
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

XX2

1 2x

= 2x?

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

linear unabhangig
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x?

_ 2
1 2x| =

x> =x2#0

linear unabhangig
(b) y1(x) = x3 und ya(x) = 2x3:
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? . .
1 ol = 2x%2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) yi(x) = x* und yo(x) = 2x°
x3 2x3
3x%2 6x2
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x X2 ) _
1 2% = 2x2 — x? = x? #£ 0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:
3 3
;(2 2);2 =6x° — 6x° =
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|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
X X2 ) _
1 2x = 2x2 — x? = x? #£ 0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:
3 3
;(2 2);2 = 6x° — 6x> = linear abhangig
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L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
|—5.1 Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? . _
1 2x = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x* und yz(x) = 2x>:
3 3
:;;2 2);2 = 6x° — 6x> = linear abhangig
(c) y1(x) =¥ und ya(x) = e
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LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? ) _
1 ox| = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:
3 3
:;;2 2);2 =6x>—6x>=0 linear abhingig
(c) yi(x) =€ und ya(x) =e™:
X e*X
X _a—X

N
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LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? _ _
1 ox| = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:
3 3
:;;2 2);2 =6x>—6x>=0 linear abhingig
(c) y1(x) =¥ und ya(x) = e
X —X
X _ee_x =—efe ¥ —e¥e

N
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LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? ) _
1 ox| = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:
3 3
:;;2 2);2 =6x>—6x>=0 linear abhingig
(c) yi(x) =€ und ya(x) =e™:
X e*X
X _a—X

N
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LS.I Das Fundamentalsystem einer DGL

Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x? _ _
1 ox| = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig

(b) y1(x) = x> und yo(x) = 2x>:

3 3
:;;2 2);2 =6x>—6x>=0 linear abhingig

(c) y1(x) =¥ und ya(x) = e

X —X
X _ee—x = —e¥e™™

_eXe X =

—2#0

N
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Beispiele

(a) y1(x) = x und ya(x) = x

2.
x x?

1 2x = 2x?2 — x> =x?>#0 linear unabhingig
(b) y1(x) = x* und yz(x) = 2x>:
3 3
:;;2 2);2 =6x>—6x>=0 linear abhingig
(c) y1(x) =¥ und ya(x) = e
X e*X
X _a—X

= —efe ¥ —eeT*=-2=#£0

linear unabhangig
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Satz 5.1 (Superpositionsprinzip)

Sind y1 und y» Lésungen der homogenen linearen DGL zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

ay’ + by +cy=0 (1)
so ist fiir jede Wahl reeller Konstanten C; und C, die Funktion
y(x) = Guyi(x) + Gya(x)

eine Losung von (1).
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Beweis

Es seinen y1 und y» zwei Losungen von (1) und C; bzw. G, zwei
beliebige reelle Konstanten. Dann folgt aus der Linearitat der
Ableitung:

ay//+by/+cy
= a(Ciy1 + Goyn)" + b(Ciyr + Goya)' + ¢(Ciyr + Coyn)

= aCyy + aGy, + bCiyy + bGoys + cCiy1 + cGoys

Ci (ayy + byy + cn1) +Co (ays + bys + cy2)
0 0
=C-0+G-0=0
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Satz 5.2 (Fundamentalsystem)

Jede homogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
ay’ + by’ +cy =0 (2)

hat eine Basis aus zwei Funktionen y;, y» (Fundamentalsystem), so
dass jede Losung von (2) als Linearkombination

y(x) = Gyi(x) + Gy (x)

dargestellt werden kann. [ohne Beweis]
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y/ = \eM

y// —_ )\2e>\x

Setzt man die Funktion y = ™ und ihre Ableitungen
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y/ _ )\e/\x

y// —_ )\2e>\x

Setzt man die Funktion y = ™ und ihre Ableitungen

in die DGL (2) ein, so erhdlt man

N
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y/ _ )\e/\x

y// —_ )\2e>\x

Setzt man die Funktion y = ™ und ihre Ableitungen

in die DGL (2) ein, so erhdlt man

ay” + by +cy =0
aN2e™ + bre™ 4 ce™ =0

(a)\z-l-b)\—l—c)e)"(:O |:e}#£0

aN+ b \+c=0

charakteristische Gleichung
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Da die Anzahl der Lésungen der charakteristischen Gleichung von
der Diskriminante

D = b — 4ac
abhangig ist, unterscheiden wir drei Fille:

(1) D > 0: )\1’2 =

—b+Vb%2 —4ac .
2a

R (A1 # X\2)
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L5.2 Der homogene Fall

Da die Anzahl der Lésungen der charakteristischen Gleichung von
der Diskriminante
D = b? — 4ac

abhangig ist, unterscheiden wir drei Fille:

—b+Vb%2 —4ac .
2a

(1) D > 0: )\1,2 = R ()\1 75 )\2)

—b
(2) D =0: )\1’2:2—36]1@ ()\1:)\2)
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Da die Anzahl der Lésungen der charakteristischen Gleichung von
der Diskriminante
D = b? — 4ac

abhangig ist, unterscheiden wir drei Fille:

—b+tVH2—4
(1) D>0: Adpp = o CER (A2 N)
—b
(2) D =0: )\1’2:2—‘961& ()\1:)\2)
—b+ivaac — b _
(3) D<0: Ao = ' 2aac ceC (A =x)
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Fall (1)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y'+3y'+2y =0

charakteristische Gleichung:
M +30+2=0

A+ 1)(A+2)=0
Ap=—1

A2 =2
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Fall (1)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

yll+3yl+2y=0

charakteristische Gleichung
M 4+30+2=0

A+ 1)(A+2)=0
Ap=—1

A2 =2

Fundamentalsystem: y(x) = Gie ™ + Cre 2¢
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AWP: y(0) =1, y/(0) =2

DA
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AWP: y(0) =1, y/(0) =2

y'(x)=

—Cre ™ —2Ce %X

DA
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y'(x) = —Cre™ — 2Ge

yO)=G+G=1

y'(0)=-C -2G = 2}
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y'(x) = —Cre™ — 2Ge
y)=G+G=1
y'(0) =

G=40G=-3
-G -2G=2
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y'(x) = —Cre™ — 2Ge
y)=G+G=1
y'(0) =

G=40C=-3
-G -2G=2
y(x) = 4™ — 3e~*
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y'(x) = —Cre™ — 2Ge
y(O):C1—|—C2:1
y'(0) =

G=40C=-3
-G -2G=2
y(x) = 4™ — 3e~*

y

A
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|—5.2 Der homogene Fall

Fall (2)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y'+4y +4y =0

charakteristische Gleichung:
M 4ar+4=0

(A+2)>=0
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|—5.2 Der homogene Fall

Fall (2)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y'+4y' +4y =0

charakteristische Gleichung:
M 4ar+4=0

(A +2)2=0

y(x) = Cie 2 + Gre™2¥ kein Fundamentalsystem
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|—5.2 Der homogene Fall

Fall (2)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y'+4y' +4y =0

charakteristische Gleichung:
M4 +4=0

(A +2)2=0

y(x) = Cie 2 + Gre™2¥ kein Fundamentalsystem

Fundamentalsystem: y(x) = (C; + Cox)e ™2

X
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|—5.2 Der homogene Fall

Fall (2)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y'+4y' +4y =0

charakteristische Gleichung:
M4 +4=0

(A +2)2=0

y(x) = Cie 2 + Gre™2¥ kein Fundamentalsystem

Fundamentalsystem: y(x) = (C; + Cox)e ™2

X
Nachweis: in den Ubungen
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

DA
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

DA
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

y’(x) = Cze_2x — 2(C1 + C2X)e_2x = (C2 —2C — 2C2x)e_2X
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

y’(x) = Cze_2x — 2(C1 + C2X)e_2X = (C2 —2C — 2C2x)e_2’<
y(0) =G =1

Y(0)=GC—-2G = 2}
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

y’(x) = Cze_2x — 2(C1 + C2X)e_2X = (C2 —2C — 2C2x)e_2’<
y(0) =G =1

G=1G=4
y/(O): C2—2C]_:2
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

y’(x) = Cze_2x — 2(C1 + C2X)e_2X = (C2 —2C — 2C2x)e_2’<
y(0) =G =1

G=1G=4
y/(O): C2—2C]_:2

y(x) = (1 + 4x)e=>
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AWP: y(0) =1, y'(0) =2

y(x) = (C1 + Gox)e™¥

y/(X) = C2e_2x — 2(C1 + C2X)e_2X = (C2 —2C — 2C2x)e_2X
y(0) =G =1

G=1G=4
y/(O): C2—2C]_:2

y(x) = (1 + 4x)e=>
y

A
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Fall (3)

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y"+2y' +17y =0

charakteristische Gleichung:
M 4+2X4+17=0

A2 =

2

2444117 _

1+4i
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Fall (3)

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

y"+2y' +17y =0

charakteristische Gleichung
N 4+2X+17=0

—2++v4—-4-1-17
A2 =

2
y(x) =

Ce( 1+4i)x+ 626(71 4i)

=144

(unschén)
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ia: = a+isina;
ro memoria: €'“ = cos« + isin

cos(—a) = cos(«)
sin(—a) = —sin(«)
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ia: = a+isina;
ro memoria: €'“ = cos« + isin

3%

cos(—a) = cos(«)
sin(—a) = —sin(«)
1(X) _ e(—1—}—4i)><

e ¥e"* = e7*(cos 4x + isin 4x)
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pro memoria: €' = cosa +isina;  cos(—a) = cos()

sin(—a) = —sin(a)
71(x) = e(-1H4)x — e=xel4x — e=X(cos 4x + isin 4x)

Pa(x) = e(=174)x — e=xel (=) — e=%(cos 4x — isin 4x)

u}
o)
I
i
it
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pro memoria: €' = cosa + isin q;

cos(—a) = cos(«)
sin(—a) = —sin(a)

)71(X) _ e(—1+4i)><

)72(X) _ e(—1—4i)x

e ¥e"* = e7*(cos 4x + isin 4x)

e Xe (%) = e=*(cos 4x — isin 4x)
Superpositionsprinzip:



Differenzialgleichungen

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
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pro memoria: €' = cosa + isin q;

1 (x) = el

—14-4i)x

e ¥e"* = e7*(cos 4x + isin 4x)
)72(X) _ e(—1—4i)

e Xe (%) = e=*(cos 4x — isin 4x)
Superpositionsprinzip:

i(x) = 5 (1 = 7o) = e sin4x

cos(—a) = cos(«)
sin(—a) = —sin(a)

DA
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;

pro memoria: e

=cosa +isin«

cos(—a) = cos(«)
sin(—a) = —sin(a)
_)71(X) _ e(—1+4i)x _ e—xei-4x — X
a(x) = el 7174

(cos4x + isin4x)
_ efxei-(f4x) —e
Superpositionsprinzip

(cos4x — isin4x)

yi(x) = ! ()/1 — ) =

Xsin4x
1
yo(x) = ()/1 + o) =

X cos 4x

DA
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pro memoria: €' = cosa +isina;  cos(—a) = cos()

sin(—a) = —sin(a)
71(x) = e(-1H4)x — e=xel4x — e=X(cos 4x + isin 4x)
Pa(x) = e(71740x — e=xe(=4%) — ¢=X(cos 4x — isin 4x)
Superpositionsprinzip:

1,. o
yi(x) = E(YI — J») = e *sin4x

1, . - _
ya(x) = §(y1 +y2) = e X cosédx

y(x) = Guyi1(x) + Goyo(x) = e *(Cysin4x + G cos 4x)
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

DA
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AWP: y(0) =1, y'(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

DA
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

y'(x) = —e*(Cysin4x 4+ Gy cos4x) + e (4Cy cos4x — 4G, sin 4x)
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

y'(x)=

—e ¥(Cysindx + Gy cosdx) + e ¥ (4Cy cos4x — 4Gy sin4x)
=e ([~ G — 4G)]sin4x + [4C, — G] cos4x)
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

y'(x)=

—e ¥(Cysindx + Gy cosdx) + e ¥ (4Cy cos4x — 4Gy sin4x)
=e ([~ G — 4G)]sin4x + [4C, — G] cos4x)
y(0)=G =1

y'(O) = 4C1 — Cg = 3}
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

y'(x)=

—e ¥(Cysindx + Gy cosdx) + e ¥ (4Cy cos4x — 4Gy sin4x)
=e ([~ G — 4G)]sin4x + [4C, — G] cos4x)
y(0)=G =1

G=106G=1
y'(0)=4C1—C2=3
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AWP: y(0) =1, y/(0) =3

y(x) = e (Cysin4x + C; cos 4x)

y'(x)=

—e ¥(Cysindx + Gy cosdx) + e ¥ (4Cy cos4x — 4Gy sin4x)
=e ([~ G — 4G)]sin4x + [4C, — G] cos4x)
y(0)=G =1

G=106G=1
y'(0)=4C1—C2=3

y(x) = e™*(cos 4x + sin 4x)
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A+ G =V12+12=12

DA
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A+ G =V12+12=12

1
1-sin4x—|—1-cos4x:\/§( sin4dx +
V2

1
—— cos4dx
V2 >

DA
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A+ G =V12+12=12

1
1-sin4x—|—1-cos4x:\/§( sin4dx +
V2

1

—— cos4dx

V2 )
=2 (sin 4x - cos T + cosé4x - sin —)
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A+ G =V12+12=12

1 1
1-sindx+1-cosdx = ﬁ(—sin4x-|——cos4x
V2

7o)

=2 (sin 4x - cos T + cosé4x - sin —)

s
sin { 4x + 4
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C+CZ=V12+12=\2

1 1
1-sindx+1-cosdx = ﬁ(—sin4x+—cos4x
V2

i)
=2 (sin 4x - cosE + cosé4x - sin —)
T
- Vasn(oc )
sin x+4

y(x) = V2e *sin (4x + %)
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Graph von y(x):
y

A

Y
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L5.2 Der homogene Fall

Zusammenfassung

Die Losung einer homogenen linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten
ay’ + by’ +cy =0

mit der zugehorigen charakteristischen Gleichung
aX? 4+ bA+c =0,

die durch A1 und X\, erfiillt wird, lautet:
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Zusammenfassung

Die Losung einer homogenen linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten
ay’ + by’ +cy =0

mit der zugehorigen charakteristischen Gleichung
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Zusammenfassung

Die Losung einer homogenen linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten
ay’ + by’ +cy =0

mit der zugehorigen charakteristischen Gleichung
aX? 4+ bA+c =0,
die durch A1 und X\, erfiillt wird, lautet:
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(2) y(x) = (G + Gox)eMX, falls Ay = M €R
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Zusammenfassung

Die Losung einer homogenen linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten
ay’ + by’ +cy =0

mit der zugehorigen charakteristischen Gleichung
a2+ b +c =0,
die durch A1 und X\, erfiillt wird, lautet:
(1) y(x) = CreM* + G falls A1, A\p € R und A1 # Xy
(2) y(x) = (G + Gox)eMX, falls Ay = M €R
(3) y(x) =e*(Cysin Bx+ Cocos Bx), falls Ay = a+if =X € C
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Im Fall (3) lasst sich der trigonometrisch Term anders darstellen:

2 2
Mit A =/ CZ + C? gilt: (i) —|—<i2> =1

C C
Also existiert ein ¢ € [0,27) mit cosp = Zl und sinp = Iz

CisinBx + CGycosBx = A (il sin Bx + % cos Bx)
= A(cos psin fx +sinpcos3) (FBT S. 99)
= Asin(fx + ¢)

Die beiden Konstanten C; und G, kénnen daher alternativ auch als
Amplitude A und Phasenwinkel ¢ bestimmt werden.
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Analog wiirde man mit singp = C;/A und cosp = C/A sowie dem
entsprechenden Additionstheorem die Losungsform
y(x) = Acos(Bx + ¢) erhalten.
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Das Losungskonzept
Bei der inhomogenen DGL
ay” + by’ + cy = f(x)

bestimmt man wie im letzten Abschnitt die allgemeine Losung
yh(x) der zugehérigen homogenen DGL

ay” +by +cy=0

und versucht anschliessend, eine Lésung y;(x) der inhomogenen
DGL zu finden. Letztere wird auch partikulare Losung der
inhomogenen DGL genannt. Die allgemeine Lésung der
inhomogenen DGL besteht dann aus der Summe

y(x) = yn(x) + yi(x)-
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Methode der unbestimmten Koeffizienten

Die nun vorgestellte Methode hangt von der Struktur der
Storfunktion f(x) ab und kann nicht in jedem Fall angewendet
werden. Sie besteht darin, dass man die richtige Losung bis auf
eine noch zu bestimmende Konstante errat.

Weitere Methoden, um inhomogene lineare Differenzialgleichungen
zu l6sen sind:

» Variation der Konstanten

» Laplace-Transformation

» Fourier-Transformation
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Beispiel 5.3.1

y" =5y’ + 6y = 10e**
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Beispiel 5.3.1

y" =5y’ + 6y = 10e**

(a) Lésung der homogenen DGL:
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(a) Lésung der homogenen DGL:

A —BA+6=0
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Beispiel 5.3.1

y" =5y’ 4+ 6y = 10e™

(a) Lésung der homogenen DGL:
N —BA+6=0

A=2)A=3)=0 = A\=2 A\=3
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Beispiel 5.3.1

y" =5y’ 4+ 6y = 10e™

(a) Lésung der homogenen DGL:
N —BA+6=0
A—2)A=3)=0 = A =2 \=3

yh(x) = Cre®* + Ge¥
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Beispiel 5.3.1

y" =5y’ 4+ 6y = 10e™

(a) Lésung der homogenen DGL:
N —BA+6=0
A—2)A=3)=0 = A =2 \=3

yh(x) = Cre®* + Ge¥
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
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(b) Lésung der inhomogenen DGL

Ansatz: y = Ce*; y/ = 4Ce*; y" = 16Ce¥



Differenzialgleichungen

L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.3 Der inhomogene Fall

(b) Lésung der inhomogenen DGL:

Ansatz: y = Ce*; y/ = 4Ce*; y" = 16Ce¥

in die inhomogene DGL einsetzen:

N
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
Ansatz: y = Ce*; y/ = 4Ce*; y" = 16Ce¥
in die inhomogene DGL einsetzen:
y" =5y’ + 6y = 10e™
16Ce™ — 20Ce™ 4 6Ce™ = 10e™

2Ce®™ = 10e™  (Koeffizientenvergleich)
2C=10 = C=5
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
Ansatz: y = Ce*; y/ = 4Ce*; y" = 16Ce¥
in die inhomogene DGL einsetzen:

y" — 5y’ + 6y = 10e™
16Ce™ —20Ce™ + 6Ce™ = 10e™
2Ce®™ = 10e™  (Koeffizientenvergleich)
2C=10 = C=5

partikuldre Lésung: y;(x) = 5e*
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
Ansatz: y = Ce®; y/ = 4Ce™; y" = 16Ce*™
in die inhomogene DGL einsetzen:

y// _ 5)// + 6y _ 10e4x
16Ce™ — 20Ce™ + 6Ce™ = 10e™

2Ce™ = 10e™  (Koeffizientenvergleich)
2C=10 = C=5

partikuldre Lésung: y;(x) = 5e*

(c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL:
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
Ansatz: y = Ce®; y/ = 4Ce™; y" = 16Ce*™
in die inhomogene DGL einsetzen:

y// _ 5)// + 6y _ 10e4x
16Ce™ — 20Ce™ + 6Ce™ = 10e™

2Ce™ = 10e™  (Koeffizientenvergleich)
2C=10 = C=5

partikuldre Lésung: y;(x) = 5e*
c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL:
(c) Allg g g

y(x) = yn(x) + yi(x) = Cre®* + Coe3* + 5™

yh(x) yi(x)
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Beispiel 5.3.2

¥+ py + qy = Acoswt

(periodische Storfunktion — Physik)
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Beispiel 5.3.2

Yy + py + qy = Acoswt

(periodische Storfunktion — Physik)
(a) Lésung der homogenen DGL:
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Beispiel 5.3.2

Yy + py + qy = Acoswt

(periodische Storfunktion — Physik)
(a) Lésung der homogenen DGL:

yh(t) gemass Formelsammlung auf S. 82 bestimmen
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:

Ansatz: y(t) = Usinwt + V coswt
y(t) = Uwcoswt — Vwsinwt

y(t) = —Uw?sinwt — Vw? cos wt

N
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:

Ansatz: y(t) = Usinwt 4+ V coswt
y(t) = Uwcoswt — Vwsinwt
y(t) = —Uw?sinwt — Vw? cos wt

in die inhomogene DGL einsetzen:
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:

Ansatz: y(t) = Usinwt 4+ V coswt
y(t) = Uwcoswt — Vwsinwt
y(t) = —Uw?sinwt — Vw? cos wt
in die inhomogene DGL einsetzen:
Y+ py + qy = Acoswt
— Uw?sinwt — Vw? coswt

+ pUw coswt — pVwsinwt
4+ qUsinwt + gV coswt = A- coswt + 0 - sinwt
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(b) Lésung der inhomogenen DGL:

Ansatz: y(t) = Usinwt + V coswt
y(t) = Uwcoswt — Vwsinwt
y(t) = —Uw? sinwt — Vw? coswt
in die inhomogene DGL einsetzen:
Y+ py +qy = Acoswt
— Uw?sinwt — Vw? coswt

4+ pUw coswt — pVwsinwt
4+ qUsinwt + gV coswt = A- coswt + 0 - sinwt

Koeffizientenvergleich: —Vw? + pUw + qV = A
—Uw? — pVw+qU =0
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pul+(q—w?)V =A
(g —w?)U—pwV =0
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pul+(q—w?)V =A

(g —w?)U—pwV =0
Substituiere pw = a und (g —w?) = b
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pul+(q—w?)V =A

(g —w?)U—pwV =0
Substituiere pw = a und (g — w?) = b

aU+ bV =A
bU—aV =0
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pul+(q—w?)V =A

(g —w?)U—pwV =0
Substituiere pw = a und (g — w?) = b

aU+ bV =A
bU—aV =0

Addiere das a-fache von (3) zum b-fachen von (4)
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pul+(q—w?)V =A

(g —w?)U—pwV =0
Substituiere pw = a und (g — w?) = b

aU+ bV =A (3)
bU —aV =0 (4)
Addiere das a-fache von (3) zum b-fachen von (4)
U+ b*U = aA

aA
U= ——
a2+ b?
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Subtrahiere das b-fache von (4) von dem a-fachen von (3)

B>V + 2’V = bA

v=_"
32—|—b2

bA
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Subtrahiere das b-fache von (4) von dem a-fachen von (3)

B>V + 2’V = bA

bA
v=_"
32+b2

b
yi(t)=A (ﬁabz -sinwt + 215 -coswt)

mita=pwund b=qg—w

(5)
2
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Da der Punkt

(7 e)
Va2 + b2 Va2 + b2
auf dem Einheitskreis liegt, existiert ein Winkel v mit
siny = und cosy = b
) VEVE R

Setzt man dies in (5) ein, erhdlt man mit dem entsprechenden
Additionstheorem (S. 99)

32_|_b2

— 2—[)2(sin wt cosy + coswtsiny)
as +
A .

e sin(wt +7)

. siny
mit tany = =
Cos 7y

oo
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Ersetzen von «y durch —~ liefert eine Cosinus-Darstellung von y;(t):

. . a

S — —_ — S = ——
in(—7) =
_ b
Va2 + b2

Setzt man dies wieder in (5) ein, erhdlt man

cos(—y) = cosy =

A
yi(t) = \/ﬁ(

A
= m cos(wt + 'Y)

— sinwtsiny + coswt cos )

. _sin(—y)  a
mit tan(—v) = wos(—) b
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(c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL:
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(c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL

y(t) = yn(t) + yi(t)

(t) + A cos(wt + 7)
¢ VP2w? + (g — w?)? 7
. pw
t tan(—y) =
mit tan(—~) p—

W
bzw. tany = 2p

-9
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Die DGL der freien ungedampften Schwingung
y+uwiy=0
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Die DGL der freien ungedampften Schwingung
y+why =0

charakteristische Gleichung: A% + wg = 0

)\2 = (woi)2
A12 = Fwoi
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Die DGL der freien ungedampften Schwingung
y+why =0

charakteristische Gleichung: A% + wg = 0

)\2 = (woi)2

A12 = Fwoi
Realteile von A1 5 sind null < keine Dampfung
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Die DGL der freien ungedampften Schwingung
y+uwgy =0
charakteristische Gleichung: A% + wg = 0

)\2 = (woi)2

A12 = Fwoi
Realteile von A1 5 sind null < keine Dampfung

y(t) = Gisinwot + Gy coswot = Csin(wot + @)
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y+20y+wiy=0

Die DGL der freien gedampften Schwingung
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y+20y+wiy=0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D = 452 —4w§
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D = 4562 — 4w§ = 4(8?

— )
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D = 462 — 4w3 = 4(6% — w?)

—4 (wg — %)
N——

w?
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D = 462 — 4w3 = 4(6% — w?)

—4 (w§ — 6%)
—_——

w?

(1) D >0 wenn § > wq: starke Dampfung
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D =45 — 403 = 4(6% — W) = —4 (w3 — 6?)
——

w?
(1) D> 0 wenn ¢ > wp: starke Dampfung

y(t) = Cle(—é-i-\/éz—wg)t n Cze(—a—,/ﬁ—wg)t
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D =45 — 403 = 4(6% — W) = —4 (w3 — 6?)
2
(1) D> 0 wenn ¢ > wp: starke Dampfung
y(t) — Cle(—(S"r\/m)t 4 Cze(—(s—\/m)t

(2) D =0 wenn § = wp: kritische Dampfung
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D =45 — 403 = 4(6% — W) = —4 (w3 — 6?)
——

w?
(1) D> 0 wenn ¢ > wp: starke Dampfung

y(t) = Cle(—6+\/62—w5)t n Cze(—a—\/ﬁ—wg)t

(2) D =0 wenn § = wp: kritische Dampfung
y(t) = (G + Gt)e
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y+26y +wiy =0

Die DGL der freien gedampften Schwingung

D = 462 — 4w3 = 4(6% — w?)

—4 (wg — %)
2
(1) D> 0 wenn ¢ > wp: starke Dampfung
y(t) = Cle(—6+\/62—w5)t n Cze(—a—\/ﬁ—wg)t

(2) D =0 wenn § = wp: kritische Dampfung
y(t) = (G + Gt)e

(3) D <0 wenn ¢ < wp: schwache Dampfung
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Die DGL der freien gedampften Schwingung
y+20y+wiy=0
D =45 — 403 = 4(6% — W) = —4 (w3 — 6?)
2

(1) D >0 wenn § > wq: starke Dampfung

y(t) — Cle(—5+\/m)t 4 CQG(_a_\/m)t
(2) D =0 wenn § = wp: kritische Dampfung

y(t) = (Cl + Czt)e_&
(3) D <0 wenn ¢ < wp: schwache Dampfung

y(t) = Cle_&(Cl coswt + G sinwt) = Ce % cos(wt + )
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Die DGL der erzwungenen gedampften Schwingung

Wirkt auf ein geddmpftes schwingendes System eine periodische
Storkraft, so fiihrt dies auf folgende DGL:

V4 20y + w?y = Acoswi t

Da der homogene Teil y,(t) der Lésung durch die Dampfung
friither oder spater verschwindet, dominiert nach einer gewissen
Zeit die partikulare Losung:
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Die DGL der erzwungenen gedampften Schwingung

Wirkt auf ein geddmpftes schwingendes System eine periodische
Storkraft, so fiihrt dies auf folgende DGL:

V4 20y + w?y = Acosws t

Da der homogene Teil y,(t) der Lésung durch die Dampfung
friither oder spater verschwindet, dominiert nach einer gewissen
Zeit die partikuldre Losung:

A
\/(wg — w?)2 + 452w?

y(t) = yn(t) + cos(wit+7)  (6)
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Beispiel

y + 2y + 65y = 20 cos(12t);

y(0)

—1, y(0) =3
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Beispiel

 + 2y + 65y = 20 cos(12t);

y(0)=1,y(0)=3
y(t) = e (0.42sin 8t + 1.2 cos 8t) + 0.07 sin 12t — 0.23 cos 12t
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A

Graph von yp(x) = e™*(0.42sin 8t + 1.2 cos 8t):
y
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A

Graph von y;(t) = 0.07sin 12t — 0.23 cos 12¢:
y

NN

AN NN
J V V VNV

TANANWAYY
V VIV
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A

Superposition: y(t) = yp(t) + yi(t)
y

V V

NN,
\Y
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Damit wird (6) zu:

Die erzwungene ungedampfte Schwingung (wo # w1)
Fiir § = 0 und w1 # wo ergibt sich DGL y + w3y = Acoswit.

y(t) =G coswot—i-Cgsin(,uotz—i—wz_w2 coswi t (7)
N 0 1
Yh
yi




Differenzialgleichungen

LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

C1 = —A/(wg —w?) und G = 0. Insgesamt:

y(t) =

Fiir die Anfangsbedingung y(0) = 0 und y(0) = 0 erhilt man

2

5(coswit —coswot) [FBT S. 99]
2A . (wo+wi)t . (wo—wr)t
= —5—sin sin
wy — wi 2 2




Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Die Sinusfunktionen mit der kleineren Kreisfrequenz moduliert die
Amplitude der Uberlagerungsschwingung.

N



Differenzialgleichungen

I—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Die Sinusfunktionen mit der kleineren Kreisfrequenz moduliert die
Amplitude der Uberlagerungsschwingung.

Beispiel mit A =60, wg = 16 und w; = 14:




Differenzialgleichungen
LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

L5.4 Anwendungen
: :

Die Sinusfunktionen mit der kleineren Kreisfrequenz moduliert die
Amplitude der Uberlagerungsschwingung.

Beispiel mit A =60, wg = 16 und w; = 14:

y

A

AN A e
AN e AL
NATATAIRY VATV

NARE NAAE

=
—

D
4




Differenzialgleichungen
L5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Die erzwungene ungedampfte Schwingung (w; = wp)

Fiir 0 = 0 und w; = wq ergibt sich DGL y —|—w8y = Acoswgpt. In
diesem Fall konnen wir wegen der Divison durch Null die Losung
(6) nicht mehr wiederverwenden.

Man kann aber zeigen (— Ubungen), dass die DGL von folgender
Funktion gelost wird:

A
y(t) = Gicoswot + Cosin wot—i—z—tsin wot (9)
wo

Yh
Yi

Diesmal erhalt man aus der Anfangsbedingung y(0) = 0 und
y(0) = 0 die Konstanten C; = ¢; = 0 und so:

A
y(t) = 20 tsinwot (10)



Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Der Faktor t verursacht ein lineares Anwachsen der Amplitude, was
frither oder spater zur Zerstorung des Oszillators fiihrt.




Differenzialgleichungen

I—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Der Faktor t verursacht ein lineares Anwachsen der Amplitude, was
frither oder spater zur Zerstorung des Oszillators fiihrt.
Beispiel mit A =3 und wy = 4:




Differenzialgleichungen
LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Der Faktor t verursacht ein lineares Anwachsen der Amplitude, was
frither oder spater zur Zerstorung des Oszillators fiihrt.

Beispiel mit A =3 und wy = 4:

y
A -

-+




Differenzialgleichungen
LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Die erzwungene gedampften Schwingung
Fiir die DGL der erzwungenen gedampften Schwingung
V + 20y +wly = Acoswy t
haben wir in Abschnitt 3 die Losung

A
B2y + 4022

y(t) = yn(t) + cos(wyt + )

hergeleitet. Man kann erkennen, dass die Amplitude
A
@ — )2+ 4073

gross wird, wenn sowohl w@ — w? als auch & und w? klein sind.

(11)

(12)



Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise:
d 2 2
dwl [(WO —wi

)? +45%wi] =0




Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise
d 2
dwl [(WO —wi
2(w3

) +45%wi =0
0 — W1

2) - (—2w1) + 4622w =0




Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand
(w3 — w})? + 40°w3
minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise:
i[(w2—w )% + 40w 2] =0
dW]_ 0 1
2(w3 — w?) - (—2w1) + 46% - 2w; =0
4w [wl —wi+ 2(52] =0 (w1 #0)

u}

o)
I

i
it




Differenzialgleichungen

I—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise
d [(w?

dwq

Wy — Wy
2(w3

) +45%wi =0
0 — W1

2) - (—2w1) + 4622w =0

4wy [w] —wh +26°] =0 (w1 #0)
wi—wi+20%2=0




Differenzialgleichungen

I—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise

d 2 2 2
d 1 [(‘"’O o"1) 40°w ] 0
2((,08 — Wi

2) - (—2w1) + 4622w =0
4w [wl —wi+ 2(52] =0 (w1 #0)
2

wi—wi+20%2=0

(13)

w1 = wr = /w3 — 262
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LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen
;

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise
d [(w?

dwq

Wy — Wy
2(w3

) +45%wi =0
0 — W1

2) - (—2w1) + 4622w =0

4wy [w] —wh +26°] =0 (w1 #0)
wi—wi+20%2=0

(13)

w1 = wr = /w3 — 262
Ein Maximum wg existiert jedoch nur, wenn
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LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen
;

Genauer: Die Amplitude wird maximal, wenn der Radikand

(w3 — w})? + 40°w3

minimal wird. Im Resonanzfall gilt notwendigerweise

d 2 2 2
d 1[(% Wl) +40%w ]—0
2(wg — w?

2) - (—2w1) + 4622w =0

4wy [w] —wh +26°] =0 (w1 #0)
wi—wi+20%2=0

(13)

w1 = wr = /w3 — 262

Ein Maximum wg existiert jedoch nur, wenn § < wo//2 gilt




Differenzialgleichungen

|—5 Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Um das Verhalten der Amplitude (12) besser analysieren zu
koénnen, dividieren wir Zahler und Nenner durch wg:

N



Differenzialgleichungen

LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Um das Verhalten der Amplitude (12) besser analysieren zu
koénnen, dividieren wir Zahler und Nenner durch wg:

Alw?

212 2
[ —wé] + 45221

Wo Wo

Dann substituieren wir w1 /wp = & und 6 /wo = u:

u}

o)
I

i
it




Differenzialgleichungen
LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Um das Verhalten der Amplitude (12) besser analysieren zu
konnen, dividieren wir Zahler und Nenner durch wg:

Dann substituieren wir w1 /wp = & und 6 /wo = u:
AJuw?
VIt — & + au2e

Der (einheitenlose) Frequenzquotient £ stellt w; als Vielfaches von
wo dar. Ferner gilt R,(0) = A/w?.

Ru(§) =



Differenzialgleichungen
LS Die lineare DGL 2. Ordnung mit konst. Koeffizienten
L5.4 Anwendungen

Wahlt man zusatzlich auf der y-Achse als Einheit A/w? erhilt man
schliesslich die Resonanzfunktion R,(&), welche neben der
Variablen £ = w1 /wo nur noch den Parameter u = §/wq enthélt.

R

A

=
jw
|
@
No

w

A/w% \\u—

1

Wie in (13) bestimmt man &max = V1 — 202

> { = wi1/wo



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1

y =Y

dy
d_x_y

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1

y' =y

dy
d_x_y

1
—-dy =1-dx
y

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1

DA



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1

y =Yy
dy _
dx
l-dy=1'dx
y
1
/—-dy:/l-dx
y
Inly| = x + G

(eine Konstante geniigt)



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1
y'=y
dy
d_x_y
l-dy=1'dx
y
1
/—-dy:/l-dx
y

In|ly| = x+ C; (eine Konstante geniigt)

e||ny| _ ex+C1 — X eC1



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1
y' =y
dy _
dx
L dy =1-dx
y

1
/—-dy:/l-dx
y

In|ly| = x+ C; (eine Konstante geniigt)

e||ny| _ ex+C1 — X eC1

y = Ce* (mit C =e%)



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.1
y'=y
dy
d_x_y
l-dy=1'dx
y
[ar 1
y

In|y| =x+ G (eine Konstante geniigt)
e||ny| _ ex+C1 — X eCl

y = Ce* (mit C =e%)

Exponentialkurven



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y
dy _ _x
dx y

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y
dy _ _x
dx y

y-dy = —x-dx

DA



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y
dy _ _x
dx y

y-dy = —x-dx

/y-dy:—/x-dx

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y
dy _ _x
dx y

y-dy = —x-dx

/y-dy:—/x-dx
1 2 1 2
2= _= C

2/ X ta



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y
dy _ _x
dx y

y-dy = —x-dx

/y-dy:—/x-dx



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2

y'=—x/y

dr _ x
dx y

y-dy = —x-dx
/y-dy:—/x-dx
1, 1,
2= C
2 T A

y2 =20 — x?

y=+vC—x% (mit C=2G)
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|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.2
y'=—x/y

dr _ x

dx _y

y-dy = —x-dx

/y—dy:—/x-dx

1 2 1 2
2=z C
2y X A

y2 =20 — x?
y=+vC—x% (mit C=2G)

Halbkreise mit M(0,0) und r = +/C



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3

y'=x+y
dy

dx

=x+y keine Trennung moglich!

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3

y'=x+y
dy

i x+ y keine Trennung moglich!
X

Trick: Substitution u = x+y (1)



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3

y'=x+y

dy . .

v x+ y keine Trennung moglich!
X

Trick: Substitution u = x+y (1)

=14y = y=d-1(2)



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3
y=x+y
dy

v x+ y keine Trennung moglich!
X
Trick: Substitution u = x+y (1)

Vu=1+y = y =u-1(2)

Setze in die Original-DGL rechts (1) und links (2) ein:



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3
y=x+y
dy

v x+ y keine Trennung moglich!

Trick: Substitution u = x+y (1)

U=1+y = y =u-1(2)

Setze in die Original-DGL rechts (1) und links (2) ein:

u'—1=u (separierbar)

u}
o)
I
i
it

DA



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3
y=x+y
dy

v x+ y keine Trennung moglich!

Trick: Substitution u = x+y (1)

U=1+y = y =u-1(2)

Setze in die Original-DGL rechts (1) und links (2) ein:

u'—1=u (separierbar)

v=u+1

u}
o)
I
i
it

DA



Differenzialgleichungen
|—6 Separation der Variablen

Beispiel 6.3
y=x+y
dy

v x+ y keine Trennung moglich!
X
Trick: Substitution u = x+y (1)

U=1+y = y =u-1(2)

Setze in die Original-DGL rechts (1) und links (2) ein:

v —1=u (separierbar)

v=u+1
du

b 1
dx u—+



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-dx

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-dx
1

+1du:1dx

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx
/ ! duz/ldx
u—+1

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx

/ ! du:/ldx
u—+1

Inl+ul=x+ G

|| exp(...)

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx

/ ! du:/ldx
u—+1

nl4+u=x+G

114 u] = T4 = Xl = CoeX

[l exp(...)
(C2 = eCl)

DA



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx

/ ! du:/ldx
u—+1

nl4+u=x+G

114 u] = T4 = Xl = CoeX

14+ u==xGCe" = Ce*

[l exp(...)

(G =¢e%)

(C=+G)



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx

/ ! du:/ldx
u—+1

nl4+u=x+G

114 u] = T4 = Xl = CoeX

14+ u==xGCe" = Ce*

u=Ce* -1

[l exp(...)

(G =¢e%)

(C=+G)



Differenzialgleichungen

|—6 Separation der Variablen

du=(u+1)-d
1

+1du:1dx

/ ! du:/ldx
u—+1

nl4+u=x+G

114 u] = T4 = Xl = CoeX

[l exp(...)

14+ u==xGCe" = Ce*

(G =e9)
(C=+xG)
u=Ce -1
x+y=Ce—-1

y=Ce"—x—-1



Differenzialgleichungen

L7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Allgemeine Form
Allgemeine Form der linearen DGL 1. Ordnung:
fF(x) -y +g(x) y = h(x)

Diese Art von Differenzialgleichungen wird linear genannt, weil y’
und y linear auftreten. Die Koeffizientenfunktionen f(x) und g(x)
miissen jedoch nicht linear sein.



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Normalform

Division durch f(x) ergibt:




Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Normalform

Division durch f(x) ergibt

gl) | _ h(x)
Y Y

f(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Normalform

Division durch f(x) ergibt

it

Y 4 u(x) -y = v(x)

Normalform



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Normalform

Division durch f(x) ergibt

g(x) h(x)
Y+ F(x) Y=
Y +u(x) -y =v(x)

Normalform
v(x) wird Stérfunktion genannt



Differenzialgleichungen
|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

Normalform
Division durch f(x) ergibt:

g h()
YRR T )

y' +u(x)-y = v(x) Normalform
v(x) wird Stérfunktion genannt.

Sind h(x) = 0 bzw. v(x) = 0, nennt man die lineare DGL
homogen, sonst inhomogen.




Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0




Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

o = Uy



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

1
—dy = —u(x)dx [Separation der Variablen]



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

i u(x)y

1
—dy = —u(x)dx [Separation der Variablen]
/ 1
y



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

dx

u(x)y

1
—dy = —u(x)dx [Separation der Variablen]
y

= —/u(x)dx
Iny =—-U(x)+ K

[U ist Stammfunktion von

DA



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

dx

u(x)y

1
—dy = —u(x)dx [Separation der Variablen]
y

= —/u(x) dx

Iny =-U(x)+ K
y_

[U ist Stammfunktion von
— e UG)HK _ —U(x) | oK

DA



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.1 Losung der homogenen linearen DGL

Losung der homogenen linearen DGL
y +u(x)y=0

Iny =-U(x)+ K
y_

[U ist Stammfunktion von
— e UG)HK _ —U(x) | oK

yp=C-e YX) alig. Lsg. der hom. DGL

m]

=



Differenzialgleichungen
L7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wir fassen in der Losung yp, der homogenen DGL die Konstante C
als Funktion G(x) auf und versuchen G(x) so zu wahlen, dass die
inhomogene DGL erfiillt wird. Deshalb wird diese Methode
Variation der Konstanten genannt.



Differenzialgleichungen
L7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung
L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wir fassen in der Losung yp, der homogenen DGL die Konstante C
als Funktion G(x) auf und versuchen G(x) so zu wahlen, dass die
inhomogene DGL erfiillt wird. Deshalb wird diese Methode
Variation der Konstanten genannt.

i = G(x) eV



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Den Losungsansatz setzen wir in die inhomogene Gleichung ein
und leiten ab:




Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Den Losungsansatz setzen wir in die inhomogene Gleichung ein
und leiten ab:

Yt u(x)y = v(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Den Losungsansatz setzen wir in die inhomogene Gleichung ein
und leiten ab:

Y+ u(x)y = v(x)
[G(X) eU(X)] + u(x) - G(x) e Y) = y(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Den Losungsansatz setzen wir in die inhomogene Gleichung ein
und leiten ab:

Yt u(x)y = v(x)

[G(X) eU(X)], + u(x) - G(x) e Y) = y(x)
G'(x)e V) —

U'(x) G(x) e Y 4 u(x) G(x) e V™) = v(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wegen U'(x) = u(x) gilt:




Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7 2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wegen U'(x) = u(x) gilt

G'(x)e

Ul _ u(x) G(x) e Ulx

u(x) G(x) e Y™ = y(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7 2 Losung der inhomogenen linearen DGL

G'(x)e

Wegen U'(x) = u(x) gilt

Y —u(x) G(x) e

u(x) G(x) e Y™ = y(x)
G'(x)e Y0 = y(x)



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7 2 Losung der inhomogenen linearen DGL

G'(x)e

Wegen U'(x) = u(x) gilt

U6 — u(x) 6(x) e+ u(x) G(x) e~V = v(x)
G'(x)e VM) = v(x) |-



Differenzialgleichungen

|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wegen U'(x) = u(x) gilt:

G'(x) e Y0 — u(x) G(x) e U™ + u(x) G(x) e Y = y(x)

G'(x)e V™) = y(x) ||-eV™)

G'(x) = v(x) -eV®
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wegen U'(x) = u(x) gilt:

G'(x) e Y0 — u(x) G(x) e U™ + u(x) G(x) e Y = y(x)

G'(x)e V™) = y(x) ||-eV™)

G'(x) = v(x) - eYX
G(x) :/V(X) eV dx
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;

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Wegen U'(x) = u(x) gilt:

G'(x) e Y0 — u(x) G(x) e U™ + u(x) G(x) e Y = y(x)

G'(x)e V™) = y(x) ||-eV™)
G'(x) = v(x) - eYX

G(x) :/V(X) eV dx
Wir kdnnen hier die Integrationskonstante weglassen, da wir nur an
einer speziellen Losung interessiert sind.
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

yi = Glx) e U0

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
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|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion

yi=G(x)-e Y = / v(x)eY™) dx . e7 V)
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
yi = G(x) - e~V = / V() U0 dx . e~V

eine Losung der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist. Also
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|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
yi = G(x) - e~V = / V() U0 dx . e~V

eine Losung der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist. Also
y(x) = yn+yi
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
yi = G(x) - e~V = / V() U0 dx . e~V

eine Losung der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist. Also
y(x) = yn+yi

— Ce Y0 4 / v(x)eV® dx . e V)
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion
yi = G(x) - e~V = / V() U0 dx . e~V

eine Losung der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist. Also
y(x) =yn+yi

— Ce Y0 4 / v(x)eV® dx . e V)

—ew s funeoa] s o
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Zur Erinnerung: G(x) ist so beschaffen, dass die Funktion

yi = G(x) - e U0 = / V() U6 dx . ¢~ U)

eine Losung der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung ist. Also:
y(x) =yn+yi

— Ce Y0 4 / v(x)eV® dx . e V)

—ew s funeoa] s o

Die allgemeine Lésung der linearen inhomogenen DGL 1. Ordnung
ist eine Summe aus der allgemeine Ldsung y, der homogenen DGL
und einer speziellen Lésung y; der inhomogenen DGL.
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

Bestimme die allgemeine Losung der DGL xy’ + y = x2, (x > 0).
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

Bestimme die allgemeine Losung der DGL xy’ + y = x2, (x > 0).
Normalform:
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

Bestimme die allgemeine Losung der DGL xy’ + y = x2, (x > 0).
1

Normalform: y' + = -y = x
X
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

u(x)=1/x

Bestimme die allgemeine Lésung der DGL xy’ 4 y = x2, (x > 0)
1
Normalform: y' + = -y = x
X

= U(x)=Inx
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

Bestimme die allgemeine Lésung der DGL xy’ 4 y = x2, (x > 0)

Normalform: y + % y=x

ulx)=1/x = U(x)=Inx
—U() = e nx

—C'GInX?lZC' —1

X

yh:C-e

=C/x

N
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;

L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

u(x)=1/x

Bestimme die allgemeine Lésung der DGL xy’ 4 y = x2, (x > 0)
1
Normalform: y' + = -y = x
X

= U(x)=Inx
—U(x) —

C- e—lnx
v(x) = x

yh:C-e

=C-" ' =C.x1=C/x

N
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

u(x)=1/x

Bestimme die allgemeine Lésung der DGL xy’ 4 y = x2, (x > 0)
1
Normalform: y' + = -y = x
X

= U(x)=Inx
—U(x) —

C- e—lnx —C- elnx*
v(x) = x

yh:C-e

1

=C.x1

X

=C/x
Ve / v(x) - V) dx . e~ U0
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

u(x)=1/x

Bestimme die allgemeine Losung der DGL xy’ + y = x2, (x > 0).
1
Normalform: y' + = -y = x
X

= U(x)=Inx
—U(x) —

C- e—lnx —C- elnx*
v(x) = x

yh:C-e

1:C-x_lzC/x

ys_/v(x)-eU(X) dx - e YK /x~e'”xdx‘e'"x
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

u(x)=1/x

Bestimme die allgemeine Lésung der DGL xy’ 4 y = x2, (x > 0)
1
Normalform: y' + = -y = x
X

= U(x)=Inx
—U(x) —

C- e—lnx —C- elnx*
v(x) = x

yh:C-e

1

=C-x*!

=C/x

ys_/v(x)-eU(X) dx - e YK /x~e'”xdx‘e'"x

:/x2dx-1

X
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.1

Bestimme die allgemeine Losung der DGL xy’ + y = x2, (x > 0).

1
Normalform: y' + = -y = x
X

ulx)=1/x = U(x)=Inx
yh=C-e VN =C.ex=C.e" = Cc.x 1= (C/x

v(x) = x
Vs _/v(x) ceV) dx . e Uk = /x~e'”xdx‘e'"x

:/x2dx-

y=yntyi=

X2

+ 2

X

XYy x|+
Wl W
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.2

Befindet sich ein Korper in einem Medium mit der konstanten
Temperatur Ty, so ist seine (zeitliche) Temperaturdnderung
proportional zur Temperaturdifferenz.

Gesucht: Temperaturverlauf T(t) fiir die Anfangstemperatur Tp.

DGL: T= k(T —-Ty) = T+kT=kTy [U=U(t)]
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.2

Befindet sich ein Korper in einem Medium mit der konstanten
Temperatur Ty, so ist seine (zeitliche) Temperaturdnderung
proportional zur Temperaturdifferenz.

Gesucht: Temperaturverlauf T(t) fiir die Anfangstemperatur Tp.

DGL: T= k(T —-Ty) = T+kT=kTy [U=U(t)]

u(lt) =k =
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.2

Befindet sich ein Korper in einem Medium mit der konstanten
Temperatur Ty, so ist seine (zeitliche) Temperaturdnderung
proportional zur Temperaturdifferenz.

Gesucht: Temperaturverlauf T(t) fiir die Anfangstemperatur Tp.

DGL: T= k(T —-Ty) = T+kT=kTy [U=U(t)]

u(t)=k = U(t) =kt
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.2

Befindet sich ein Korper in einem Medium mit der konstanten
Temperatur Ty, so ist seine (zeitliche) Temperaturdnderung
proportional zur Temperaturdifferenz.

Gesucht: Temperaturverlauf T(t) fiir die Anfangstemperatur Tp.
DGL: T= k(T —-Ty) = T+kT=kTy [U=U(t)]
u(t)=k = U(t) =kt

Losung der homogenen DGL:
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.2

Befindet sich ein Korper in einem Medium mit der konstanten
Temperatur Ty, so ist seine (zeitliche) Temperaturdnderung
proportional zur Temperaturdifferenz.

Gesucht: Temperaturverlauf T(t) fiir die Anfangstemperatur Tp.
DGL: T= k(T —-Ty) = T+kT=kTy [U=U(t)]
u(t)=k = U(t) =kt

Lésung der homogenen DGL: Tj(t) = Ce V() = Ce K
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t)
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|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) :/v(x) eUMdx
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|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) :/v(x) eU(X)dX:/kTUektdt
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|—7 Lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) —/v(x) eUMdx = /kTU ektdt = Ty et
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) —/v(x) eUMdx = /kTU ektdt = Ty et
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) —/v(x) eUMdx = /kTU ektdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) —/v(x) eUMdx = /kTU ektdt = Ty ekt

T(t)

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) —/v(x) eUMdx = /kTU ektdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
T(t) = (G(x) + C)e Y™
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) :/v(x)eU(X)dx: /kTU eftdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

T(t) = (G(X) + C)e_U(X) — (TUekt + C)e_kt
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) :/v(x)eU(X)dx: /kTU eftdt = Ty ekt

T(t) =

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

(G(x) + C)e Y0) = (Tyekt + Cle ™™ = Ty + Ce ™™
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)

G(t) :/v(x)eU(X)dx: /kTU eftdt = Ty ekt
Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
T(t) = (G(x) + C)e V) = (Tyekt 4+ Ce ™™ = Ty + Ce ™

Anfangswert fiir t =0: T(0) = Ty

u}
o)
I
i
it
N
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kT (konstant)

G(t) :/v(x)eU(X)dx = /kTU eftdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

T(t) = (G(x) + C)e_U(X) = (Tye" + C)e ™M =Ty + Ce ™™
Anfangswert fiir t =0: T(0) = Ty

To=T0)=Ty+C
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)
G(t) :/v(x)eU(X)dx: /kTU eftdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

T(t) = (G(x) + C)e V™) = (Tye! + C)e ™™ = Ty + Ce ™

Anfangswert fiir t =0: T(0) = Ty

To=T0)=Ty+C
C=To—Ty

i
it
S
»
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion: v(t) = kTy (konstant)
G(t) :/v(x)eU(X)dx: /kTU eftdt = Ty ekt

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

T(t) = (G(x) + C)e V™) = (Tye! + C)e ™™ = Ty + Ce ™

Anfangswert fiir t =0: T(0) = Ty

To=T0)=Ty+C
C=To—Ty

T(t) =Ty + (To — Tu)efkt

i
it
S
»
i)
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Asymptotisches Verhalten:
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Asymptotisches Verhalten:

g5, T)

= lim [(To— Ty)e ¥+ Ty| =0+ Ty=Ty
t—o0
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;

L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Asymptotisches Verhalten:

g, T =

AT

lim [(To— Tu)e ™+ Ty] =0+ Ty =Ty
t—o0
To

Ty

+
~

Bemerkung: Fiir Temperaturen in Kelvin wird T(t) geschrieben;
fiir Temperaturen in °C hingegen 9(t).

N
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.3

Im skizzierten Stromkreis
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.3

Im skizzierten Stromkreis
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;

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.3

Im skizzierten Stromkreis

R

gilt nach Kirchhoff:
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;

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.3

Im skizzierten Stromkreis

R

gilt nach Kirchhoff:

d/
L —

R-I=
dt+ Up
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL
Normalform:

DA
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Normalform:

. R Uo
f+=.1=22
T L

DA
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Normalform:

. R Uo
f+=.1=22
T

L
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Normalform:

. R Uo
=T
R R

Loésung der homogenen Gleichung:
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Normalform:

. R Uo
=T
R R

Loésung der homogenen Gleichung:

Ih(t) = Ce~V(® = Ce 1t

u}
o)
I
i
it
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL
Storfunktion:

DA
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL
Storfunktion:

DA
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion:

v(t) = Up/L

[konstant!]
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion:

v(t) = Up/L

[konstant!]

G(t) :/v(t)eu(t)dt: ﬂ/eL tdt

U L U
:TO —e%t:?OeRt
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;

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion:

v(t) = Up/L

[konstant!]

G(¢) :/v(t)eu(t)dt: Y%

1 /ef'tdt

U L U
Allgemeine Losung:
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;

|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Storfunktion:

v(t) = Up/L

[konstant!]
u(t) Uo Ry
G(t)= [ v(t)e"'Wdt = — [ eL’"dt

:%Ae%tzuo Rt

R R
Allgemeine Losung:

I(t) = (G(x) + C) eV = (

n el't 4 C) eIt
= % + Ce it
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Anfangswertproblem (AWP):

Zum Zeitpunkt t = 0 soll kein Strom fliessen: Iy = /(0) =0
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Anfangswertproblem (AWP):

~10)= 2

C =
R+ 0

Zum Zeitpunkt t = 0 soll kein Strom fliessen: Iy = /(0) =0
I =

=
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|—7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Anfangswertproblem (AWP):

~10)= 2

C =
R+ 0

Zum Zeitpunkt t = 0 soll kein Strom fliessen: Iy = /(0) =0
I =

= (C=

U

R
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Anfangswertproblem (AWP):

Zum Zeitpunkt t = 0 soll kein Strom fliessen: Iy = /(0) =0
I =

U U
_/(0):%+C:0 = C=-=2
Losung des AWP:

R
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Anfangswertproblem (AWP):

Zum Zeitpunkt t = 0 soll kein Strom fliessen: Iy = /(0) =0

U U
h=10)=7+C=0 = C=-2

Losung des AWP:

U U U
I(t) = FO - ﬁoe_% = FO (1 - e_§t>
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L7.2 Losung der inhomogenen linearen DGL

Beispiel 7.4
Bewegt sich eine Kugel in einer zdhen Fliissigkeit, so ist die
Widerstandskraft nach Stokes proportional zur Geschwindigkeit.

Fiir die Sinkgeschwindigkeit der Kugel infolge ihres Gewichts erhilt
man nach dem Newtonschen Grundgesetz die Bewegungsgleichung:
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Beispiel 7.4
Bewegt sich eine Kugel in einer zdhen Fliissigkeit, so ist die
Widerstandskraft nach Stokes proportional zur Geschwindigkeit.
Fiir die Sinkgeschwindigkeit der Kugel infolge ihres Gewichts erhilt
man nach dem Newtonschen Grundgesetz die Bewegungsgleichung:
m-a=F

m-a:Fg—FR
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Beispiel 7.4
Bewegt sich eine Kugel in einer zdhen Fliissigkeit, so ist die
Widerstandskraft nach Stokes proportional zur Geschwindigkeit.
Fiir die Sinkgeschwindigkeit der Kugel infolge ihres Gewichts erhilt
man nach dem Newtonschen Grundgesetz die Bewegungsgleichung:
m-a=F
m-a= FG — FR

m-v=m-g—c-v
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Losung der homogenen Gleichung
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m-v=m-g—c-v
v+

—v =g Normalform
m

u(t) = <

c
= U(t)=—-t
m (t)

Losung der homogenen Gleichung:

[+
Vp = Ce mt
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6(¢) :/v(t)eu(t)dt:g/e;~tdt: gm <.
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Storfunktion: v(t) = g [konstant]

G(t) :/v(t) Ugt = g/e;'tdt _ &M st

Allgemeine Losung:

c

em’t 4 C) e mt = &M
c

C

v(t) = (G(x) + C) e V) = (ﬁ

1+ Ce mt
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Anfangswertproblem (AWP):

t=0=v(0)=w=0

(Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)
VO:V(O)zg—i-C:O
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Anfangswertproblem (AWP):

t=0=v(0)=w=0

(Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)
w=v(0)=8"4+c=0 = c=-£"
c

C
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Anfangswertproblem (AWP):

t=0=v(0)=v =0 (Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)
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Losung des AWP:
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Anfangswertproblem (AWP):
t=0=v(0)=v =0 (Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)
V0:V(0):@+C:0 = C:_@

C C

Losung des AWP:

v(t)
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Anfangswertproblem (AWP):

t=0=v(0)=v =0 (Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)

Vo = v(0) = g’"+c—o = C:—?

Losung des AWP:

(t)_@_% e mt
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Anfangswertproblem (AWP)

t=0=v(0)=w=0

vo = v(0) = &m

= c=-%"
c
Losung des AWP
@,@—ﬁt:@ et
0 =50 - Tre =t 1)

(Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit)
+C=0
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