Kegelschnitte
Ubungen (L4)




Aufgabe 1

(¢c) F1(8,0) = e=8unda=15

FA=a*-0 = VP=a>-c*=225-64=161



Aufgabe 2

¢ Va2 —"b? \/ a? — b? a?  b? \/ b2
—_ ——— p— p— 1 — —
a a? a?  a? a?
b2
Wegenazb>0ist0<—2§1unddamit0§€<1.

a
b2
(b) ec=0 < ?Zl = a=b
Die Ellipse ist ein Kreis.
b2
ec=1 & —=0 = b=0
a

Die Ellipse degeneriert zu einer Strecke.

(c) Skizze:

A F) =1.462-10%  AyF; =1.511-108

2a = A1 Ay

2a = 1.511-10% + 1.462 - 10®
2a = 2.973 - 108

a = 1.4865 - 108

c=a—AF =245-100 = ec=<—=00165
a

Aufgabe 3

Setze a = 4, x = 2 und y = 1 in die Koordinatengleichung der Ellipse ein:

22 12
PR
4 1
—+ =1
61
1 3
2 4
24
3
- 4 2  2V3
V3 V3 3



Aufgabe 4

Fiir ein Quadrat muss der Eckpunkt P gleiche Koordinaten haben.
Y,

\<<x,x>
=l’
[)32 ZL‘2
I T
36 + 16
4a% 4+ 922 = 144
1322 = 144
12+/13
g'/‘ g
13
244/13
s =2x = ~ 6.656
13
Aufgabe 5

Setze die Geradengleichung y = 22 — 1 in die Ellipsengleichung 922 + 253% = 225 ein:

92? + 25(2x — 1)* = 225
92? + 25(4z* — 4z + 1) = 225
1092% — 100z — 200 = 0
v =-0971 = 1y =-2943
Ty =1.889 = g, =277T8

Py(—0.971, —2.943), P5(1.889,2.778)



Aufgabe 6

Setze yo = % in die Koordinatengleichung der Ellipse ein:

1\2 75 5\/3
2 2
2 2 T Yy
x° 4+ 25y 5 = % 1 = a=9,

Setze a =5,b=1, xyg = g\/g, Yo = % in die Tangentengleichung der Ellipse ein:

Lol Yoy

Tot WY _
25 1

5v/3

Vi v - 10
2.25 2

t: 2¢/3x + 5y = 10

\

/
\
/




Aufgabe 7

Koordinatengleichung auf Normalform bringen:

$2 2

9522 + 40042 =100 = e — 4+ 7

100 25 = a=20,6=5

Punkt P(8,11) in die Polarengleichung einsetzen:

8z 1ly z 1ly 50
T 22y = 50
100 T35 50 25 vy
p:x=>50—22y (einfacher als y = 20 — +x)
Y
N

\\‘/ '
eNp: (verwende die gegebene Gleichung von e)
25(50 — 22y)* + 400y* = 10*
(50 — 22y)? + 16y* = 400
2500 — 2200y + 484y* + 16y* = 400
500y% — 2200y + 2100 = 0
5y — 22y +21 =0
=3 = x1=-—16
Yypo=14 = 1x5=19.2

By (3,—16) und By(1.4,19.2) in ¢ einsetzen:
3 16 400

ti:—x——y=1 = t1: 3z — 256y — 400 =
1 400x 25y 1: 3% 56y 00=0
14 19.2 -2000
. — _— g N — 1 — 2 g
to 4001' oF Y =  ty: T 536y 000 =0



Aufgabe 8

Ellipsengleichung auf Normalform bringen:

2

8

42% + 36y =144 = =1 = a=6,b=2

2
Y
* 4

gl
D

v’z N 1 4 xg N 4
m= ——.— - = - .= = ——7x
2y 47736y o= Tgto
4
Setze x = xg und y = yg = —g%o in die Ellipsengleichung ein:

4 \2
2 —
dxg + 36 (—gazo) =144

16
4x3+36.8—1x3:144 | : 4

16
x§+5:c3:36 | -9

975 + 1627 = 324

25x5 = 324
dxro = £18
T = 18 = 8 = P 58
1= & Y1 = 5 1\ 5 75
18 N 8 . p 18 8
Ty = —— = - - =
2 5 Y2 5 2 575
Beriihrpunkte in die Tangentengleichung einsetzen:
18 8 1 = ¢ 1 2 ]
— T — —Y = C—r— -y =
536" 547 10" 5
18 + 8 1 = t L + 2 1
———r+ ——y = C——T oy =
536 547 ST
t1:x—4y =10

ty: —x + 4y = 10



Aufgabe 9
y=06r—-5 = x=3 = y=06-3-5=-32

Lose die Tangentengleichung der Ellipse formal nach y auf

ToZ | Yoy 2792
w T =t
Vzox + ayoy = a*b* || — bPxox
a*yoy = —b*wox + a®b* || : a’yo
b2l’0 b2
V=" T
a~Yo Yo
~
m=0.6 q=-—5
b2
Koeffizientenvergleich: 5= -5 = 0=16 = b=4
16 - 3 16 -3
06=——— = %= =25 = a=5
—32.a2 " T 32.06 ¢
Aufgabe 10

(a) Y =2pr = 16=8 = p=2 = =iz
(b) p/2=6 = p=12 = Yy =2z

(c) p/2=25 = p=5 = y*=10x

Aufgabe 11

Ersetze x durch x — u: y* = 2p(x — u)



Aufgabe 12

Gleichung der um u verschobenen Parabel: y* = 2p(x — u)

(a) P(0,4) in y*> = 2p(x + 4) einsetzen:
16 = 2p(0 + 4)
p=2

= y*=4(x+4)

(b) P(6,3) in y* = 2p(z — 3) einsetzen:

Aufgabe 13

1.2 yQ
Ellipse: — + 24 — 1
Pse: 55+ 16

Parabel: y? = 4x

162% + 36y* = 576

162 4 36 - 4z = 576
2 +92—-36=0
(x—=3)(x+12)=0
T =3

x9 = —12  (unbrauchbar)
P =4-3=12 = y==£2V3
S (37 2\/3)7 52(37 _2\/3)

Aufgabe 14

Parabel: y? =22 = p=1

=2 = y=2-10=4 = y=2>0

o = 2, Yo = 2 und p = 1 in die Tangentengleichung einsetzen:

=1z +2)=2+2 = ty=zz+1



Aufgabe 15

(a) Parabel: y2 =2z (p=1)

P(—8,3) ¢ Parabel = Tangentegleichung = Polare

-8
yoy=plx+z9) = 3Zy=2x-—-8 = g:y:x3
— 8)2
Parabel N Polare: % =2z
(x —8)? =18z

22 — 162 + 64 = 18z
22— 34 +64=0

x1:2 = y1:—2
To = 32 = y2:8

Tangentengleichungen yoy = p(x + x¢):

—2y=r+2 = tlzy:—%x—l

8y =x + 32 = tgzy:%x—l—él

(b) Tangentengleichung:
p PXo

yy=plx+x) = y=-—cxr+—=mx+gq
Yo Yo
. . D 1
Koeffizientenvergleich: m = — = — =1 = gy, =1
Yo Yo

Parabelgleichung: 42 = 2prgy = 1=219 = 19=

= P(3,1)

Aufgabe 16

Gleichung der Tangente im Punkt P(xq,yo):

p pZo
Yoy =p(x+1z) = y=-_—T+—
Yo Yo

Koeffizientenvergleich mit der Geraden y = x + 2:

ﬁgl und

Yo Yo

P Zo (i)2

(1) in (2) einsetzen: 1 - 20 =2 = 1x7=2

To=2Iny=x+2einsetzen: yp =2+2=4

10



Aus (1) folgt jetzt p =4

Gleichung der gesuchten Parabel: y? = Sx
Alternative Losung (Berithrbedingung verwenden)
(z +2)* = 2px
22 + 4+ 4 =2px
2+ (4—2p)x+4=0
Die Graphen y? = 2pz und y = = + 2 haben genau einen Beriihrpunkt; also gilt D = 0.

(4—2p)?—4-1-4=0
16 —16p+4p* —16=0

4p* —16p =0
p(p—4)=0
p =0 nicht sinnvoll
p=4
= Yy~ 8z
Aufgabe 17
' ‘ 22
Koordinatengleichung der Hyperbel: i 1

b
Asymptotengleichung der Hyperbel: y = +—x
a

x2 y2
Hyperbel: — — 2 = 1;
yperbe 9 1 )
2

Asymptote: y = i§

M) b=3,c=4 = a=-0V¥=16-9=7

2 P
H bel: — — 2 =1;
yperbe 7 3 :
3 3V7
Asymptote: y=+t—zx=+—=
ymp ) \/7 7

Der Steigungsquotient der Asymptote wurde mit /7 erweitert, damit der Nenner wurzelfrei wird.

(c) P(4,0) und Q(5,3) liegen auf der Hyperbel

Setze x = 4 und y = 0 in die Hyperbelgleichung ein:

16 0 16
2 p T o

Setze x = 5, y = 3 und a = 4 in die Hyperbelgleichung ein:

=1 = a=4

11



25 9 9 9

——==1 = —==— = b=4
16 b2 216
'1,2 y2
Hyperbel: — — ¥ — 1
YPEIbe: 76~ 16

4
Asymptote: y = in =tz

(d) Brennpunkt F(8,0), grosse Halbachse a = 6
Fi(c,0)=Fi(8,0) = ¢=38

bV =c*—a®>=064—36=28

2 2
Hyperbel: S A

36 28
V28 27 VT

Asymptote: y =4+—1r=+——a2r=+—=

6 6 3
Aufgabe 18
a? oy 0
H:—-2L -1 = 2-2Y4
YT 6 TG
2 2
@)
muﬁ—%=1 :>a¥=1+%
2 2
. Y )
Setze (2 1 14+4=—-—==
etze (2) in (1) ein —|—4 16
32
W,
16
2

—=1 = y=44

16
Setzey2:16in(2)ein:w2:1+zz5 = z=+V5

Hl N HQ = {<\/5> 4)7 (\/57 _4)7 (—\/5’ 4)’ (_\/57 4)}

Aufgabe 19
¢ a2+ VaZ+b? a’® + b? a2+a2
g = - = = = — JR— N
a a Va? a? a?  b?

2
:\h+%5>v1+0:1

Die Abschitzung mit > ist méglich, da a?/b? > 0 ist.

12



Aufgabe 20

2 2
2502 — 2 D205 = T 1 5 4=3b=5
v 9 25 “=
Die Steigung der Tangente im Hyperbelpunkt P(xp,yp) kann durch Umformung der

Tangentengleichung bestimmt werden.

Tpr  Ypy ypy  TpT y = 25$px 25
Yyp yp

9 25 25 9
Aus dem Koeflizientenvergleich mit y = max + ¢ ergibt sich:
_ 25xp 9

- —1 = zp= >
T e ST

Da P(xzp,yp) € Hyperbel, miissen zp und yp (*) erfiillen:

92 2 2 144 2 . .
25 - o2 Y, —9yp =225 = —ﬁyp = 225 = keine Losung
Es gibt keine Hyperbelpunkte mit der Tangentensteigung m = 1.

Man hétte dies nach der Bestimmung von @ = 3 und b = 5 durch eine Testrechnung
vorwegnehmen kénnen:

5
Asymptote: y = j:g

Da die Steigung einer Tangente an die Hyperbel nicht kleiner als die Steigung der Asym-
ptote sein kann (siehe Abbildung), ist das Weiterrechnen unnétig.

Y
s, v
\ Y/
\ s
\ oy
\
\( m
P AL
/ O\
/. A\
/. N
//I \\\

Aufgabe 21

Durch einen Koeffizientenvergleich zwischen den beiden Formen der Tangentengleichung

¥y=3"73 37 Y73 7T
und
dr 3y
PR



lassen sich die Werte von ¢ und b bestimmen:

4 4
2 7 7
3 3
I

14



Aufgabe 22
Einsetzen von y = 2x + ¢ in die Hyperbelgleichung;:

2z +q)*
A

42 — 9(2x + q)* = 36

2
T 1
9
4o — 9(4a” 4 4qz + ¢°) = 36
—322°% — 36qx — 9¢°> — 36 = 0
322% + 36gz + 9¢*> + 36 = 0
ar® + Br+v=0
... hat mindestens Losung, wenn D = 32 — 4ay > 0 gilt:
(369)* —4-32-(9¢° +36) >0
1296¢% — 1152¢° + 4608 > 0
144¢* — 4608 > 0
q° > 32
g > +4V/2

(a) fiir |q| > 4v/2
(b) fiir g = 4v/2

15



