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Kegelschnitte

LDie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

Ellipsen

Den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, fiir welche die
Summe der Entfernungen von zwei festen Punkten F; und F;
dieser Ebene konstant ist, nennt man eine Ellipse.
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LDie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

Die Punkte F; und F; heissen die Brennpunkte der Ellipse.
Die Gerade durch F; und F; ist die Hauptachse, die
Mittelsenkrechte der Strecke FiF5 ist die Nebenachse der
Ellipse.

Der Schnittpunkt M der beiden Achsen ist das Zentrum der
Ellipse.

Die Scheitel (oder Scheitelpunkte) A1 und A auf der
Hauptachse sind die Hauptscheitel, die Scheitel B; und B, die
Nebenscheitel.

Die Strecke a = MA; ist die grosse Halbachse, die Strecke
b = MB; ist die kleine Halbachse der Ellipse.
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L pie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

Parabel

Den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, die von einem
festen Punkt F und einer festen Geraden / gleich weit entfernt
sind, nennt man eine Parabel.
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L pie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

v

Der Punkt F heisst Brennpunkt der Parabel.
Die Gerade / ist die Leitgerade der Parabel.

Die Gerade senkrecht auf / durch F ist die Achse a der
Parabel.

Der Parabelpunkt S auf der Achse (der in der Mitte von F
und / liegt) ist der Scheitel der Parabel.
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LDie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

Hyperbel

Der geometrische Ort aller Punkte P einer Ebene, fiir welche die
Differenz der Entfernungen von zwei festen Punkten F; und F;
(den Brennpunkten) dieser Ebene konstant ist, nennt man eine

Hyperbel.

FQ A2

MAI F1
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LDie geometrischen Definitionen der Kegelschnitte

» Die Gerade durch F; und F; ist die Hauptachse, die
Mittelsenkrechte der Strecke F; F> ist die Nebenachse der
Hyperbel.

» Der Schnittpunkt der Achsen (die auch Symmetrieachsen
sind) ist das Zentrum M der Hyperbel.

» Die Schnittpunkte A; und A, der Hauptachse mit der
Hyperbel sind die Scheitel (Scheitelpunkte) der Hyperbel.
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L Koordinatengleichung der Ellipse

Gegeben sei eine zu den Koordinatenachsen symmetrische Ellipse
mit den Halbachsenabschnitten a und b, wobei die Brennpunkte

mit den Koordinaten Fi(c,0) und F»(—c,0) auf der x-Achse liegen
sollen.
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I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

|PFa| + |PFi| = |A1F2| + |A1 A

= |FoM| + |MF1| + |F1A1| + |ALF|

= 2|MF1| + 2|F1A1| = 2(IMF| + |F1 A1)
= 2|MA1| =2a



Kegelschnitte

I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

‘PFQ’ + ’PFl‘ = ‘A1F2’ + ’A1F1|

= |FoM| + |MF1| + |F1AL| + |ALF|
= 2|MFy| + 2R A = 2(|MF| + |FuAy))
= 2|MA1’ =2a

Den Abstand ¢ = |MFi| = |MF;| nennt man die lineare
Exzentrizitat der Ellipse. Fiir diese lineare Exzentrizitat gilt




Kegelschnitte

I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

‘PFQ’ + ’PFl‘ = ‘A1F2’ + ’A1F1|

= |FoM| + |MF1| + |F1AL| + |ALF|
= 2|MFy| + 2R A = 2(|MF| + |FuAy))
= 2|MA1’ =2a

Den Abstand ¢ = |MFi| = |MF;| nennt man die lineare
Exzentrizitat der Ellipse. Fiir diese lineare Exzentrizitat gilt

2= 2B
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Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt:
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LKegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt:
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LKegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt
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LKegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt
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LKegelschnitte im Koordinatensystem
[

Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt
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LKegelschnitte im Koordinatensystem
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Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt
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Koordinatengleichung der Ellipse

Mittelpunktsgleichung

Der Punkt P(x,y) sei ein Punkt auf der Ellipse. Dann gilt
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

c? — 2xca® + a*

=a’[(x —c)* +y?

DA
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]

¢® —2xca® + a* = 2 [x? — 2xc + 2 + y?]

DA
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = a° [xz —2xc+ 2+ yz]
c®—2xca® + a* = a°

x? — 2xca® 4 a*c® + a° y2
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [xz —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a°x® — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? 4 a*

2X2—|—32C2 +32y2 (C2 _ 32 . b2)
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [XQ —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a®x? — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? 4 a*

2X2—|—32C2 +32y2 (C2 _ 32 . b2)

x2(a% — b?) + a* = a®x2 + a%(a® — b?) + a°%y?
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [X2 —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a®x? — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? + a*

224 232 4 2y (P =2 — B
x2(a% — b?) + a* = a®x2 + a%(a® — b?) + a°%y?

a’x? — b2x% + a* = 22°x% + % — 2?b% + %)



Kegelschnitte
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [X2 —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a®x? — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? + a*

224 232 4 2y (P =2 — B
x2(a% — b?) + a* = a®x2 + a%(a® — b?) + a°%y?
P2 b2 4 at = A2+ ot — 2B+ 22y

b2 = —22B2 + 2%)°
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Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [X2 —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a®x? — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? 4+ a* 2x2 4 a%? +a%y? (P =a-b?)
x2(a% — b?) + a* = a®x2 + a%(a® — b?) + a°%y?

a’x? — b2x% + a* = 22°x% + % — 2?b% + %)

b2 = —22B2 + 2%)°

202 = b2 4 222
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[

Koordinatengleichung der Ellipse

X2

X

x2c? —2xca® + a* = 2% [(x — ¢)? + y?]
2

c? — 2xca® + a* = 2° [X2 —2xc+ 2+ yz]
c? — 2xca® + a* = a®x? — 2xca® + a*c? + a%y?
x2c? 4+ a* 2x2 4 a%? +a%y? (P =a-b?)
x2(a% — b?) + a* = a®x2 + a%(a® — b?) + a°%y?

a’x? — b2x% + a* = 22°x% + % — 2?b% + %)

b2 = —22B2 + 2%)°

202 = b2 4 222
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Koordinatengleichung der Ellipse

und b:

x2 2

Gleichung einer Ellipse mit Mittelpunkt M(0,0) und Halbachsen a

y
2 =t

(Ellipsenachsen und Koordinatenachsen fallen zusammen.)
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Koordinatengleichung der Ellipse

Bemerkung

Fiir eine Ellipse, deren Brennpunkte auf der y-Achse liegen,
missen wir die Ellipsengleichung umformen:
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Koordinatengleichung der Ellipse

Bemerkung

Fiir eine Ellipse, deren Brennpunkte auf der y-Achse liegen,
miissen wir die Ellipsengleichung umformen

2 2
Y
b2 32
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I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
|—Fll'a'chenformel der Ellipse

Fiir einen Kreis mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r = 1 gilt:
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I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
|—Fll'a'chenformel der Ellipse

Fiir einen Kreis mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r = 1 gilt:
X +y?=1
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L Flichenformel der Ellipse

Fiir einen Kreis mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r = 1 gilt:
24y =1
Um die Ellipse mit den Halbachsen a und b zu erhalten, strecken

wir den Kreis um den Faktor a an der y-Achse und um den Faktor
b an der x-Achse.

y

A
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L Flachenformel der Ellipse

Das bedeutet, dass der Einheitskreis durch entsprechende
Streckungen an den Koordinatenachsen in eine Ellipse
transformiert werden kann.

Ubertragen wir diese Streckungen auf die Formel fiir die
Kreisflache, so ist folgendes Resultat plausibel:
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LFléchenformel der Ellipse

Das bedeutet, dass der Einheitskreis durch entsprechende
Streckungen an den Koordinatenachsen in eine Ellipse
transformiert werden kann.

Ubertragen wir diese Streckungen auf die Formel fiir die
Kreisflache, so ist folgendes Resultat plausibel:

AEinheitskreis =1-1-7 = AEIIipse =a-b-m
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LTangente und Polare der Ellipse

Tangentengleichung

Die Gleichung einer Geraden soll so gewahlt werden, dass sie mit
einer gegebenen Ellipse genau einen Punkt P(xg, yp) — den
Beriihrpunkt — gemeinsam hat.

y

\k

X0, }/O)

\ 4
x

F2 F1
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Tangente und Polare der Ellipse

2 2
) . Xy
Ell leich =+ ==1
ipsengleichung e: — + %

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

X2
Ellipsengleichung e: — +

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

2 2
Ellipsengleichung e:

X2y
az+

=

=1
b
Tangentengleichung t: y = mx + g

b2X2 + 82y2
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Tangente und Polare der Ellipse

2 2
Ellipsengleichung e:

X2y
az+

=

=1
b
Tangentengleichung t: y = mx + g

b2X2 + 82y2
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Tangente und Polare der Ellipse

t in e einsetzen:

b?x? + a®(mx + q)? = a°b?
b?x? 4+ a®m?x? + 2a°mxq + a°q®> — a°b* =0
a
(03

(a°m? + b?) x? + 2a°mq x + a*q?
—— S~——

a’b* =0 (%)
g
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|—Tangente und Polare der Ellipse

t in e einsetzen:

b’x? + a%(mx + q)? = a*b?
b?x% + 22m?x? + 2a°mxq + a°q®> — a®b* =0
(a*m? + b%) x° +2i2/nlclx +a%¢° —a*b* =0 (%)

« 5 Y

Damit (*) genau eine Lésung hat muss D = 3 — 4ay = 0 gelten.
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Tangente und Polare der Ellipse

B3 —4ay=0

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

B? —day =0
42°m?q? — 4(°m? + b?) (’q> — b)) =0 || : 4

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

a*m?q

B? —day =0

42°m?q? — 4(°m? + b?) (’q> — b)) =0 || : 4
2 (Pmi

—a*m?b? + a’b’q° — azb4) =0
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Tangente und Polare der Ellipse

B? —day =0
43°m?*q? — 4(°m? + b?) (a%q* — a°b%) =0
B P

—a*m?b? + a’b’q° — 32b4) =0

a*m?b? — 2PbPq? + a°b* =0

L

2b2
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Tangente und Polare der Ellipse

B? —day =0
43°m?*q? — 4(°m? + b?) (a%q* — a°b%) =0
B P

—a*m?b? + a’b’q° — 32b4) =0

a*m?b? — 2PbPq? + a°b* =0

2m?— @+ b =0

L

2b2
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Tangente und Polare der Ellipse

a*m?q

62 —4day =0
42°m?q? — 4(°m? + b?) (’q> — b)) =0 || : 4
2 (a4m2q2 — A mP + 2B —32b4) —0

a*m?b? — 2PbPq? + a°b* =0

|| : a°b?
2m?— @+ b =0

P2m 4 b = ¢

(BB)
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Tangente und Polare der Ellipse

a*m?q

62 —4day =0
42°m?q? — 4(°m? + b?) (’q> — b)) =0 || : 4
2 (2*mPq? — A*mPb? + 2B — 22b*) = 0

a*m?b® — 3?b*q* + *b* =0 || : a°b°
2m?— @+ b =0

P2m 4 b = ¢
(BB) ist die Beriihrbedingung

(BB)
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Tangente und Polare der Ellipse

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

_ B
07 %a

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

X0 =

—2a°mgq
200 2(a?m? + b?)

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:
_ =B

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

-6 —2a°mgq
Xp=— =

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:

(BB) —a’mgq
20 2(a2m? + b2)

q2
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Tangente und Polare der Ellipse

-6 —2a°mgq
Xp=— =

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:

88) —a’mq _ a’m
200 2(a2m?+b2) ¢

g
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Tangente und Polare der Ellipse

-6 —2a°mgq
Xp=— =

Die Gleichung (¥) ax? + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung:

2

88) —a’mq _ a’m
200 2(a2m?+b2) ¢

Daraus folgt

q
Yo=mxp+4q
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Tangente und Polare der Ellipse

-6 —2a°mgq
Xp=— =

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

88) —a’mq _ a’m
20 2(a2m?+b2)  ¢2 g
Daraus folgt
a’m
Yo=mxp+q=m: (—T) +4q
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Tangente und Polare der Ellipse

B
Xg = —

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

B —2a’°mgq (BB) —a’mq B a’m
20 2(a2m?+b2)  ¢2 g
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
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Tangente und Polare der Ellipse

B
Xg = —

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

B —2a’°mgq (BB) —a’mq B a’m
20 2(a2m?+b2)  ¢2 g
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
B q? — 22m?
q
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Tangente und Polare der Ellipse

B
Xg = —

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

B —2a’°mgq (BB) —a’mq B a’m
20 2(a2m?+b2)  ¢2 g
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
B q? — 22m? (8B) p2
q

q
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Tangente und Polare der Ellipse

-6 —2a°mgq
Xp=— =

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

(BB) —a’mq
20 2(a2m? + b2)

a2m

q? q

Daraus folgt

2m 2m? 2
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=

q q q

g2 — a?m? (sB) b
q

q
Sind xp, yo und a, b bekannt:




q
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Tangente und Polare der Ellipse

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

-6 —2a°mq  (BB) —a’mgq a’m
X = — = — _ —
07 20 2(22m? + b?) q? q
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
B q? — 22m? (8B) p2
q q
Sind xp, yo und a, b bekannt:
b2

Yo
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Tangente und Polare der Ellipse

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

-6 —2a°mq  (BB) —a’mq a’m
X = — = — _ —
07 20 2(22m? + b?) q? q
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
B q? — 22m? (8B) p2
q q
Sind xp, yo und a, b bekannt:
b2 X0 q
Yo a
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Tangente und Polare der Ellipse

Die Gleichung (¥) ax?® + Bx 4+~ = 0 hat dann die Losung

-6 —2a°mq  (BB) —a’mq a’m
X = — = — _ —
07 20 2(22m? + b?) q? q
Daraus folgt
a’m am? ¢
Yo=mxot+qg=m-|—-———|+qg=— +—=
q q q
B q? — 22m? (8B) p2
q q
Sind xp, yo und a, b bekannt:
b2 . b2
g=~ = __X 2q _ Xo
Yo a
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Tangente und Polare der Ellipse

m und g in die Geradengleichung einsetzen:

y=mx+gq

DA



Kegelschnitte

I—Kegelschnitte im Koordinatensystem
[

Tangente und Polare der Ellipse

m und g in die Geradengleichung einsetzen

y=mx+gq
b%xo 2
y—_—

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

m und g in die Geradengleichung einsetzen

y=mx+gq
b%xg 2
y=———-x+— |-axn
asyo Yo
a’yoy = —b*xox + a°b? | + b%xox
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Tangente und Polare der Ellipse

m und g in die Geradengleichung einsetzen

y=mx+gq
b%xg 2
y —_— e —

a’yoy = —b*xox + a%b?
b*xox + a’yoy = a*b® || : b

IE 32)/0

|| + b?xox
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Tangente und Polare der Ellipse

m und g in die Geradengleichung einsetzen

y=mx+q
b%xg b2
y=——%__x+t— |- a°yo
a“yo Yo
a’yoy = —b*xox + a°b? | + b%xox
b*xox + a’yoy = a*b® || : b
xXoX Yoy 1
F

Tangentengleichung im Ellipsenpunkt P(xg, yo)
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Tangente und Polare der Ellipse

Beispiel 2.1

Bestimme die Beriihrpunkte und die Gleichung der Tangenten an

die Ellipse mit der Gleichung

2 2
9 4

welche die Steigung m = —% haben.
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Tangente und Polare der Ellipse

Offenbar sind a=3 und b =2

DA
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Tangente und Polare der Ellipse

Offenbar sind a=3 und b =2

Tangentenglelchung — + )23/ =1

=

b*xox + a’ypy = a®b?
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Tangente und Polare der Ellipse

Offenbar sind a=3 und b =2

Tangentenglelchung — + )22)/ =1 =
a’yoy = —b’xpx + a*b?

b*xox + a’ypy = a®b?
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Tangente und Polare der Ellipse

Offenbar sind a=3 und b =2

Tangentenglelchung — + Yoy

12 =1 = b’xox+a’yoy = a’b?
a’yoy = —b’xpx + a*b?
b2Xo 32b2 b2Xo b2
Y= Xt T T X
a=yo ayo a=yo Yo
—— <~
m q
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Tangente und Polare der Ellipse

Offenbar sind a=3 und b =2

Tangentenglelchung — +

)23/—1 = b’xox + a’yoy = a’b?
a’yoy = —b%xpx + a*b?
b2Xo 32b2 b2Xo b2
= o, Xt T, Xt
asyo a=yo ayo Yo
—— N~
m q
b xo 4 X0 _ 1
a2 Yo 9 Yo 2 0 2)’0
9
8)’0
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Tangente und Polare der Ellipse

2
(9%/8) 8

Setze die Koordinaten in die Ellipsengleichung ein
(90/8)°
9

=1
4

92 2
64 | 4

9y2 + 163 = 64
25y% = 64

8
Yo==£_

5
9 48 9
== — ¢ — :I:_
=55
P1(1.8,1.6), Pi(—1.8, —1.6)
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LTangente und Polare der Ellipse

Polare einer Ellipse
Gegeben: Koordinatengleichung einer Ellipse und ein Punkt Pgy
ausserhalb der Ellipse.
Gesucht: Gleichungen der Tangenten t; und t; von P an die Ellipse
und die dazu gehorenden Beriihrpunkte P; und Ps.

y
A tl
Py

Po

P>
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Tangente und Polare der Ellipse

oben hergeleitete Formel fiir die Tangente an eine Ellipse
verwenden kdnnen.

Wir werden gleich sehen, dass wir auch bei dieser Aufgabe die
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Tangente und Polare der Ellipse

oben hergeleitete Formel fiir die Tangente an eine Ellipse
verwenden kdnnen.

Wir werden gleich sehen, dass wir auch bei dieser Aufgabe die

XX oy
t1: — +=—==1
1 2 + b2
xXoX Y2y
t: —+—= =1
22 b2
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Tangente und Polare der Ellipse

oben hergeleitete Formel fiir die Tangente an eine Ellipse
verwenden kdnnen.

Wir werden gleich sehen, dass wir auch bei dieser Aufgabe die

CAX Yy
1732 b2
xXoX Y2y
ty: — +2=2 =1
22 b2

offenbar erfiillt Py(xo, yo) beide Gleichungen:
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LTangente und Polare der Ellipse

Wir werden gleich sehen, dass wir auch bei dieser Aufgabe die
oben hergeleitete Formel fiir die Tangente an eine Ellipse
verwenden kdnnen.

XX oy
ty: — =1
1732 b2
_XoX Y2y
[59) 5 7b2 1

offenbar erfiillt Py(xo, yo) beide Gleichungen:
xiXo | YiYo
E2

x2X0 | y2Yo _ 4
a2 b2

1
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Tangente und Polare der Ellipse

Nun ersetzen wir in diesen Gleichungen die Koordinaten x; und x»
durch die unbestimmte Variable x sowie y; und y» durch die
unbestimmte Variable y:

0 Yo _ o
a2 b2
Was erhalten wir?

Eine Gleichung der Geraden durch die Punkte P; und P, — die
Polare des Punktes Py beziiglich der Ellipse.
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L Koordinatengleichung der Parabel

Eine Parabel wird so in das Koordinatensystem gelegt, dass ihr
Scheitelpunkt im Ursprung liegt und die Abszisse ihre
Symmetrieachse ist

y

A

\
X
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Koordinatengleichung der Parabel

Ist p der Abstand des Brennpunkts F zur Leitgeraden /, so hat F
die Koordinaten F(g,O) und / die Gleichung x = —

pP
£.
Dann gilt fiir einen Punkt P(x, y) auf der Parabel:
~8) = (o4 )
(x=5) +r7=(x+3
2 2
x2—px+%+y2:x2—|-px—|—p

4
2 _
—px+y~ = px
y? = 2px

Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt S(0,0) und dem
Brennpunkt F(5,0):
y? = 2px
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Tangente und Polare der Parabel

Gleichung der Tangente
y? = 2px

(Parabel)
y =mx+q (Tangente)
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|—Tangente und Polare der Parabel

Gleichung der Tangente

y? =2px (Parabel)

y =mx+q (Tangente)

(mx + q)? = 2px

m’x? 4+ 2magx + g% = 2px

m? x? +2(mq — p)x +
«

15} Y

2
q
—_——— ~—
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Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.
4(mq —p)® —4m*q* =0
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Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.
4(mq —p)® —4m*q* =0

(mq — p)* —m*q* =0
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|—Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.
4(mq —p)® —4m*q* =0
(mg—p)*> —m*q® =0

m?q® — 2mpq + p*> — m*q®> =0
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|—Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.

4(mq —p)® —4m*q* =0
(mg—p)*> —m*q® =0
m?q® — 2mpq + p*> — m*q®> =0

p>=2mpq || :p#0
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|—Tangente und Polare der Parabel

Die Gleichung () hat genau eine Losung, wenn 32 — 4ay = 0.

4(mq —p)® —4m*q* =0
(mg—p)*> —m*q® =0
m?q® — 2mpq + p*> — m*q®> =0
p>=2mpq || :p#0
p=2mq (BB)



Kegelschnitte

|—Kegelschnitte im Koordinatensystem
[

Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:
o
07 2q

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:
_ =B _ —2(mq—p)
Xg = — =
200 2m?

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
=5, T 2 - 2
2 2m m

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
=5, T 2 - 2
2 2m m

_mg

m?2
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
=5, T 2 - 2
2 2m m

_mg_q
m?2 m
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
Xg= — = =
2« 2m? m>
Yo=m-Xxo+q

mq _ q

m?2

m
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mq—p) BB —(Mg —2mq)
Xg=— = =

2a 2m?2 m?2
Yo=m-xo+qg=m-—+gq

mq _ q

m?2

m
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
=5, T 2 - 2
2 2m m

m?2

q
Yo=m-xo+tqg=m-—+qg=q+q

m

_m3_4q
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

=B —2(mg —p) BB —(mq —2mq)
Xg = — = =

2« 2m? m> m?
YO:m'X0+q=m-%+q:q+q:2q

m

_m3_4q
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Tangente und Polare der Parabel

X0

Koordinaten des Beriihrpunkts:

Yo

_ =B _ =2(mq - p) B8 —(mq — 2mq)
200 2m? m?

=m-><o+q=m-%+q=q+q=2q=

_m3_4q

m?2

p

m

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2 2m? m?2 m2  m
_ _ q _ _ _ P
yo—m-xO+q—m-E+q—q+q—2q——
Tangentengleichung:

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2 2m? m?2 m2  m
_ _ q _ _ _ P
yo—m-xO+q—m-E+q—q+q—2q——
Tangentengleichung:
y=mx+gq

DA
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Tangente und Polare der Parabel

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2 2m? m?2 m2  m
_ _ q _ 5., _ P
yo—m-xO+q—m-E+q—q+q—2q——
Tangentengleichung:
Yy = mx + g = mx + mxp

DA
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:

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mq—p)es —(mg—2mq) mq _q
Xo = — = = — 1 _ 1
2c 2m?2 m? m?2 m
- o q ., P
Yo=m-xo+q=m-—+qg=qg+qg=29=—
m m

Tangentengleichung:

y =mx+q=mx+ mxy = m(x + xo)

DA

u}
o)
I
i
it
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|—Tangente und Polare der Parabel
:

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2c 2m?2 m? m?2 m
- . q - . P
Yo=m-xo+qg=m-—+qg=q+q=29=—
m m

Tangentengleichung:

y:mx+q:mx+mx0:m(x+xo):§(x+xo)
0

DA
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|—Tangente und Polare der Parabel
:

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2c 2m?2 m? m?2 m
- . q - . P
Yo=m-xo+qg=m-—+qg=q+q=29=—
m m

Tangentengleichung:

y:mx+q:mx+mx0:m(x+xo):§(x+xo)
0

DA
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|—Tangente und Polare der Parabel
:

Koordinaten des Beriihrpunkts:

_ =B _ —2(mg—p) BB —(Mg—2mq) mq _ q
X0 = — = = = — = —
2c 2m?2 m? m?2 m
- . q - . P
Yo=m-xo+qg=m-—+qg=q+q=29=—
m m

Tangentengleichung:

y:mx+q:mx+mx0:m(x+xo):§(x+xo)
0

yoy = p(x + xo)

DA

u}

o)
I
i

it
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LTangente und Polare der Parabel

Gleichung der Polaren

Die Gleichung der Polare der Parabel mit der Gleichung y = 2px
beziiglich des Punktes P(xg, yp) lasst sich analog zum Fall der
Ellipse herleiten und lautet entsprechend:

yoy = p(x + xo)
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Tangente und Polare der Parabel

Beispiel 2.2

den Punkt P(—2,1) gehen.

Bestimme die Beriihrungspunkte und die Gleichungen der beiden
Tangenten an die Parabel mit der Gleichung p: y? = 4x, die durch
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Tangente und Polare der Parabel

2p=4 = p=2

DA
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Tangente und Polare der Parabel

2p=4 = p=2

P liegt nicht auf der Parabel, denn 12 # 4 - (—2).

DA
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Tangente und Polare der Parabel

2p=4 = p=2

P liegt nicht auf der Parabel, denn 12 # 4 - (—2)

Polare: g: y = 2(x — 2)

= y=2x—4
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|—Tangente und Polare der Parabel

2p=4 = p=2

P liegt nicht auf der Parabel, denn 12 # 4 - (—2).

Polare: g: y =2(x—2) = y=2x—4

Schnittpunkte von Polare und Parabel:
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Tangente und Polare der Parabel

2p=4 = p=2

P liegt nicht auf der Parabel, denn 12 # 4 - (—2)

Polare: g: y = 2(x — 2)

= y=2x—4
Schnittpunkte von Polare und Parabel:

(2x — 4)? = 4x
4x% — 16x + 16 = 4x
4x% —20x+16 =0
x> —Bx+4=0
(x—1)(x—4)=0
xx=1 = B =(1,-2)
xx=4 = By=(4,4)
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Tangente und Polare der Parabel

Beriihrpunkte in die Tangentengleichungen einsetzen:

DA
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Tangente und Polare der Parabel

— 2y =2(x +1)
tr: 4y =2(x+4)

Beriihrpunkte in die Tangentengleichungen einsetzen
t1: =

tiry=-—x-—1
=

t2:y=%X+2
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L Koordinatengleichung der Hyperbel

Gegeben ist eine zu den Koordinatenachsen symmetrische
Hyperbel, deren Hauptachse mit der x-Achse zusammenfallt.

Die Brennpunkte haben die Koordinaten Fi(c,0) und Fo(—c,0)
und die Scheitelpunkte S1(a,0) bzw. S3(—a, 0) mit ¢ > a. Wir
legen eine Strecke der Linge b durch die Beziehung b = ¢ — a°
fest.

F2 a \R
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Koordinatengleichung der Hyperbel

Fiir einen Punkt P(x, y) auf der Hyperbel gilt:
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Koordinatengleichung der Hyperbel

Fiir einen Punkt P(x, y) auf der Hyperbel gilt:

PF, — PF — +2a

\/(x—l—c)2—i—y2—\/(x—c)2+y2::lz2a

V(x+e)P2+y2=4/(x—c)2+y?+2a

(x—i—c)z—i—yz=(x—c)2—i—y2:|:4an/(x—c)2+y2—i—4a2

X2 4 2xc 4+ c? = x* = 2xc + > £4a\/(x — )2 + y? + 42°

4xc — 4a° = +4a\/(x — c)2 + y2
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Koordinatengleichung der Hyperbel

xc—a2:

2

X

2

+ay/(x —¢)? + y?

X C

X2

c? —2xca® + a* = & [(x — c)? + y2]

2

2 —2xca® + a* = a?[x* — 2xc + ? + 7]
2 —2xca® +a*=a

x? — 2xca® + a*c? + a° y2

2

X C 2

x%(c

22— 2y = 2P
2

X2C2 + 34 _ 82X2 + a2c2 + 32_)/2
2

2

_ a2)

a%) — a%y? = a%(c
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L Koordinatengleichung der Hyperbel

Mit b? = ¢ — a2 erhilt man die Gleichung einer zu den
Koordinatenachsen symmetrischen Hyperbel, deren Scheitelpunkte
auf der x-Achse liegen und den Abstand 2a haben. Dabei fallen die
Hyperbelachsen mit den Koordinatenachsen zusammen.
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L Koordinatengleichung der Hyperbel

Mit b? = ¢ — a2 erhilt man die Gleichung einer zu den
Koordinatenachsen symmetrischen Hyperbel, deren Scheitelpunkte
auf der x-Achse liegen und den Abstand 2a haben. Dabei fallen die
Hyperbelachsen mit den Koordinatenachsen zusammen.

x2 y2

2 Rl

X2 — 2y? = 2B
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Koordinatengleichung der Hyperbel

Bemerkungen

» Die Streckenlinge b mit b?> = c? — a? ist die imaginire
Halbachse der Hyperbel.
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LKoordinatengleichung der Hyperbel

Bemerkungen

» Die Streckenlinge b mit b?> = c? — a? ist die imaginire
Halbachse der Hyperbel.

» Die Punkte S3(0, b) und 54(0, —b) nennt man die
Nebenscheitel der Hyperbel.

u}

o)
I

i
it




Kegelschnitte
LKegelschnitte im Koordinatensystem

L Koordinatengleichung der Hyperbel

Bemerkungen

» Die Streckenlinge b mit b?> = c? — a? ist die imaginire
Halbachse der Hyperbel.

» Die Punkte S3(0, b) und 54(0, —b) nennt man die
Nebenscheitel der Hyperbel.

» Lost man die Hyperbelgleichung nach y auf, so erhdlt man fiir
fiir grosse |x|:
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L Koordinatengleichung der Hyperbel

Bemerkungen

» Die Streckenlinge b mit b?> = c? — a? ist die imaginire
Halbachse der Hyperbel.

» Die Punkte S3(0, b) und S4(0, —b) nennt man die
Nebenscheitel der Hyperbel.

» Lost man die Hyperbelgleichung nach y auf, so erhdlt man fiir
fiir grosse |x|:

x2 b? b
=4/ (5 —1) m+y Hx2=+-
Y (32 ) a2 a
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L Koordinatengleichung der Hyperbel

Bemerkungen

» Die Streckenlinge b mit b?> = c? — a? ist die imaginire
Halbachse der Hyperbel.

» Die Punkte S3(0, b) und 54(0, —b) nennt man die
Nebenscheitel der Hyperbel.

» Lost man die Hyperbelgleichung nach y auf, so erhdlt man fiir
fiir grosse |x|:

x2 | b2 b
Y (32 ) a2 a

b
Die Geraden y = :tgx sind die Asymptoten der Hyperbel.
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Tangente und Polare der Hyperbel

XX Yoy _

Analog wie bei der Ellipse erhalten wir die Gleichung der Tangente
Punkt P(xo, y0):
a2 p2 !

fiir einen Hyperbelpunkt bzw. die Gleichung der Polare fiir einen
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Tangente und Polare der Hyperbel

Beispiel 2.3

Bestimme die Beriihrpunkte der beiden Tangenten vom Punkt
Q(2,2) aus an die Hyperbel mit der Gleichung

h: X2

2
N A
4 9
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|—Tangente und Polare der Hyperbel

Gleichung der Polare

x_ 2y
4 9
X 2y
———==1
2 9
9x —4y =18
_ 9x—18
4
pNh: 9x% — 4y% =36
_1a)2
9X2_u:36

36x% — (9x — 18)% = 144

36x° — (81x> — 324x 4 324) = 144
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