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Stochastik
Ll Mengen

Begriffe
Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von Objekten, die
Elemente der Menge genannt werden.
Ist x ein Element von M, schreiben wir x € M, andernfalls x ¢ M.

Eine Menge kann auch keine Elemente enthalten. In diesem Fall
wird sie leere Menge genannt und mit () oder { } bezeichnet.
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Beschreibung von Mengen

Enthdlt die Menge M endlich viele Elemente x1, x2,

konnen wir sie in aufzdhlender Form darstellen:

M = {x1,x2, .
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Beschreibung von Mengen

Enthdlt die Menge M endlich viele Elemente x1, x2, ..., X, SO
konnen wir sie in aufzdhlender Form darstellen:

M = {x1,x2,...,Xn}

Wenn M unendlich viele Elemente x1, xo, ... enthilt, die sich
durchnummerieren lassen, schreiben wir

M = {X1,X2,X3,...}

Eine solche Menge M wird abzahlbar unendlich genannt.
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Fiir grosse Mengen eignet sich die beschreibende Form:
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I—l Mengen

Fiir grosse Mengen eignet sich die beschreibende Form:

M = {x | x hat Eigenschaft E}
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Fiir grosse Mengen eignet sich die beschreibende Form:
M = {x | x hat Eigenschaft E}

Beispiele:

» M; = {x|x € Nund x ist gerade} = {2,4,6,...}
> M ={x|xeRund 0 <x <1}

M- hat so viele Elemente, dass diese sich nicht durchnummerieren
lassen. Eine solche Menge wird iiberabzahlbar (unendlich) genannt.
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Teilmengen

Ist jedes Element einer Menge A auch Element einer Menge B,
wird A Teilmenge von B genannt. Dafiir schreibt man A C B oder
B DA

Gilt A C B und B C A, so sind beide Mengen gleich und wir
schreiben A = B.

Es ist manchmal vorteilhaft eine Grundmenge Q einzufiihren, die
alle Objekte enthilt, die moglicherweise von Interesse sein konnen.
In diesem Falle betrachtet man nur Mengen, die Teilmengen von Q2
sind.
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Mengenoperationen

Das Komplement einer Menge A beziiglich einer Grundmenge 2 ist
die Menge aller Elemente in € die nicht in A liegen und wird mit A
oder A€ bezeichnet.

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die in A oder in B liegen und wird mit AU B bezichnet.
(,oder" wird nicht im ausschliessenden Sinne gebraucht.)

Die Schnittmenge zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die sowohl in A als auch in B liegen und wird mit AN B
bezeichnet.

Sind A und B Mengen, so wird die Menge aller Element aus A, die
nicht in B liegen Mengendifferenz genannt und mit A\ B [sprich:
»A ohne B"] bezeichnet. Die Mengendifferenz ist jedoch keine
neue Operation, denn innerhalb einer Grundmenge €2 gilt:

A\ B=AnNB.
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Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die Menge
aller Paare (x,y) mit x € Aund y € B und wird mit A x B
bezeichet. Beispiel:

{1,a,2} x {a,3} = {(1,a),(1,3),(a,a),(a,3),(2,a),(2,3)}

Ist A eine Menge, so wird die Menge aller Teilmengen von A
Potenzmenge genannt und mit P(A) oder 2# bezeichnet. Damit
sind die Elemente der Potenzmenge selbst Mengen.

Beispiel:

P({1,2,3}) = {0.{1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3}, {2,3},{1,2,3}}



Stochastik
I—l Mengen

Zusammenfassung der Mengenoperationen
A={x|x€Qund x ¢ A}
AUB = {x|x € Aoder x € B}
ANB={x|xe€Aund x € B}
A\B={x|xcAundx¢ B} =ANnB
Ax B={(x,y)|x€Aund y € B}
P(A) = (M| McC A}
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Mengenalgebra

Die Mengenoperationen haben verschiedene Eigenschaften:
Kommutativgesetze: AUB=BUA
ANB=BnNA
Assoziativgesetze: (AUB)UC =AU (BUC)
(AnB)NC=ANn(BNC)
Distributivgesetze: AU(BNC) = (AU B) (AU Q)
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
Gesetze von DE MORGAN: AUB = ANB
ANB=AUB
Spezialfille: AU = A AUA=A AUQ=0Q
AND=10 ANA=A ANQ=A
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Machtigkeit von Mengen

Ist A eine endliche Menge, so ist die Machtigkeit von A die Anzahl
der Elemente von A und wird mit |A| abgekiirzt.

Zwei Mengen A und B sind gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: A — B gibt.

Eine Menge, die gleichmachtig zu einer Teilmenge von N ist, heisst
abzédhlbar. Eine Menge die nicht abzahlbar ist, heisst
iberabzahlbar.
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Das Einschluss-Ausschluss-Verfahren

Sind Ai, Az, ..., A, beliebige Teilmengen von M, so lasst sich mit
dem folgenden Verfahren die Machtigkeit der Vereinigungsmenge

AlUAgU--'UAn:UA;
i=1

aus den Michtigkeiten aller Schnittmengen bestimmen:

= > 'N 4

Jc{1,..,n} jed

n

U

i=1

Beispiele: (Aus Platzgriinden schreiben wir A fiir Ay, B fiir Ay, ...)
n=2:|AUB|=|A|+|B| - |ANB|

n=3:|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CRA|+]ANBNC]
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Zufallsexperimente

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment, dessen Ausgang nicht
vorhersehbar ist.

(a) Augenzahl beim Werfen eines Spielwiirfels
(b) zweifacher Miinzwurf
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Stichprobenraum

Die Menge aller moglichen Ergebnisse (outcomes) wird
Stichprobenraum (sample space) genannt und meist mit Q
bezeichnet.

(a) 2=1{1,2,3,4,5,6}
(b) Q ={ZZ,ZW,WZ, WW} (Z: Zahl, W: Wappen)

Die Elemente eines Stichprobenraums miissen jedes Ergebnis
darstellen und sich gegenseitig ausschliessen (collectively
exhaustive, mutually exclusive).
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Wahl des Modells

Bei der Wahl eines Stichproberaums haben wir eine gewisse
Freiheit, welche Faktoren in das Modell einbezogen werden.

Jemand konnte auf die Idee kommen, dass die Luftfeuchtigkeit
einen Einfluss auf den Ausgang des doppelten Miinzwurfs hat.
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Wahl! des Modells

Bei der Wahl eines Stichproberaums haben wir eine gewisse
Freiheit, welche Faktoren in das Modell einbezogen werden.

Jemand konnte auf die ldee kommen, dass die Luftfeuchtigkeit
einen Einfluss auf den Ausgang des doppelten Miinzwurfs hat.

Q= {+2Z,+ZW, +WZ +WW,—-Z2Z,—ZW,—WZ, —WW}
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Wahl! des Modells

Bei der Wahl eines Stichproberaums haben wir eine gewisse
Freiheit, welche Faktoren in das Modell einbezogen werden.

Jemand konnte auf die ldee kommen, dass die Luftfeuchtigkeit
einen Einfluss auf den Ausgang des doppelten Miinzwurfs hat.

Q= {+2Z,+ZW, +WZ +WW,—-Z2Z,—ZW,—WZ, —WW}

wobei ,,+" hohe und ,, —" niedrige Luftfeuchtigkeit bedeutet

Die Wahl der Faktoren, die den Ausgang des Experiments
beeinflussen, liegt in der Hand des Experimentators.
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Beispiel 2.1 (diskreter Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit einem Gliicksrad:

zweiter Lauf
w

Y

1 2 3

X = erster Lauf

4
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sequentielle Beschreibung mittels Baumdiagramm:

1,1
1,2
13

14
31
3>
33
34
41

42
43
44

Bemerkung: Die Zwischenergebnisse beim ersten Lauf werden
manchmal auch Resultate genannt, um sie von dem Ergebnis zu
unterscheiden.
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A

Beispiel 2.2 (stetiger Stichprobenraum)
y

1

Q={(xy):0<x,y,<1}

\ 4
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Ereignisse

» Ereignis (event): Teilmenge des Stichprobenraums.

» Jedem Ereignis wird eine Zahl (Wahrscheinlichkeit,
probability) zugeordnet

Ein Ereignis A C Q trifft ein, wenn das Ergebnis in A liegt.

Ist w ein Ergebnis, so wird {w} manchmal auch Elementarereignis
genannt.

In iiberabzahlbaren Stichprobenrdumen gibt es , exotische"
Teilmengen, denen keine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden
kann. Da sie ,nur" in der Theorie und nicht in den Anwendungen
auftreten, schliessen wir sie fiir die folgenden Betrachtungen aus:

Y bezeichnet die Menge aller A C Q, denen eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet werden kann und wird Sigma-Algebra genannt.
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Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Eine Abbildung P, die jedem Ereignis A € X eine Zahl zuordnet
und folgende Bedingungen erfiillt, wird Wahrscheinlichkeitsfunktion
(law of probability) genannt.

(1) VA€ X: P(A) >0
(2) P(Q) =1
(3) VA, B € ¥ disjunkt: P(AU B) = P(A) + P(B)

Fiir bestimmte Situationen muss (3) verscharft werden:

o0 [ee]
(3') VA1, Az, ... € ¥ paarweise disjunkt: P (U A,-) = Z P(A)
i i=1
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Bemerkung

Die Wahl der Wahrscheinlichkeitsfunktion P wird durch die

Axiome zwar eingeschrankt aber nicht eindeutig festgelegt.
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)

Beweis:
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)

Beweis:
e
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)
Beweis:

12 p@)
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)

Beweis:

12 p(Q) = P(AUA)
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)
Beweis:

12 p) = P(auA) 2 P(a) + P(A)
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)
Beweis:

12 p) = PAUA) Y P(a) + PA) =
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)
Beweis:

12 p) = PAUA) Y P(A) + P(A) = P(A)=1- P(A)
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Folgerung 1

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P(A)=1-P(A) (F)
Beweis:

12 p@)=PAuA) 2 P(A)+ PA) = P(A)=1-P(A)
0
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (FR)

Beweis:

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (FR)

Beweis: Wegen (1) muss nur noch P(A) < 1 gezeigt werden.

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (FR)

Beweis: Wegen (1) muss nur noch P(A) < 1 gezeigt werden.

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (F)
Beweis: Wegen (1) muss nur noch P(A) < 1 gezeigt werden.

p(a) 21— p(a)

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (FR)

Beweis: Wegen (1) muss nur noch P(A) < 1 gezeigt werden.

(F1) (1)

P(A)'="1-P(A) <1

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 2

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

0<PA <1 (FR)

Beweis: Wegen (1) muss nur noch P(A) < 1 gezeigt werden.

(F1) — (1)

PA) 21— p(A) <1 O

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P@) =0 (F3)

Beweis:
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P@)=0 (F3)
Beweis:

ORE
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P0)=0 (Fs)
Beweis:
P@) "2 1 - P(D)
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

PM®)=0 (F3)
Beweis:
P) 21— P@) =1 - P(Q)
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P)=0 (Fs)
Beweis:
P) 21— Py =1- P) 2




Stochastik
L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

P@) =0 (Fs3)
Beweis:
PO) P 1-pPl)=1-P@)Z1-1=0
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Folgerung 3

Sei A ein Ereignis in einem Stichprobenraum Q und P: ¥ — R
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome (1)—(3)
erfiillt. Dann gilt:

PO) =0 (F)
Beweis:
P0) @ 1- PO =1-P@)Z1-1-0 :

u}
o)
I
i
it
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (Fa)

Beweis:
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (F4)
Beweis:

P(B) =

u}
o)
I

i
it
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (F4)
Beweis:

P(B) = P(AU[B\ A)) &

u}
o)
I

i
it
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (F4)
Beweis:

P(B) = P(AU[B\ A)) 2 P(4) + P(B\ A)

u}
o)
I

i
it
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (F4)
Beweis:

P(B) = P(AU[B\ A)) 2 P(4) + P(B\ A)

)
Wegen P(B\ A) > 0, muss P(A) < P(B) gelten.
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Folgerung 4

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum Q mit A C B
und P: ¥ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die
Axiome (1)—(3) erfiillt. Dann gilt:

P(A) < P(B) (F4)
Beweis:

P(B) = P(AU[B\ A)) 2 P(4) + P(B\ A)

)
Wegen P(B\ A) > 0, muss P(A) < P(B) gelten. O
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:

P(AU B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:

P(AUB) = P(AU[AN B])
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:

P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AUTAN B]) ¥ P(4) + P(AN B)
P(B) = P(Q N B)



Stochastik
L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)
P(B) = P(QN B) = P((AUA) N B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AUTAN B]) ¥ P(4) + P(AN B)
P(B) = P(QN B) = P((AUA) N B)
=P((ANB)U(ANB))
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)
P(B) = P(2n B) = P((AU A)N B)
= P((ANB)U(ANB)) = P(AN B)+ P(AN B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AUTAN B]) ¥ P(4) + P(AN B)
P(B) = P(QN B) = P((AUA) N B)
=P(ANB)U(ANB))=P(ANB)+ P(AN B)
P(AN B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis:

P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)

(
P(B) = P(2N B) = P((AUA) N B)
= P((ANB)U(ANB)) = P(AN B) + P(AN B)
P(

P(AN B) = P(B) — P(AN B)



Stochastik
L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)
P(B)=P(QNB)=P((AUA)N B)

(
(
P((ANB)U(ANB)) = P(AN B) + P(AN B)
P(ANB) = P(B) — P(AN B)

P

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Folgerung 5

Seien A und B Ereignisse in einem Stichprobenraum € und
P: ¥~ — R eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, welche die Axiome
(1)—(3) erfiillt. Dann gilt der Additionssatz:

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Beweis:
P(AUB) = P(AU[AN B]) 2 P(A) + P(AN B)
P(B)=P(QNB)=P((AUA)N B)

(
(
P((ANB)U(ANB)) = P(AN B) + P(AN B)
P(ANB) = P(B) — P(AN B)

P

P(AUB) = P(A)+P(B)— P(ANB) [
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Beispiel 2.3 (P auf endlichem Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit dem Gliicksrad

2. Lauf

4
3
2
1

Y

1 2 3 4
X = 1. Lauf

jedes Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit:
(a) P({(ey): (X.Y) = (LD V(X,Y) = (3.2)}) =
(b) P({(x,y): X=3})=

(© P({x,y): X +Y <4}) =
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Beispiel 2.3 (P auf endlichem Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit dem Gliicksrad

2. Lauf

4
3
2
1

Y

1 2 3 4
X = 1. Lauf

jedes Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit: %
(a) P({(ey): (X.Y) = (LD V(X,Y) = (3.2)}) =
(b) P({(x,y): X =3}) =

(© P({x,y): X +Y <4}) =



Stochastik
L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Beispiel 2.3 (P auf endlichem Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit dem Gliicksrad

2. Lauf

4
3
2
1

Y

1 2 3 4
X = 1. Lauf

jedes Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit: %
(a) P({(ey): (X.Y) = (LD V(X,Y) = (3.2)}) =
(b) P({(x,y): X =3}) =

(© P({x,y): X +Y <4}) =
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Beispiel 2.3 (P auf endlichem Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit dem Gliicksrad

2. Lauf

4
3
2
1

Y

1 2 3 4
X = 1. Lauf

1
jedes Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit: 16

(@) P({(x): (X ¥) = (L) V(X ¥) =(3,2)}) = 1
(b) P({(x,y): X =3}) = 116 _ %

(© P({x,y): X +Y <4}) =
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Beispiel 2.3 (P auf endlichem Stichprobenraum)

Zwei Laufe mit dem Gliicksrad

2. Lauf

4
3
2
1

Y

1 2 3 4
X = 1. Lauf

jedes Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit: %
(a) P({(x,y): (X, Y)=(1,1) V(X,Y)=(3,2)}) =
(b) P({(x,y): X =3})= li =

(© P({(x,y): X+Y <4}) =
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Diskrete Gleichverteilung (Discrete uniform law)

Wenn wir annehmen diirfen, dass alle Ereignisse
gleichwahrscheinlich sind, gilt:

__Anzahl Elemente von A giinstige Falle
~ Anzahl Elemente von Q  mdgliche Fille

P(A)

P> Experimente dieser Art heissen auch Laplace-Experimente
» Wahrscheinlichkeitsberechnungen — Zahlen
> Anwendung: fairen Miinze, Wiirfeln, Kartenspiele, . ..

» kompliziertere Beispiele — Kombinatorik
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1“

Stetige Gleichverteilung (Continuous uniform law)
y

> X
00 1

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
(a) P((X.Y)

= (0.4,0.7)) =
b) P(X =0.6) =

(X
PX+Y<3)=
(X*<vY)=

P
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1“

Stetige Gleichverteilung (Continuous uniform law)
y

> X
00 1

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
(a) P((X.Y)

=(0.4,0.7)) =0
b) P(X =0.6) =

(X
PX+Y<3)=
(X*<vY)=

P
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1“

Stetige Gleichverteilung (Continuous uniform law)
y

> X
00 1

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
(a) P((X.Y)

=(0.4,0.7)) =0
b) P(X =0.6) =0

(X
PX+Y<3)=
(X*<Y)=

P
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1“

Stetige Gleichverteilung (Continuous uniform law)
y

> X
00 1

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
(a) P((X.Y)

=(0.4,0.7)) =0
b) P(X =0.6) =0

(X
P(X+Y<3)
(X*<Y)=

1
8
) P
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Stetige Gleichverteilung (Continuous uniform law)
y
1A

> X
00 1

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
(a) P((X,Y) = (0.4 0.7)) =0
b) P( =0.6) =
v -
(X2

|

P
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
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Q=

Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
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L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
Q={z, Wz, WWZ, WWWZ, WWWWZ, ...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n)
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
Q={z, Wz, WWZ, WWWZ, WWWWZ, ...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
Q={z, Wz, WWZ, WWWZ, WWWWZ, ...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

p
1
2
‘1
f
| 1
16
TTQ=
T2 3 4 5
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

P
1
2
1
4 1
‘ I 8 116
T ! 3
1 2 3 4 5
P({2,4,6,...}) &
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

p
1
2
‘ ,
M 1
I
T t :
1 2 3 4 5
N1
P({2,4.6,.. 1) F
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

P
1
2
‘ :
4 1
| 1
! Y .
1 2 3 4 5
P({2,4.6, .. })—7+i
T 16
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
Q={z, Wz, WWZ, WWWZ, WWWWZ, ...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

p
1
2
‘ .
M 1
[
! Y . ,
1 2 3 4 5 i
@1l 1 1
P({2,4 o



Stochastik
L2 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

P
1
2
‘ ,
M 1
I
! T .
1 2 3 4 5
@1 1 1
P({2,4,6,...}) = — + — ..
({? ] }) + 6+64+
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:
Q={z, Wz, WWZ, WWWZ, WWWWZ, ...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

p
1
2
‘ :
M 1
g
! ] . R
1 2 3 4 5 7
@1 1 1 11
P({2,4.6,.. 1) =2 -4 — 4 —+... ==.
({7 y Yy }) + 6+64+ 4 1_% . 7
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

P
1
2
‘ 1
4 1
[
! Y . ‘
1 2 3 4 5 -
(3/)1 1 1 11
P({2.4.6.... = — = —

SN
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Diskreter unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wourf einer Miinze, bis zum ersten Mal ,, Zahl" erscheint:

Q= {7, WZ, WWZ, WWWZ, WWWWZ,...}

P(Zahl beim n-ten Wurf) = P(n) =2"

P
1
2
‘ 1
4 1
[
! Y . ‘
1 2 3 4 5 -
(3/)1 1 1 11
P({2.4.6.... = — = —

SN
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Stetiger unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A
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Stetiger unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A

1= P@) =P (U{(w)}) PG =Y 0=0
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Stetiger unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(A) = Flacheninhalt von A

1= P@Q) =P (U{(w)}) =PIl =3 0=0

Die Punkte eines Kontinuums (Strecke, Flache,
nicht durch eine Folge P1, P>,

.) lassen sich

... abzdhlen. Solche Mengen sind
liberabzahlbar und (3') darf nicht angewendet werden.

m]

=
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»Rezept™ zur Losung von Wahrscheinlichkeitsaufgaben

1. Beschreibung des Stichprobenraums, d. h. die Menge aller
moglichen Ereignisse des gegebenen Experiments.

2. Wahl einer Wahrscheinlichkeitsfunktion. (Wie wahrscheinlich
ist jedes Ereignis?)

3. Berechnung der (bedingten) Wahrscheinlichkeiten der
interessierenden Ereignisse.
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Worum geht es?

Wie verdandern zusatzliche Informationen unsere Vorstellungen
sind?

dariiber, wie wahrscheinlich die Ereignisse eines Zufallsexperiments
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A sei ein Ereignis in Q. Wie veradndert sich unsere Einschitzung
von P(A) wenn wir erfahren, dass Ereignis B eingetreten ist?
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A sei ein Ereignis in Q. Wie veradndert sich unsere Einschitzung
von P(A) wenn wir erfahren, dass Ereignis B eingetreten ist?

Bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B:

P(AN B)

P(AIB) = “ i)

wobei P(B) # 0
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Das Gliicksrad mit vier gleich grossen Feldern, die mit den Zahlen
1, 2, 3 und 4 beschriftet sind, wird anderswo 2 Mal in Gang
gesetzt.

A: Die Summe der beiden Zahlen betrigt 4.
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Das Gliicksrad mit vier gleich grossen Feldern, die mit den Zahlen
1, 2, 3 und 4 beschriftet sind, wird anderswo 2 Mal in Gang
gesetzt.

A: Die Summe der beiden Zahlen betrigt 4.

P(A)
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Das Gliicksrad mit vier gleich grossen Feldern, die mit den Zahlen
1, 2, 3 und 4 beschriftet sind, wird anderswo 2 Mal in Gang
gesetzt.

A: Die Summe der beiden Zahlen betrigt 4.

'D(A) = 'D({(lv 3)7 (2a 2)7 (37 1)})
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Das Gliicksrad mit vier gleich grossen Feldern, die mit den Zahlen
1, 2, 3 und 4 beschriftet sind, wird anderswo 2 Mal in Gang
gesetzt.

A: Die Summe der beiden Zahlen betrigt 4.

P(A) = P({(l,3), (2,2),(3, 1)}) - l%
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Das Gliicksrad mit vier gleich grossen Feldern, die mit den Zahlen
1, 2, 3 und 4 beschriftet sind, wird anderswo 2 Mal in Gang
gesetzt.

A: Die Summe der beiden Zahlen betrigt 4.

3

P(A) = P({(1,3).(22). 3. D}) = ¢

Wir erfahren, dass ein Ereignis B eingetroffen sei. Wie verdndert
diese Informationen unsere Einschitzung beziiglich P(A)?
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(a) B: Beide Zahlen sind ungerade
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|—3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(a) B: Beide Zahlen sind ungerade
P(A|B)
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|—3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(a) B: Beide Zahlen sind ungerade

p(aiz) = PANB)

P(B)
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|—3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(a) B: Beide Zahlen sind ungerade
P(AIB) = P(AN B)

P(B)

PH(1,3), (3, 1)})
P{(1,1),(1,3),(3,1),(3,3)})
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(a) B: Beide Zahlen sind ungerade
P(AIB) = P(AN B)

_ P({(1,3),(3,1)})
P(B) — P({(1,1),(1,3),(3,1),(3,3)})
2 13

T4 2716
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(b) B: die erste Zahl ist gerade

DA
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(b) B: die erste Zahl ist gerade

P(A|B)

DA
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(b) B: die erste Zahl ist gerade

p(aiz) = PANB)

P(B)
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|—3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(b) B: die erste Zahl ist gerade

p(aiz) = PANB)

P(B)
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(b) B: die erste Zahl ist gerade

p(aiz) = PANB)

P(B)

P({(2.2)})

T PH(2,1),...,(2.4),(41),...,(4 8}
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(b) B: die erste Zahl ist gerade

p(aiz) = PANB)

P(B)
_ P({(2,2)})
P({(2,1),...,(2,4),(4,1),...,(4,4)})
13
~5 16
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind Wahrscheinlichkeiten

Sei (2 ein Stichprobenraum mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion,
welche die Axiome (1)—(3) erfiillt. Es sei ferner B C Q ein fest
gewihltes Ereignis mit P(B) # 0. Dann definiert fiir jedes A C Q

auch
P(AN B)

P(B)
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q. (Beweis: Ubungen)

Po(A) = P(AE) =
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind Wahrscheinlichkeiten

Sei (2 ein Stichprobenraum mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion,
welche die Axiome (1)—(3) erfiillt. Es sei ferner B C Q ein fest
gewihltes Ereignis mit P(B) # 0. Dann definiert fiir jedes A C Q

auch
P(AN B)

P(B)
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q. (Beweis: Ubungen)

Ps(A) = P(AB) =

Bedingte Wahrscheinlichkeiten definieren also eine
Wahrscheinlichkeitsfunktion relativ zum Ereignisraum B.

Falls 2 aus endlich vielen gleich wahrscheinlichen Ergebnissen
besteht, gilt speziell:

Anzahl der Elemente von AN B
Anzahl der Elemente von B

P(A|B) =
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Beispiel 3.1

Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.

Gesucht: P(A|B) wobei
A = {mehr Wappen als Zahl}
B = {erster Wurf zeigt Wappen}
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Beispiel 3.1
Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei
A = {mehr Wappen als Zahl}
B = {erster Wurf zeigt Wappen}

Q = {WWW, WWZ, WZW, ZWW, WZZ,ZWZ,ZZW, ZZZ}
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Beispiel 3.1

Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei

A = {mehr Wappen als Zahl}

B = {erster Wurf zeigt Wappen}

Q= {WwWw, WWz, WZW,ZWW ,WZZ,ZWZ,ZZW ,ZZZ}

B = {WWW, WWZ, WZW, ZWW}

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 3.1

Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei

A = {mehr Wappen als Zahl}

B = {erster Wurf zeigt Wappen}

Q = {WWW, WWZ, WZW, ZWW, WZZ,ZWZ,ZZW, ZZZ}
B = {WWW, WWZ, WZW, ZWW}

AN B = {WWW, WWZ, WZW}

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 3.1

Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei

A = {mehr Wappen als Zahl}

B = {erster Wurf zeigt Wappen}

Q = {WWW, WWZ, WZW, ZWW, WZZ,ZWZ,ZZW, ZZZ}
B = {WWW, WWZ, WZW, ZWW}
AN B = {WWW, WWZ, WZW}

P(A|B) = P(Ff‘(g)B) _

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 3.1
Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei
A = {mehr Wappen als Zahl}
B = {erster Wurf zeigt Wappen}
Q= {WWw, WWz, WZW, ZWW ,Wz2Z,ZWZ,ZZW,ZZZ}
B = {WWW, WWZ, WZW, ZWW}
AN B ={WWW, WWZ, WZW'}

P(ANB) 3/8

P(AIB) = P(B) ~ 4/8

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 3.1
Eine faire Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.
Gesucht: P(A|B) wobei
A = {mehr Wappen als Zahl}
B = {erster Wurf zeigt Wappen}
Q= {WWw, WWz, WZW, ZWW ,Wz2Z,ZWZ,ZZW,ZZZ}
B = {WWW, WWZ, WZW, ZWW}
AN B ={WWW, WWZ, WZW'}

P(ANB) 3/8 3
PABY="pE) ~a/s~a

u}
o)
I
i
it
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Multiplikationssatz
Umformung der Definition der bedingten Wahrscheinkeit

P(BNA) P(ANB)

PEA =P P

ergibt den Multiplikationssatz:
P(ANB) = P(A) - P(B|A)

Um die Wahrscheinlichkeit von ,,A und B" zu berechnen, muss die
Wahrscheinlichkeit von A mit der Wahrscheinlichkeit von ,,B
gegeben A" multipliziert werden (oder umgekehrt).
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Beispiel 3.2

In einer Population betrage die relative Haufigkeit, dass ein
Individuum einen Risikofaktor fiir eine bestimmte Krankheit
aufweist, 10% (Pravalenz).

Nun l3sst sich das Vorhandensein des Risikofaktors mit einem
medizinischen Test untersuchen, der jedoch nicht perfekt ist.

Bei einem Individuum mit Risikofaktor zeigt der Test dies mit
99%-iger Sicherheit an (Sensitivitat, true positive rate).

Bei einem Individuum ohne Risikofaktor zeigt der Test dies mit
95%-iter Sicherheit an. (Spezifitat, true negative rate).

R = {Person hat Risikofaktor}
T = {Test zeigt Risikofaktor an}
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Uns iteressiert: P(R|T) =7
P(R|T) = P(RNT)

P(T)
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P(T\R) —0.99

RNT

Uns iteressiert: P(R|T) =7
P(R|T) = P(RNT)

__ P(R)-P(TIR)
P(T)

~ P(RNT)+P(RNT)
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P(T\R) —0.99

RNT

Uns iteressiert: P(R|T) =7
mmnng;p__ P(R)- P(T|R)

~ P(RNT)+P(RNT)

P(R) - P(TIR)

P(R)- P(T|R)+ P(R) - P(T|R)
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P(T\R) —0.99

RNT

Uns iteressiert: P(R|T) =7
P(RIT) = P(RNT)

__ P(R)-P(TIR)
P(T)

~ P(RNT)+P(RNT)

P(R) - P(TIR)

P(R)- P(T|R)+ P(R)- P(T|R)
B 0.1-0.99

0.1-0.99 +0.9-0.05
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P(T\R) —0.99

RNT

Uns iteressiert: P(R|T) =7
P(RIT) = P(RNT)

__ P(R)-P(TIR)
P(T)

~ P(RNT)+P(RNT)

P(R) - P(TIR)

P(R)- P(T|R)+ P(R)- P(T|R)
B 0.1-0.99

0.1-0.99 +0.9-0.05

= 0.6875
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P(T\R) —0.99

RNT

Uns iteressiert: P(R|T) =7
P(RIT) = P(RNT)

__ P(R)-P(TIR)
P(T)

 P(RNT)+P(RNT)

P(R) - P(TIR)

P(R)- P(T|R)+ P(R)- P(T|R)
B 0.1-0.99

0.1-0.99 +0.9-0.05

= 0.6875 Ist das gut?

m]

=
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Verallgemeinerung

Sind A1, Az, A3 C L, so gilt die Kettenregel:

P(Al NAN A3) = P(Al) . P(AQ’A]_) . P(A3|A1 N Ag)
Analoge Formeln gelten fiir 4, 5, ... Ereignisse.

Beweis: P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 N A2)
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Verallgemeinerung

Sind A1, Az, A3 C L, so gilt die Kettenregel:

P(Al NAN A3) = P(Al) . P(AQ’A]_) . P(A3|A1 N Ag)
Analoge Formeln gelten fiir 4, 5, ... Ereignisse.

Beweis: P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 N A2)

ef.
= P(A)
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Verallgemeinerung

Sind A1, Az, A3 C L, so gilt die Kettenregel:

P(Al NAN A3) = P(Al) . P(AQ’A]_) . P(A3‘A1 N A2)
Analoge Formeln gelten fiir 4, 5, ... Ereignisse
Beweis: P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 n A2)
def. P(A; N Ar)
= P(A;) -
) pa)
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Verallgemeinerung

Sind A1, Az, A3 C L, so gilt die Kettenregel:

P(Al NAN A3) = P(Al) . P(AQ’A]_) . P(A3‘A1 N A2)
Analoge Formeln gelten fiir 4, 5, ... Ereignisse.

Beweis: P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 M A2)
d;f. P(A ) ) P(A2 ﬂAl) ‘ P(A3 N A; ﬂAz)
Y TP(AY) P(AL N Ay)
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Verallgemeinerung

Sind A1, Az, A3 C L, so gilt die Kettenregel:

P(Al NAN A3) = P(Al) . P(AQ’A]_) . P(A3‘A1 N A2)
Analoge Formeln gelten fiir 4, 5, ... Ereignisse.

Beweis: P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 N A2)
ef. P(AbNA
U pay). (A2N Ay)

P(A3 NALN A2)
P(A1)
= P(Al ﬂAQﬁA3)

P(Al M Az)
O
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Dreistufiges Zufallsexperiment mit jeweils 2 Resultaten

B/c
A/ e
\E/C

\

B/c
Z/ c
\E/C

P({ABC,ABC}) = P(A)P(B|A)P(C|AN B) + P(A)P(B|A)P(C|AN B)

m]

=
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(Al NAN A3)
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(A1N A2 N A3) = P(A1) - P(A2|A) - P(A3|A1 N Ay)
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(A1N A2 N A3) = P(A1) - P(A2|A) - P(A3|A1 N Ay)

o
- 36
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(A1N A2 N A3) = P(A1) - P(A2|A) - P(A3|A1 N Ay)

21 %
36 35
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(A1N A2 N A3) = P(A1) - P(A2|A) - P(A3|A1 N Ay)

_ 2726 25
36 35 34
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Beispiel 3.3

Ein gut gemischtes Blatt franzdsischer Spielkarten bestehe aus
jeweils 9 Karten der folgenden Farben:

Kreuz Pik Herz Karo
& o O %

Es werden zufdllig drei Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Herz-Karte darunter ist?

Ereignis A;: i-te Karte ist keine Herzkarte (i =1, 2, 3)

P(A1N A2 N A3) = P(A1) - P(A2|A) - P(A3|A1 N Ay)

2726 25 195
36 35 34 476
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Zusammenfassung

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen
Zufallexperimenten ldsst sich wie folgt beschreiben:

(1) Stelle das Baumdiagramm (oder einen Teil davon) so dar,
dass das interessierende Ereignis E an einem Blatt auftritt.

(2) Ermittle die (bedingten) Wahrscheinlichkeiten entlang der
Aste des Baums.

(3) Multipliziere die in (2) berechneten Wahrscheinlichkeiten von
der Wurzel bis zum Blatt (erste Pfadregel).

Wenn das gesuchte Ereignis aus mehreren Endknoten des Baums
besteht, sind die einzelnen Resultate zu addieren (2. Pfadregel).
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
A

o

AiNB
- — ANB
ANB
T A&nB
AsNB
B

A3ﬂ§

P(B)
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
A

o

AiNB
- — ANB
ANB
- — AnNB
AsNB
- — AnB
PB)YY p(anB)
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

AiNB
A1ﬁ§

I
A=

ANB
A NB
AsNB
AsNB

I
Ay =——

P(B) ™ PN B) "™ P([AL U Ay U As] N B)
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
AiNB
A1 NB

S
A——"
ANB
Azﬁ§
AsNB

\ —
AsNB

P(B) ™ PN B) "™ P([AL U Ay U As] N B)

% P([AL N B] U [42 1 B]U[As 1 B])



Stochastik

L4 Die Formel von Bayes

A

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

/A1ﬁB
\

A1ﬂ§
ANB
\ —
ANB

/AgﬂB
\

Az NnB
P(B)"E PN B) " P([A; U Ay U As] N B)

% P([AL N B] U [42 1 B]U[As 1 B])

“2 P(AL N B) + P(Ay N B) + P(A3 N B)
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Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
AiNB

S
A1 _
AiNB

\
ANB
Azﬁ§
AsNB

A3/ _
AsNB

\

P(B) ™ PN B) "™ P([AL U Ay U As] N B)
% p([A1 N B]U[A; N B]U[A3 N B])
“2 P(A1 N B) + P(A> N B) + P(A; N B)
B P(A1) - P(B|A1) + P(Az) - P(B|A2) + P(A3) - P(B|As)
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Beispiel 4.1

Ein Tennisspieler tritt in einem Turnier im ersten Match gegen
einen von 15 Spielern an. Die folgende Tabelle besagt, wie viele
Gegpner sich in jeder der drei Starkeklassen befinden und wie gross
(erfahrungsgemass) die mittlere Wahrscheinlichkeit ist, gegen einen
Opponenten dieser Klasse zu gewinnen.

Starkeklasse  Anzahl Spieler Gewinnwahrscheinlichkeit

K 9 0.6
Ky 4 0.3
Ks 2 0.1

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, gegen einen ausgelosten
Gegner zu gewinnen?
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Ereignis G: Der Spieler gewinnt das Match

DA
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|—4 Die Formel von Bayes

Ereignis G: Der Spieler gewinnt das Match
P(G) =

DA
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Ereignis G: Der Spieler gewinnt das Match

P(G) = P(K1) - P(G|K1) + P(K2) - P(G|K2) + P(K3) - P(G|K3)
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Ereignis G: Der Spieler gewinnt das Match

9. 6,4 3
~ 15 10

P(G) = P(K1) - P(G|K1) + P(K2) - P(G|K2) 4+ P(K3) - P(G|K3)
9 6
15 10

L

2
15 10
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Ereignis G: Der Spieler gewinnt das Match

P(G) = P(Ki1) - P(G|K1) + P(K2) - P(G|Ky) + P(K3) - P(G|K3)
9 6 4 3
“15°10 15 10"

2 1 _68 34
15 10 150 75

~ 0.453
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Beispiel 4.2

Ein fairer Spielwiirfel wird einmal geworfen. Wenn die Augenzahl 1
oder 2 ist, wirft man eine weiteres Mal. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dabei eine Augenzahl(summe) von 4 oder mehr
zu erhalten?
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1 {(1>3)7(174)7(175)?(176)}
2 {(27 2)7 (2’ 3)’(2’4)7 (27 5)’ (2’6)}
3
5 {(57_)}
6 {(6,-)}
Ereignis A: Augenzahl(summe) ist grosser oder gleich 4
1 4 1 5 1 1 1 1
PA == .-+ -.2 42 04>.14-.1
(4) 6 6 + 6 6 + 6 0+ 6 * 6

3
Z.1==
+6 4
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Formel von Bayes

Bilden A1, Ao,

., Ap eine Partition von Q mit P(A;) > 0 fiir alle
i, dann gilt fiir jedes Ereignis B mit P(B) > 0:
P(A;)P(B|A;

ba) - PAIP(ELA)

P(B)
_ P(Ai)P(B|A})
P(A1)P(B|A1) + -+ P(A,)P(B|A,)
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Beweis

e PAI B
p(aB) 2 LA B)

P(B)

Q>
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Beweis

o P(A;NB
paB) e PLAN B)

P(B)
_ P(A) - P(B|A)

P(B)

(Kettenregel)

DA
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Beweis
pef. P(A; N B)
_ P(A) - P(B|A)
a P(B)

(Kettenregel)

P(Ai) - P(B|A)

P(A1) - P(B|A1) + -+ + P(An) - P(B|A,)
(Satz von der totalen W'keit)
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Beweis
pef. P(A; N B)
_ P(A) - P(B|A)
a P(B)

(Kettenregel)

P(Ai) - P(B|A)

P(A1) - P(B|A1) + -+ + P(An) - P(B|A,)
(Satz von der totalen W'keit)
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Beispiel 4.3

Drei Anlagen produzieren das gleiche elektronische Bauteil in
unterschiedlichen Mengen und in unterschiedlicher Qualitat:

Anlage 1 Anlage 2 Anlage 3
Menge (Stick/Tag) 50000 10000 40000
davon defekt 2% 7% 3%

Ein ungepriiftes Bauteil gelangt versehentlich in den Verkauf und
wird wird vom Kunden wegen eines Defekts zuriickegeben. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit stammt es von Anlage 17
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A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)

DA
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A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)
D: Bauteil ist defekt

DA
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A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)
D: Bauteil ist defekt

P(A1|D)

DA
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D: Bauteil ist defekt

A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)

p(ay|D) = PAL0 D)

P(D)

DA
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D: Bauteil ist defekt

A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)

P(AL|D) = P(A1 N D)

P(D)

o P(A1)P(D|A1)
~ P(A1)P(D|A1) + P(A2)P(D|A>) + P(A3)P(D|As3)
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D: Bauteil ist defekt

A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)

P(AL|D) = P(A1 N D)

P(D)

o P(A1)P(D|A1)
~ P(A1)P(D|A1) + P(A2)P(D|A>) + P(A3)P(D|As3)

B 0.5-0.02
~ 0.5-0.02+0.1-0.07+0.4-0.03
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D: Bauteil ist defekt

A;: Bauteil stammt von Anlage i (i =1, 2, 3)

P(AL|D) = P(A1 N D)

P(D)

o P(A1)P(D|A1)
~ P(A1)P(D|A1) + P(A2)P(D|A>) + P(A3)P(D|As3)

B 0.5-0.02
~ 0.5-0.02+0.1-0.07+0.4-0.03
—0.345
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Inferenz
Ursache — Wirkung
A B
P(BIA;)
Schlussfolgerung (Inferenz)
A; B
P(Ai|B)

Die Formel von Bayes erlaubt in systematischer Weise, aus den
Ergebnissen von Experimenten neue Aussagen zu gewinnen.
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L5.1 Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Unabhangige Ereignisse
Mittels der bedingten Wahrscheinlichkeit

P(AN B)

P(AIB) = ~ 5 g

lasst sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A , relativieren”,
wenn bekannt ist, dass das Ereignis B eingetreten ist.

Wir befassen uns jetzt mit dem Fall, dass diese Information iiber
das Eintreffen von B nicht zu einer Neubewertung von P(A) fiihrt.
In diesem Fall gilt namlich:

P(AN B)

P(B) P(A)

P(A|B) =
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L5.1 Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Multiplizieren wir in der letzten Gleichung die ldentitdt rechts mit
P(B), erhalten wir eine Charakterisierung der stochastischen
Unabhiangigkeit zweier Ereignisse A und B, die auch bei P(B) =0
anwendbar ist:

P(ANB) = P(A)- P(B)
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3

» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3

» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3

» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3

» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1).(3,2),...,(3,6)}) = 6/36

P(B) =
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L5 Unabhingigkeit
LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1).(3,2),...,(3,6)}) = 6/36

P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) =
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1).(3,2),...,(3,6)}) = 6/36

P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36

P(ANB) =
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Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36

P(ANB) = P({(3,5)}) =
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Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36

P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36
P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36

P(A) - P(B)
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Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36
P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36

P(A)- P(B) = %

[ NN
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36
P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36

P(A)- P(B) = % -

[ NN
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Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36

P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36

~ L —P(ANB)

P(A)- P(B) = % -
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Beispiel 5.1
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: beim zweiten Wurf erscheint die Augenzahl 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) = 6/36
P(B) = P({(1,5),(2,5),...,(6,5)}) = 6/36

P(AN B) = P({(3,5)}) =1/36

1
=—=P(ANB) = unabhingig

P(A)- P(B) = % -
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.
> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.
> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),....(3,6)}) = 6/36 = 1/6
P(B) =
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 = 1/6

P(B) - P({(174)7 (273)7 (372)7 (47 1)}) -
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 = 1/6

P(B) - P({(174)7 (27 3)7 (37 2)7 (47 1)}) - 4/36 -
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 = 1/6

P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9

P(ANB) =
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9

P(ANB) = P({(3,2)}) =
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9

P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9
P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36

P(A)- P(B) =
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9

P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36

P(A)- P(B) =

1
9

| =
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9

P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36

PUA) P(B) =5 5 = o # 3= =
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Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9
P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36

111

1
# 3¢ = P(AN B)



Stochastik
L5 Unabhingigkeit
LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.2
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betrdgt 5

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =6/36 =1/6
P(B) = P({(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}) =4/36 =1/9
P(ANB) = P({(3,2)}) =1/36

111

1
# 3% = P(ANB) = abhingig
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
P(A) =
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =
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L5 Unabhingigkeit

LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3

Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.
> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2
Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,6)}) =

36
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = % _ %



Stochastik
L5 Unabhingigkeit
LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?
6 1
P(A) = P({(3,1),(3,2),...,(3,0)}) = == = =
36 6
P(B) =
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LS.I Unabhangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P{(3,1),(3,2),.....(3,6)}) = > —

1
36 6
P(B) = P({(1,1)}) =
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = % _ é

P(B) = P({(1,1)}) = 1/36
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = 366 _ é
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36

P(ANB) =
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = 366 _ é
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36

P(ANB)=P({}) =
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = 366 _ é
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36

P(ANB)=P({})=0
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhangig?

P(A) = P({(3,1),(3.2).....(3,6)}) = 366 _ é
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36

P(ANB)=P({})=0

P(A)- P(B) =
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhidngig?

P(A) = P({(3,1),(3,2).....(3,6)}) = 366 _ %
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36
P(ANB)=P({})=0

I
"6 36

P(A) - P(B)
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhidngig?
P(A) = P({(3,1),(3,2).....(3,6)}) = 366 _ %
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36
P(ANB) = P({}) =0
L1

P(A)- P(B) = 5" 36 = 716

#0=
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhidngig?
P(A) = P({(3,1),(3,2).....(3,6)}) = 366 _ %
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36
P(ANB) = P({}) =0
L1

P(A)- P(B) = 5" 36 = 716

£0=P(ANB) =
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Beispiel 5.3
Ein fairer Spielwiirfel wird zweimal geworfen.

> A: beim ersten Wurf erscheint die Augenzahl 3
» B: die Summe beider Augenzahlen betragt 2

Sind die Ereignisse A und B unabhidngig?
P(A) = P({(3,1),(3,2).....(3,6)}) = 366 _ %
P(B) = P({(1,1)}) = 1/36
P(ANB) = P({}) =0
L1

P(A)- P(B) = 5" 36 = 716

£0=P(ANB) =

abhangig
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L5 Unabhingigkeit

L5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

Bedingt unabhangige Ereignisse

Sind A und B zwei Ereignisse und ist C ein Ereignis, das bereits
eingetroffen ist, so sind A und B unabhingig gegeben C:

P(ANB|C) = P(A|C) - P(B|C)
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L5 Unabhingigkeit

L5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.4

Ein fairer Spielwiirfel wird einmal geworfen
» A=1{1,2,3,5}

» B={1,2,5,6}

> C=1{2,3,4,6}

(a) Sind die Ereignisse A, B bedingt unabhéngig gegeben C?
(b) Sind die Ereignisse A, B unabhangig?
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC)

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC)

_ P({2,3}) 1
- P({2,3,4,6}) 2

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(3) P(AIC) = i3

T P({2,3,4,6}) 2

P(B|C)

DA
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|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC) =

P(B|C) =

P({2,3})

P({2,3,4,6})

P({2,6})

P({2,3,4,6})

1
T2
1
T2

DA
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L5 Unabhingigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC) =
P(B|C) =

P(ANBI|C)

P({2,3})

P({2,3,4,6})

P({2,6})

P({2,3,4,6})

1
T2
1
T2
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

P({23}) 1
(3) PIAIC) = 523,460 ~ 2
P({2.6}) 1
PIBIC) = B2,3.4.61) ~ 2
 P({2Y)
P(ANB|C) = P({2,3,4,6})

1

4
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

P({23}) 1
(3) PIAIC) = 523,460 ~ 2
P({2.6}) 1
PIBIC) = B2,3.4.61) ~ 2
 P({2Y)
P(ANB|C) = P({2,3,4,6})

P(AIC) - P(B|C)

1

4
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

P(2,3)) 1

(@) PAIC) = 5 32.6p) ~ 2

P({2,6}) 1

P(BIC) = P({2,3,4,6}) 2
p(anBlc) = —U2D 1

P({2,3,4,6}) 4

P(A|C) - P(B|C) = %:%:PMOMQ

N| -
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(A|C) = % %
P(BIC) = % !
P(AﬂByC):%:%
P(AIC) - P(BIC) = ;; 1:P(AQB‘C)

A und B sind bedingt unabhidngig gegeben C.
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A)

DA



Stochastik

|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,3,5}) = %

DA



Stochastik
|—5 Unabhangigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) =P({1,2,3,5}) =

WIN WIN

P(B) = P({1,2,5,6}) =

DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) =P({1,2,3,5}) =

WIN WIN

P(B) = P({1,2,5,6}) =

P(AN B)

DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) =P({1,2,3,5}) =

WIN WIN

P(B) = P({1,2,5,6}) =

P(AﬂB):{1,2,5}:%

DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,3,5}) =
P(B) = P({1,2,5.6}) =
P(ANB) = {1,2,5) = 5

P(A) - P(B)

WIN WIN
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,3,5}) = %
P(B) = P({1,2,5,6}) :g
P(ANB) = {1,2,5} :%
P(A).P(B):g.gzg#%:P(AmB)
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,3,5}) = %
P(B) = P({1,2,5,6}) :g
P(AﬂB):{1,2,5}:%
P(A).P(B):g.gzg#%:P(AmB)

A und B sind abhingig.
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L5 Unabhingigkeit
L5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

Beispiel 5.5
Ein fairer Spielwiirfel wird einmal geworfen.
» A=1{1,2,5,6}
» B={1,4,6}
> C=1{2,3,4,5,6}

(a) Sind die Ereignisse A, B bedingt unabhéngig gegeben C?
(b) Sind die Ereignisse A, B unabhangig?
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC)

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(3) P(AIC) = 5 o250

3
- P({2,3,4,5,6}) 5

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(3) P(AIC) = 5 o250

3
- P({2,3,4,5,6}) 5

P(B|C)

DA
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L5 Unabhingigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC) =

P(B|C) =

P({2,5,6})

P({2,3,4,5,6})
P({4,6})

P({2,3,4,5,6})

3
"5
2
"5

DA
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L5 Unabhingigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(a) P(AIC) =

P({2,5,6})

P({2,3,4,5,6})

P({4,6})

P(B|C) =

P(ANBI|C)

P({2,3,4,5,6})

3
"5
2
"5
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|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

P({2,5,6}) 3

(@) PIAIC) = 523,456 5

P({4,6}) 2

P(BIC) = P({2,3,4,5,6}) 5
P(AnBIC) = - PUEY

P({2,3,4,5,6})

1

5
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|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

P({2,5,6}) 3

(@) PIAIC) = 523,456 5

P({4,6}) 2

P(BIC) = P({2,3,4,5,6}) 5
P(AnBIC) = - PUEY

P({2,3,4,5,6})

P(AIC) - P(B|C)

1

5
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L5 Unabhingigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

o - 220
PBIO) = pita 5.4.8.67) = 5
PANBIO)= iy 3.0.8.5)) =
P(A|C) - P(B|C) = g : g = 2% #
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L5 Unabhingigkeit
|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

@) PAIC) = P(?é{i . g}é}) :
P(BIC) = ({2%446;)6}) %
PANBIO =512, g{j}t)s 6}) %
P(AIC)- P(BIC) = & - & = 5e # § = PAN BIC)

A und B sind bedingt abhingig gegeben C.

u}
o)

I

i
it
)
»
?)
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A)

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %
P(B)

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

P(B) = P({1,4,6}) :%

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

P(B) = P({1,4,6}) :%

P(AN B)

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

P(B) = P({1,4,6}) :%

P(AﬂB):{l,ﬁ}:%

DA
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

P(B) = P({1,4,6}) :%
mAmBy:gﬁ}:%

P(A) - P(B)

Wi N
N| =

=3 =P(ANB)
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L5 Unabhingigkeit

|—5.2 Bedingte Unabhéangigkeit von zwei Ereignissen

(b) P(A) = P({1,2,5,6}) = %

P(B) = P({1,4.6)) =
P(ANB) = (1,6} = ;
P(A) P(B) =2 5 =3 =

P(AN B)
A und B sind unabhingig.
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L5.2 Bedingte Unabhiangigkeit von zwei Ereignissen

Die letzten beiden Beispiel zeigen, dass ...
» aus der bedingten Unabhangigkeit nicht zwingend die
Unabhingigkeit folgt,

» aus der Unabhangigkeit nicht zwingend die bedingte
Unabhangigkeit folgt.
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Damit drei Ereignisse A, B und C unabhingig sind, miissen die
folgenden vier Bedingungen erfiillt sein:

(1) P(ANB) = P(A)P(B)
(2) P(BN C) = P(B)P(C)
(3) P(CNA)=P(C)P(A)
(4) P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)

Wir werden Beispiele sehen, die zeigen, dass im Allgemeinen auf
keine dieser Bedingungen verzichtet werden kann.
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.6

Eine faire Miinze werden zweimal geworfen.
» A: Der erste Wurf ist ,, Wappen*

» B: Der zweite Wurf ist ,,Zahl*

» C: Die beiden Resultate fallen gleich aus
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|—5 Unabhangigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PEWW}, {WZ}) = 1/2

DA



Stochastik

|—5 Unabhangigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PEWW}, {WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{2Z}) = 1/2

DA
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L5 Unabhingigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PEWW}, {WZ}) = 1/2

P(B) = P{WZ},{2Z}) = 1/2
P(C) = P{WW},{2Z}) =1/2
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L5 Unabhingigkeit
|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PEWW}, {WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{2Z}) = 1/2
P(C) = P{WW},{2Z}) =1/2

P(ANB)=P({WZ})=1/4

£ DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PEWW}, {WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{2Z}) = 1/2

P(C) = P{WW},{2Z}) =1/2
P(ANB)=P({WZ})=1/4

P(BNC)=P({z2Z})=1/4

=] 5 = = £ DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = P{WW},{WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{22}) = 1/2
P(C) = PWW},{22}) = 1/2
P(ANB) = P({WZ}) =1/4
P(BNC)=P({ZZ})=1/4

P(CNA)=P{WW})=1/4

=] 5 = = £ DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = PUWW}, {WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{22}) = 1/2
P(C) = PWW},{22}) = 1/2
P(ANB) = P({WZ}) =1/4
P(BNC)=P({ZZ})=1/4
P(CNA)=P{WW})=1/4

P(ANBNC)=P({})=0

=] 5 = = £ DA
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L5 Unabhingigkeit
|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

P(A) = P{WW},{WZ}) = 1/2
P(B) = P{WZ},{2Z}) =1/2
P(C) = P{WW},{2Z}) =1/2
P(ANB)=P({WZ})=1/4
P(BNC)=P({ZZ})=1/4
P(CNA)=P{WW})=1/4
P(ANBNC)=P({})=0

offensichtlich sind (1)—(3) erfiillt aber (4) nicht.

=] 5 = = £ DA
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Definition der Unabhangigkeit von n Ereignissen
Allgemein sind n Ereignisse A1, Az,

..., Ap unabhangig, wenn
P (ﬂ A,-) =[P4
i€s

i€eS

fir jede Teilmenge S C {1,2,...,n}
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L5 Unabhingigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits
> fiir jeweils zwei Mengen:
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L5 Unabhingigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits

> fiir jeweils zwei Mengen: 6 Bedingungen
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits

> fiir jeweils zwei Mengen: 6 Bedingungen
> fiir jeweils drei Mengen:

N
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits
> fiir jeweils zwei Mengen: 6 Bedingungen

> fiir jeweils drei Mengen: 4 Bedingungen

N
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits

> fiir jeweils zwei Mengen: 6 Bedingungen

> fiir jeweils drei Mengen: 4 Bedingungen
> fiir alle vier Mengen:
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.7

Fiir 4 Ereignisse A, B, C, D muss man demnach bereits
> fiir jeweils zwei Mengen: 6 Bedingungen

> fiir jeweils drei Mengen: 4 Bedingungen

> fiir alle vier Mengen: 1 Bedingung
tiberpriifen!
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L5 Unabhingigkeit
Ls3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Zuverlassigkeit

Werden komplexe Systeme, die aus mehreren Komponenten
bestehen, durch ein Wahrscheinlichkeitsmodell dargestellt, ist es
manchmal sinnvoll anzunehmen, dass diese Teile unabhingig
voneinander ausfallen. Dadurch kann der Rechenaufwand reduziert
werden.



Stochastik

L5 Unabhingigkeit

|—5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Serieschaltung von Komponenten

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn alle Komponenten intakt sind.
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Serieschaltung von Komponenten

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn alle Komponenten intakt sind.
P(Gesamtsystem funktioniert) =
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Serieschaltung von Komponenten

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn alle Komponenten intakt sind
P(Gesamtsystem funktioniert) = p1 pop3
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L5 Unabhingigkeit
L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Parallelschaltung von Komponenten

=

] [~]

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn mindestens ein Komponente
intakt ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass nicht alle
Komponenten gleichzeitig versagen.
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Ls3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Parallelschaltung von Komponenten

=

] [~]

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn mindestens ein Komponente
intakt ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass nicht alle
Komponenten gleichzeitig versagen.

P(Gesamtsystem funktioniert) =



Stochastik
L5 Unabhingigkeit
Ls3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Parallelschaltung von Komponenten

=

] [~]

Das Gesamtsystem ist intakt, wenn mindestens ein Komponente
intakt ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass nicht alle
Komponenten gleichzeitig versagen.

P(Gesamtsystem funktioniert) =1 — (1 — p1)(1 — p2)(1 — p3)
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L5 Unabhangigkeit
L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Beispiel 5.8

Ein Computernetzwerk verbindet die Knoten A und F durch die
Zwischenstationen B, C, D und E. Uber jeder Verbindung steht
die Wahrscheinlichkeit, dass sie zu einem bestimmten Zeitpunkt
zuverladssig funktioniert. Wir nehmen an, dass sich Ausfaille der
Router unabhéngig voneinander ereignen.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert die Verbindung von A
nach F zuverldssig?
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen

Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:
P(BF)

N
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen

Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)=1-(1—- P(BD,DF))(1 — P(BE, EF))
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen
Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)=1-(1—- P(BD,DF))(1 — P(BE, EF))

=1—(1— peoppr)(1 — pBEPEF)
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen
Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)

1—(1—- P(BD,DF))(1— P(BE,EF))

1 — (1 - pepporF)(1 — peePEF)
1—(1-085-0.9)(1—0.8-0.75)
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L5 Unabhingigkeit
L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen
Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)

1—(1—- P(BD,DF))(1— P(BE,EF))

1— (1 — pepopor)(1 — peepEF)
1—(1-0.85-0.9)(1 — 0.8-0.75) = 0.906
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen
Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)

1—(1—- P(BD,DF))(1— P(BE,EF))

1— (1 — pepopor)(1 — peepEF)
1—(1-0.85-0.9)(1 — 0.8-0.75) = 0.906

Damit Iasst sich das System reduzieren:
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von B nach F besteht aus zwei parallel verbundenen
Subsystemen, die jeweils seriell aufgebaut sind:

P(BF)

1—(1—- P(BD,DF))(1— P(BE,EF))

1— (1 — pepopor)(1 — peepEF)
1—(1-0.85-0.9)(1 — 0.8-0.75) = 0.906

Damit Iasst sich das System reduzieren:
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von A nach F besteht ebenfalls aus zwei parallel
geschalteten Subsystemen mit einer jeweils seriellen Struktur:

N
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von A nach F besteht ebenfalls aus zwei parallel
geschalteten Subsystemen mit einer jeweils seriellen Struktur:

P(AF)=1—-(1- P(AB, BF))(1 - P(AC, CF))
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L5 Unabhingigkeit

L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von A nach F besteht ebenfalls aus zwei parallel
geschalteten Subsystemen mit einer jeweils seriellen Struktur

P(AF)=1—-(1- P(AB, BF))(1 - P(AC, CF))

=1—(1— papsr)(1 — pacPcF)
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von A nach F besteht ebenfalls aus zwei parallel
geschalteten Subsystemen mit einer jeweils seriellen Struktur:

P(AF)

1—(1— P(AB,BF))(1— P(AC, CF))

1 — (1 — pagpsr)(1 — pacpcF)
1—(1—0.95-0.906)(1 —0.9-0.8)
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L5.3 Unabhangigkeit mehrerer Ereignisse

Der Weg von A nach F besteht ebenfalls aus zwei parallel

geschalteten Subsystemen mit einer jeweils seriellen Struktur:

P(AF)=1—-(1- P(AB, BF))(1 - P(AC, CF))

1—(1— pagpser)(1 — pacpcr)
—1-(1-0.95-0.906)(1 —0.9-0.8)
= 0.960996



Stochastik
L5 Unabhingigkeit

L5.4 Bernoulli-Versuche

Wir sprechen von einen Bernoulli-Versuch, wenn wir es mit einer

Folge identischer, unabhangiger und dichotomer (zweiwertiger)
Zufallsexperimente zu tun haben.
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) =
P(WWZ) =
P(WZW) =
P(WZZ) =
P(ZWW) =
P(ZWZ) =
P(ZZW) =
P(2ZZ) =
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) =
P(WZW) =
P(WZZ) =
P(ZWW) =
P(ZWZ) =
P(ZZW) =
P(Z27) =
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) =

P(WZZ) =

P(ZWW) =

P(ZWZ) =

P(ZZW) =

P(Z27) =
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) =

P(ZWW) =

P(ZWZ) =

P(ZZW) =

P(22Z) =
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) = p(1 - p)?
P(ZWW) =

P(ZWZ) =

P(ZZW) =

P(22Z) =




Stochastik
L5 Unabhingigkeit
L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) = p(1 - p)?
P(ZWW) = p*(1 — p)
P(ZWZ) =

P(ZZW) =

P(22Z) =
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Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) = p(1 - p)?
P(ZWW) = p*(1 — p)
P(ZWZ) = p(1 - p)*
P(ZZW) =

P(22Z) =
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Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) = p(1 - p)?
P(ZWW) = p*(1 — p)
P(ZWZ) = p(1 - p)*
P(ZZW) = p(1 — p)?
P(22Z) =




Stochastik
L5 Unabhingigkeit
L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.9

Eine Miinze mit P(Wappen) = p wird 3 Mal nacheinander
geworfen. Berechne formal die Wahrscheinlichkeiten aller
Elementarereignisse.

P(WWW) = p*
P(WWZ) = p*(1 — p)
P(WZW) = p*(1 — p)
P(WZZ) = p(1 - p)?
P(ZWW) = p*(1 — p)
P(ZWZ) = p(1 - p)*
P(ZZW) = p(1 — p)?
P(22Z) = (1 - p)’
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bestimmte Folge mit k Mal Wappen und (n — k) Mal Zahl zu
erhalten, betragt:

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem n-fachen Minzwurf eine
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L5.4 Bernoulli-Versuche

bestimmte Folge mit k Mal Wappen und (n — k) Mal Zahl zu
erhalten, betragt:

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem n-fachen Minzwurf eine

pk(1 — p)"~k fiir k € {0,1,2,...,n}
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.10

P(WWWZWWZZZ) =
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.10

P(WWWZWWZZZ) = p5(1 — p)*
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.10

P(WWWZWWZZZ) = p5(1 — p)*
P(ZZZZWWWWW) =
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.10

P(WWWZWWZZZ) = p5(1 — p)*

P(ZZZZWWWWW) = p°(1 — p)*
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L5.4 Bernoulli-Versuche

In der Regel interessiert man sich bei einem Bernoulli-Versuch
nicht fiir eine bestimmte Folge von Resultaten, sondern dafiir, wie
oft eines der beiden Ergebnisse eintritt:

B(n, p, k) = P(Bei n Miinzwiirfen erscheint genau k mal Kopf)

Wir wissen bereits, wie man die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen
Ergebnisses berechnet. Um die Anzahl der Ergebnisse zu z&hlen,
die genau k Mal Wappen und und n — k Mal Kopf enthalten,
benotigen wird den Binomialkoeffizienten, der im nachsten Kapitel
genauer besprochen wird:
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In der Regel interessiert man sich bei einem Bernoulli-Versuch
nicht fiir eine bestimmte Folge von Resultaten, sondern dafiir, wie
oft eines der beiden Ergebnisse eintritt:

B(n, p, k) = P(Bei n Miinzwiirfen erscheint genau k mal Kopf)

Wir wissen bereits, wie man die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen
Ergebnisses berechnet. Um die Anzahl der Ergebnisse zu z&hlen,
die genau k Mal Wappen und und n — k Mal Kopf enthalten,
benotigen wird den Binomialkoeffizienten, der im nachsten Kapitel
genauer besprochen wird:

n\ n! _n-(n—1)-.. (n—k+2) (n—k+1)
Q)kw 21

I(n — k)! k(k—n
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In der Regel interessiert man sich bei einem Bernoulli-Versuch
nicht fiir eine bestimmte Folge von Resultaten, sondern dafiir, wie
oft eines der beiden Ergebnisse eintritt:

B(n, p, k) = P(Bei n Miinzwiirfen erscheint genau k mal Kopf)

Wir wissen bereits, wie man die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen
Ergebnisses berechnet. Um die Anzahl der Ergebnisse zu z&hlen,
die genau k Mal Wappen und und n — k Mal Kopf enthalten,
benotigen wird den Binomialkoeffizienten, der im nachsten Kapitel
genauer besprochen wird:

<n>_k'( n! no(n—1)-.. (n—k+2

B (n—k+1)
B -

) -
I(n — k)! k-(k—l)' 2.1

Die Formel rechts eignet sich besser zur manuellen Berechnung.
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Die Wahrscheinlichkeitsfunktion eines Bernoulli-Versuchs

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von n identischen,
unabhingigen und dichotomen Experimenten mit der

. Erfolgswahrscheinlichkeit” p genau k Erfolge zu beobachten,
betragt:

B(n, p, k) = (Z) pE(1— p)*
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L5.4 Bernoulli-Versuche

Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10

Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10

Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10
Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10

Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2

semme-3aa-(). () )
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10
Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2

1 10 1\* /2\°
so=10.p=34=0=()(5) - ()
10-9-8-7 64

4.3.2.1

E
81 729
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10
Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2

semme-3aa- (). () )

1009-8:7 1 64
4-3.2-1 81 729
4480

= {0683 ~ 0.2276
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Beispiel 5.11

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Folge von 10
Wiirfen mit einem idealen Spielwiirfel genau 4 Mal eine Augenzahl
kleiner oder gleich 2 zu erhalten?

k: Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl < 2

ao=10p= == (7)-(5) - (5)

1009-8:7 1 64
4-3.2-1 81 729
4480

T1-84+: 2nd/DIST /binompdf(10,1/3,4)
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Beispiel 5.12

Ein kleiner Internet Service Provider (ISP) hat n = 100
Privatkunden und ¢ = 30 IPv4-Adressen zur Verfiigung. Da jeder
Rechner im Internet eindeutig identifizierbar sein muss, kann jede
dieser IPv4-Adressen zu jedem Zeitpunkt nur einmal verwendet
werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde zur ,, Busy Hour" ins
Internet will, sei p = 0.2 und soll unabhangig von den iibrigen
Benutzern sein.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 30 Kunden

gleichzeitig aufs Internet zugreifen wollen und der ISP seine
Dienstleistung nicht mehr vollsténdig erbringen kann?
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse

DA
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

P(A)

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse

DA
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100

P(A)= ) B(100,0.2, k)

k=31

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse

DA



Stochastik
L5 Unabhingigkeit

|—5.4 Bernoulli-Versuche

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse
100

P(A)= ) B(100,0.2, k)
k=31

30

1-> B(100,0.2, k)
k=0
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse
100

P(A)= ) B(100,0.2, k)
k=31

30
B(100,0.2, k)

30

100 PR
:1—Z< k)-o.z 0.8
k=0
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|—5.4 Bernoulli-Versuche

A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse

100
P(A)= ) B(100,0.2, k)
k=31
30
=1- B(100,0.2, k)
k=0
30
100 . »
=1- .0.2.0.8"
Z< . ) 0.2¥.0.8
k=0
~ 0.00606
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A: > 30 Kunden bendtigen eine IPv4-Adresse
100

P(A)= ) B(100,0.2, k)
k=31

30
B(100,0.2, k)
30

100 PR
:1—Z< k)-o.z 0.8
k=0

~ 0.00606

T1-84+: 2nd/DIST /binomcdf(100,0.2,30)
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L5.5 Zusammenfassung

> Zwei Ereignisse A und B sind unabhangig, wenn
P(AN B) = P(A)P(B).
Fir P(B) > 0 ist dies gleichbedeutend mit P(A|B) = P(A).

» Wenn A und B unabhingig sind, dann auch A und B°.

» A und B sind bedingt unabhingig, gegeben C, wenn
P(C) > 0und P(AN B|C) = P(A|C)P(B|C).

» Die bedingte Unabhiangigkeit folgt im Allgemeinen nicht aus
der Unabhangigkeit und umgekehrt.
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LS.S Zusammenfassung

» n Ereignisse A1, Ay,
ieS

» Wahrscheinlichkeitsfunktion eines Bernoulli-Versuchs:

..., n}.
B(n, p, k) = (Z) pE(1— p)*

., Ap sind unabhangig, wenn

= H P(A;) fir jede Teilmenge S C {1,2,
ieS
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Motivation

Ist © endlich und sind alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich, so
konnen wir P(A) durch Abz3hlen der , giinstigen” Ergebnisse
bestimmen:

B Anzahl der Elemente von A

A) =
P(A) Anzahl der Elemente von Q

Die mathematische Disziplin der Kombinatorik befasst sich unter
anderem damit, solche Abz3hlvorgdnge systematisch zu erfassen
und berechenbar zu machen.
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L6.1 Die Grundregeln

Die Produktregel der Kombinatorik

Gibt es in einem k-stufigen Abzdhlvorgang in jeder Stufe m;
Auswahlméglichkeiten, so lasst sich die Gesamtzahl aller
Méglichkeiten durch das Produkt

mi-mo- ... myg
berechnen.
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Beispiel 6.1
Eine Person hat

» 5 Paar verschiedene Schuhe
» 7 Paar verschiedene Socken
» 4 Paar verschiedene Hosen

» 8 verschiedene Sweatshirts

Auf wie viele verschiedene Arten kann sich die Person kleiden?
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.1
Eine Person hat

» 5 Paar verschiedene Schuhe
» 7 Paar verschiedene Socken
» 4 Paar verschiedene Hosen

» 8 verschiedene Sweatshirts

Auf wie viele verschiedene Arten kann sich die Person kleiden?

auf 5-7-4-8 =1120 Arten
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L6.1 Die Grundregeln

Die Summenregel

Lasst sich ein Abzdhlvorgang in k disjunkte Teilvorgdnge mit
jeweils m; Auswahlmoglichkeiten zerlegen so lasst sich die
Gesamtzahl aller Moglichkeiten durch die Summe

m +my+ -+ my

berechnen.
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|—6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
Produktregel: 3 -3 = 9 Vektoren
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
Produktregel: 3 -3 = 9 Vektoren

> dreidimensional: (1,1,1)7, (1,1,2)7, ..., (3,3,3)"
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Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
Produktregel: 3 -3 = 9 Vektoren

> dreidimensional: (1,1,1)7, (1,1,2)7, ..., (3,3,3)"
Produktregel: 3 -3 -3 = 27 Vektoren

u}

o)
I

i
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Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
Produktregel: 3 -3 = 9 Vektoren
> dreidimensional: (1,1,1)7, (1,1,2)7, ..., (3,3,3)"

Produktregel: 3 -3 -3 = 27 Vektoren

Die Mengen der zwei- und dreidimensionalen Vektoren haben keine
gemeinsamen Elemente; also keine Gefahr von Mehrfachzahlungen:

u}

o)
I

i
it
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.2

Wie viele zwei- oder dreidimensionale Vektoren lassen sich mit den
Komponenten 1,2, 3 bilden?

> zweidimensional: (1,1)7, (1,2)7, ..., (3,3)"
Produktregel: 3 -3 = 9 Vektoren
> dreidimensional: (1,1,1)7, (1,1,2)7, ..., (3,3,3)"

Produktregel: 3 -3 -3 = 27 Vektoren

Die Mengen der zwei- und dreidimensionalen Vektoren haben keine
gemeinsamen Elemente; also keine Gefahr von Mehrfachzahlungen:

Summenregel: 9 + 27 = 36 Vektoren

u}

o)
I

i
it
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L6.1 Die Grundregeln

Die Gleichheitsregel

Existiert eine bijektive, d. h. eindeutig umkehrbare, Abbildung
zwischen zwei Mengen A und B, so ist die Anzahl Elemente von A
gleich der Anzahl der Elemente von B.
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|—6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
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|—6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A= {317 dp, ds, d4, 35}
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|—6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A= {317 dp, ds, d4, 35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}
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|—6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A
» (0,1,1,0,1) entspricht
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
» (0,0,0,0,0) entspricht
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
» (0,0,0,0,0) entspricht { }
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}

» (0,0,0,0,0) entspricht { }

» (1,1,1,1,1) entspricht
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
» (0,0,0,0,0) entspricht { }

» (1,1,1,1,1) entspricht A
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
» (0,0,0,0,0) entspricht { }

» (1,1,1,1,1) entspricht A
Somit: |A| = |B| =
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L6.1 Die Grundregeln

Beispiel 6.3

Wie viele Teilmengen hat eine Menge A mit n =5 Elementen?
A={a1,a,a3,a4,35}

Betrachte B = {(bl, by, b3, by, b5) | b; € {0, 1}}

Die 5-Tupel in B entsprechen bijektiv den Teilmengen von A:
» (0,1,1,0,1) entspricht {az, a3, as}
» (0,0,0,0,0) entspricht { }

» (1,1,1,1,1) entspricht A

Somit: |A| = |B| = 2° = 32 Teilmengen (Produktregel)
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L6.2 Variationen

Ist A= {a1,an,...,an} eine Menge und k € Ny, so wird ein
k-Tupel mit Elementen aus A eine Variation oder geordnete
Stichprobe genannt.

Abhéangig davon, ob man Wiederholungen von Elementen zul3sst
oder nicht, spricht man von Variationen mit Wiederholungen
bzw. von Variationen ohne Wiederholungen.
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L6.2 Variationen

Variationen mit Wiederholungen

Die Variationen mit Wiederholungen der Lange k einer Menge
A={ay,a,..

.,ap} ist die Menge aller k-Tupel mit Elementen aus
A, wobei ein Element auch mehrfach vorkommen darf.
(Dla D27 DRI Dk—h Dk)
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Variationen mit Wiederholungen

Die Variationen mit Wiederholungen der Lange k einer Menge
A=1{a1,as,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit Elementen aus
A, wobei ein Element auch mehrfach vorkommen darf.

(Dla D27 DRI Dk—h Dk)

An jeder Position [J; kann ein beliebiges der n Elemente stehen.
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L6.2 Variationen

Variationen mit Wiederholungen

Die Variationen mit Wiederholungen der Lange k einer Menge
A=1{a1,as,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit Elementen aus
A, wobei ein Element auch mehrfach vorkommen darf.

(Dla D27 DRI Dk—h Dk)
An jeder Position [J; kann ein beliebiges der n Elemente stehen.

Produktregel:
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L6.2 Variationen

Variationen mit Wiederholungen

Die Variationen mit Wiederholungen der Lange k einer Menge
A=1{a1,as,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit Elementen aus
A, wobei ein Element auch mehrfach vorkommen darf.

(Dla D27 DRI Dk—h Dk)
An jeder Position [J; kann ein beliebiges der n Elemente stehen.

Produktregel:

n-n-...-n=n* Anzahl Variationen mit Wiederholungen
—_———

k Faktoren
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.4

M={a,b,c,d,e}, k=3 (a2 (has (a2 (haa (a3
(225)  (bab) (cab) (dab) (eab
(20 (had (cag (dad (eao
(ad)  (bhad (cad (dad (ead
(5e)  (bae) (cae) (dae (cae
(#b2)  (bba) (aba) (dba) (eba
(ab8) (bbb  (cbB) (dbB)  (ebb)
(b)) (bbO) (b (dbd  (ebo
(bd)  (bbd) (cbd) (dbd) (ebd
(sbie)  (bbe) (cbe) (dbe (ebe)
(ca)  (bea) (cea) (daa (eca)
(b)) (beb) (b))  (dcb)  (ecb)
(@ (bag (aaq (had (eco
cred)  (bed) (aod (dod (ecd
(ce)  (hee (aoe (doe (ece
(mda) (hda) (cda (dda) (eda)
(0db)  (bdb) (cdb (ddb (edb)
(d)  (bdo (add (ddo (edo
(dd)  (bdd) (cdd (ddd (edd
(de) (bde) (cde (dde (ede
(ea)  (bea) (cea) (des) (cea
(seb)  (beb) (ceb) (deb) (ceb)
(a, e, ) (b, e, c) (c, e c) (d, e, c) (e, e, c)
(red)  (bed) (ced (ded (ced
(ee)  (bee (cee (dee (cee
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.5

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26

Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen beliebig gewdhlt werden kdnnen?
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.5

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen beliebig gewdhlt werden kdnnen?

26-26-26-26-26 =

u}

o)
I

i
it
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L6 Kombinatorik
L6.2 Variationen

Beispiel 6.5

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen beliebig gewdhlt werden kdnnen?

26-26-26-26-26 = 11881376

u}

o)
I

i
it
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L6.2 Variationen

Variationen ohne Wiederholungen

Die Variationen ohne Wiederholungen der Lange k < n einer
Menge A = {a;, a2,

darf.

.,ap} ist die Menge aller k-Tupel mit
Elementen aus A, wobei ein Element hochstens einmal vorkommen
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L6.2 Variationen

Variationen ohne Wiederholungen

Die Variationen ohne Wiederholungen der Lange k < n einer
Menge A = {a1,a2,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit
Elementen aus A, wobei ein Element hochstens einmal vorkommen
darf.

(Dla D27 ey |:lk—la Dk)

An jeder Position [J; kann eines der unverbrauchten n— i +1
Elemente stehen.
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L6.2 Variationen

Variationen ohne Wiederholungen

Die Variationen ohne Wiederholungen der Lange k < n einer
Menge A = {a1,a2,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit
Elementen aus A, wobei ein Element hochstens einmal vorkommen
darf.

(Dla D27 ey |:lk—la Dk)

An jeder Position [J; kann eines der unverbrauchten n— i +1
Elemente stehen.

Produktregel:
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L6.2 Variationen

Variationen ohne Wiederholungen

Die Variationen ohne Wiederholungen der Lange k < n einer
Menge A = {a1,a2,...,a,} ist die Menge aller k-Tupel mit
Elementen aus A, wobei ein Element hochstens einmal vorkommen
darf.

(Dla D27 ey |:lk—la Dk)

An jeder Position [J; kann eines der unverbrauchten n— i +1
Elemente stehen.

Produktregel:
n-(n—1)-...-(n—k+1) Anzahl Variationen ohne Wh.

k Faktoren
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|—6.2 Variationen

Alternative Darstellung:

DA
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|—6.2 Variationen

Alternative Darstellung:

n-(n—1)-...-(n—k+1)

DA
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|—6 Kombinatorik

|—6.2 Variationen

Alternative Darstellung:

n-(n—1)-...-(n—k+1)

(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1

n-(n—=1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)
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|—6 Kombinatorik

|—6.2 Variationen

Alternative Darstellung:

n-(n—1)-...-(n—k+1)

n-(n=1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1
(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1
n!
(= k)
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|—6.2 Variationen
:

Alternative Darstellung:

n-(n—1)-...-(n—k+1)

n-(n=1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1
(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1
n!
(= k)
Spezialfall n = k:
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|—6.2 Variationen
:

Alternative Darstellung:

n-(n—1)-...-(n—k+1)

n-(n—=1)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—-1)
(n—k)-(n—k—-1)-...-2-1
n!

(n— k)!

Spezialfall n = k:
n(n—1)(n—-2)----2-1=n!

(Permutation)
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.6
M ={a,b,c,d,e}, k=3

(a, b, ©) (b, a, ©)
(a, b, d) (b, a, d)
(a, b, €) (b, a, &)
(a, &, b) (b, ¢, a)
(a, ¢, d) (b, ¢, d)
(a, c e) (b, c, €)
(a, d, b) (b, d, a)
(a, d, ©) (b, d, c)
(a, d, €) (b, d, €)
(a, e, b) (b, e, a)
(a, e ) (b, e c)
(a, e, d) (b, e, d)

N U O e A

PO OO0 OTTUTD LD

2200 NT TCoO LY
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.7

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen verschiedenen sein sollen?
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.7

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen verschiedenen sein sollen?

26-25-24.23.22 =
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.7

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen verschiedenen sein sollen?

26!

26-25.24.23.22 = =~ =
6-25 3 o
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.7

Wie viele Passworter mit fiinf Zeichen lassen sich aus den 26
Grossbuchstaben des lateinischen Alphabets bilden, wenn die
Zeichen verschiedenen sein sollen?

26!

26-25-24-23-222527893600
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2

Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?
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L6 Kombinatorik
L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio:
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L6 Kombinatorik
L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2

Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l

Anordnungen der 3 Themen:

it

S
»
i)
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L6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l

Anordnungen der 3 Themen: 3!

it

S
»
i)
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|—6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l

Anordnungen der 3 Themen: 3!
N 5 5 )
T Iy |

u}
o)
I
i
it

DA



Stochastik
|—6 Kombinatorik
|—6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l

Anordnungen der 3 Themen: 3!

Produktregel:

DA

u}
o)
I
i
it



Stochastik
|—6 Kombinatorik
|—6.2 Variationen

Beispiel 6.8

Auf wie viele Arten kdnnen 7 Romane, 4 Geschichtsbiicher und 2
Biologie-Biicher in einem Regal angeordnet werden, wenn alle
Biicher der gleichen Art nebeneinander stehen sollen?

z.B. Romane, Geschichte, Bio: 7! - 41 . 2l

Anordnungen der 3 Themen: 3!

Produktregel: (7!-4!-2!) .31 = 1451520

DA

u}
o)
I
i
it
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Bemerkung
Im englischen Sprachraum werden andere Ausdriicke verwendet:
(a) Variationen mit Wiederholungen: Words

(b) Variationen ohne Wiederholungen: k-Permutations,

Spezialfall k = n: Permutations



Stochastik
L6 Kombinatorik
L6.3 Kombinationen

Ist A= {a1,a2,...,an} eine Menge und k € Ny, so wird eine
Teilmenge mit k Elementen aus A eine Kombination oder
ungeordnete Stichprobe genannt.

Abhéangig davon, ob man Wiederholungen von Elementen
(sogenannte Multimengen) zul&sst oder nicht, spricht man von
Kombinationen mit Wiederholungen bzw. von Kombinationen ohne
Wiederholungen.



Stochastik
L6 Kombinatorik
L6.3 Kombinationen

Kombinationen ohne Wiederholungen

Die Kombinationen ohne Wiederholungen der Lange k einer Menge
A=1{a1,a,...,a,} mit k < nist die Menge aller k-elementigen
Teilmengen von A

Ist C(n, k) die gesuchte Anzahl, so konnen wir jede dieser
Kombinationen auf durch k! Arten zu Variationen V/(n, k) ohne
Wiederholung machen.

Somit: V/(n, k) = = C(n, k) - k!

(n— k)!



Stochastik
L6 Kombinatorik
L6.3 Kombinationen

Kombinationen ohne Wiederholungen

Die Kombinationen ohne Wiederholungen der Lange k einer Menge
A=1{a1,a,...,a,} mit k < nist die Menge aller k-elementigen
Teilmengen von A

Ist C(n, k) die gesuchte Anzahl, so konnen wir jede dieser
Kombinationen auf durch k! Arten zu Variationen V/(n, k) ohne
Wiederholung machen.

Somit: V/(n, k) = o i!k)! = C(n, k) - k!

n! n-(n—1)-...-(n—k+1
= k)= e w2 k!( )

(Kombinationen ohne Wiederholung)
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L6.3 Kombinationen

Binomialkoeffizienten

Der Binomialkoeffizient (Z) ist der Koeffizient ¢, im Term

cxa*b™k des ausgerechneten Binoms (a+ b)" mit 0 < k < n

k=0 k=1 k=2
4
n=1 1 1
n=2 1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1
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|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften

> Symmetrie: (Z)



Stochastik
|—6 Kombinatorik

|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften

n—k

> Symmetrie: (Z) = ( g )



Stochastik
|—6 Kombinatorik

|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften
> S t' . n _ n
ymmetrie: W=
o (D no\
> Additivitat: <k) + (k—l— 1) =
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|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften

. n n
> Symmetrie: ( ) = ( )
k
> Additivitit: <Z) +( "
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|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften

> Symmetrie: (Z) = < g )

> Additivitit: (Z) +( : )
"2 (1)~
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|—6.3 Kombinationen

Eigenschaften

> S etrie; n "
ymmetrie: P 0 k

. n n n+1
> 5t _
Additivitat (k) + (k " 1) (k " 1)
" /n
> E = 2on
k=0
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.9

Auf wie viele Arten kann man aus einer Schulklasse mit 9

Schiilerinnen und 8 Schiilern eine Volleyballmannschaft mit
(a) 6 Spielenden

(b) 3 Spielerinnen und 3 Spielern
bilden?
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.9

Auf wie viele Arten kann man aus einer Schulklasse mit 9

Schiilerinnen und 8 Schiilern eine Volleyballmannschaft mit
(a) 6 Spielenden

bilden?

) (167) -

(b) 3 Spielerinnen und 3 Spielern
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.9

Auf wie viele Arten kann man aus einer Schulklasse mit 9

Schiilerinnen und 8 Schiilern eine Volleyballmannschaft mit
(a) 6 Spielenden

(b) 3 Spielerinnen und 3 Spielern
bilden?

(a) (167> — 12376
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.9

Auf wie viele Arten kann man aus einer Schulklasse mit 9

Schiilerinnen und 8 Schiilern eine Volleyballmannschaft mit
(a) 6 Spielenden

bilden?

(a) (167> — 12376
o (3)()-

(b) 3 Spielerinnen und 3 Spielern
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.9

Auf wie viele Arten kann man aus einer Schulklasse mit 9

bilden?

(a) (167> — 12376
(b) <§> . @ — 4704

(b) 3 Spielerinnen und 3 Spielern

Schiilerinnen und 8 Schiilern eine Volleyballmannschaft mit
(a) 6 Spielenden
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6.3 Kombinationen

Multimengen

Da in einer Menge ein Element hochstens einmal aufgezahlt
werden darf, bendtigen wir fiir den zweiten Fall das Konzept der
Multimenge.

Eine Multimenge M ist ein Paar (A, f), bestehend aus einer Menge
A und einer Abbildung f: A — Ny, die angibt, wie oft das Element
a € Ain der Multimenge M vorkommt.
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|—6 Kombinatorik

|—6.3 Kombinationen

Beispiel 6.10

Gegeben: A= {a,b,c,d} und f: A — Ny mit

f(a) =2, f(b) =3, f(c) =1, f(d) =0
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.10

Gegeben: A= {a,b,c,d} und f: A — Ny mit

f(a)=2,f(b)=3,f(c)=1,f(d)=0
Gesucht: Multimenge M = (A, f)
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.10

Gegeben: A= {a,b,c,d} und f: A — Ny mit

f(a)=2,f(b)=3,f(c)=1,f(d)=0
Gesucht: Multimenge M = (A, f)

M ={a,a,b,b,b,c}
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6.3 Kombinationen

Da auch in Multimengen die Reihenfolge der Elemente keine Rolle
spielt, wird (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) eine feste
Reihenfolge der Elemente aus A festgelegt (z. B. alphabetisch).

aa...abb...bcc...c

k Positionen

Hat die Grundmenge A die Machtigkeit n, werden zusatzlich n — 1
» Trennsymbole” eingefiigt:

XX XXX x| xx L x

k + n — 1 Positionen

Um alle Multimengen darzustellen, geniigt es, die n — 1 Positionen
der Trennsymbole aus allen moglichen k + n — 1 Platzen
auszuwahlen. Alternative: Wahle die Positionen aller k Elemente
aus allen k 4+ n— 1 Platzen aus.
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Kombinationen mit Wiederholungen

Damit l&sst sich die folgende Aufgabe I6sen:
Gegeben: A={aj,az,...,a,} und k € Z mit 0 < k
Gesucht: Anzahl Multimengen B von A mit |B| = k

Kombinationen mit Wiederholungen:
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L6.3 Kombinationen

Kombinationen mit Wiederholungen

Damit l&sst sich die folgende Aufgabe I6sen:
Gegeben: A = {ay, a7,

,appund k€ Z mit 0 < k
Gesucht: Anzahl Multimengen B von A mit |B| = k

Kombinationen mit Wiederholungen:
(k +n—1

n—1 >:<k+2_1>
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?

Lésung:

(10 + S — 1)>

u}
o)
I
i
it
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?

Lésung:

(7))
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Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?

Lésung:

(°"57)-()-2)
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?

Lésung:

(10—1—&)1— 1)> _ (13) _ (133> _ 133-.122‘-111
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.11

Gegeben: ausreichend rote, weisse, orange und gelbe Rosen

Gesucht: auf wie viele Arten kann man (ohne farbliche
Einschrankungen) aus 10 Rosen einen Strauss binden?

Lésung:

10+ (4—1)\ /13 /13 _13-12.11_286
10 ~\10/ \3) 3.2.1
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder

verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder
verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?

Loésung:

Gibt man jedem Kind die obligatorischen 2 Kekse, dann sind noch
4 Kekse zur freien Verteilung vorhanden.

u}
o)
I
i
it
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder
verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?

Loésung:

Gibt man jedem Kind die obligatorischen 2 Kekse, dann sind noch
4 Kekse zur freien Verteilung vorhanden.

(4 +3(i I 1))

u}
o)
I
i
it
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder
verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?

Loésung:

Gibt man jedem Kind die obligatorischen 2 Kekse, dann sind noch
4 Kekse zur freien Verteilung vorhanden.

(8-

u}
o)
I
i
it
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder
verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?

Loésung:

Gibt man jedem Kind die obligatorischen 2 Kekse, dann sind noch
4 Kekse zur freien Verteilung vorhanden.

(207)-() -2

u}
o)
I
i
it




Stochastik
L6 Kombinatorik
L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.12

Gesucht: auf wie viele Arten kann man 10 Kekse an 3 Kinder
verteilen, wenn jedes Kind mindestens zwei Kekse bekommen soll?

Loésung:

Gibt man jedem Kind die obligatorischen 2 Kekse, dann sind noch
4 Kekse zur freien Verteilung vorhanden.

4+(3-1) 6 6-5
( 31 ) (2> 71 5 Arten

u}
o)
I
i
it




Stochastik
L6 Kombinatorik
6.3 Kombinationen

Der Multinomialkoeffizient

Auf wie viele Arten kdnnen n verschiedene Objekte restlos auf r
verschiedene Behilter verteilt werden, wenn der i-te Behalter am
Ende genau k; Objekte enthalten soll.

n n—k1 n—kl—kQ—...—kr_l
k1 k2 kr

nl

. ! (n—kl)! (n—kl—...—k,_l)!
T kl(n—k)! kl(n—ki— k)l T kM n— kg — ... — k)

B n! Def. n
T kol kU \ki ko, ks

wobei (n — k; — ko — ... — k;) = 0 verwendet wurde.
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?
36!

Lésung mit Multinomialkoeffizient:
gl.9l.9l.9l
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:

36!
gr.9l.9t.9l

Lésung mit mehreren Binomialkoeffizienten:
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Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:

36!
gr.9l.9t.9l

Lésung mit mehreren Binomialkoeffizienten:

(5)()(5) ()
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Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:

36!
gr.9l.9t.9l

Lésung mit mehreren Binomialkoeffizienten:

36 27 18 9\ 36! 27! 18! 9!
9 9 9 9/ 9l.27! 9l.18! 91.91 9l.Q!
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Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:

36!
gr.9l.9t.9l

Lésung mit mehreren Binomialkoeffizienten:

36 27 18 9\ 36! 27! 18! 9!
9 9 9 9) 9l.271 9l.18! 9l.9!l 91.0!
B 36!

~9l.91.91.9!
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Beispiel 6.13

Auf wie viele Arten kann man 36 Spielkarten an 4 Spieler verteilen,
wenn jeder Spieler gleich viele Karten bekommen soll?

Lésung mit Multinomialkoeffizient:

36!
gr.9l.9t.9l

Lésung mit mehreren Binomialkoeffizienten:

36 27 18 9\ 36! 27! 18! 9!

9 9 9 9) 9l.271 9l.18! 9l.9!l 91.0!
B 36!
~9l.91.91.9!

(OK)
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.14

Wie viele verschiedene ,,Worter" lassen sich unter Verwendung

aller Buchstaben des Wortes ,, TATOO" bilden?

N
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L6.3 Kombinationen

Beispiel 6.14

Wie viele verschiedene ,,Worter" lassen sich unter Verwendung
aller Buchstaben des Wortes ,, TATOO" bilden?

Lésung 1: Waren alle Zeichen verschieden (T1AT20103), gibe es
5! Moglichkeiten.
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6.3 Kombinationen

Beispiel 6.14

Wie viele verschiedene ,,Worter" lassen sich unter Verwendung
aller Buchstaben des Wortes ,, TATOO" bilden?

Lésung 1: Wéren alle Zeichen verschieden (T1AT2010,), gébe es
5! Moglichkeiten.

Da sich T1 und T3 sowie O3 und Oy jeweils auf 2! Arten
(unerkannt) vertauschen lassen, miissen wir das obige Resultat
entsprechend korrigieren:
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Beispiel 6.14

Wie viele verschiedene ,,Worter" lassen sich unter Verwendung
aller Buchstaben des Wortes ,, TATOO" bilden?

Lésung 1: Wéren alle Zeichen verschieden (T1AT2010,), gébe es
5! Moglichkeiten.

Da sich T1 und T3 sowie O3 und Oy jeweils auf 2! Arten
(unerkannt) vertauschen lassen, miissen wir das obige Resultat
entsprechend korrigieren:

51 e e 51
2' ] 2| Oder ,,VO||Stand|g m
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L6.3 Kombinationen

Lésung 2: Um unsere urspriingliche kombinatorische Deutung des

Multinomialkoeffizienten zu verwenden, miissen wir das in der
Aufgabe gestellte Problem damit identifizieren.
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L6.3 Kombinationen

Lésung 2: Um unsere urspriingliche kombinatorische Deutung des
Multinomialkoeffizienten zu verwenden, miissen wir das in der
Aufgabe gestellte Problem damit identifizieren.

Die Zeichenpositionen {1,2,3,4,5} entsprechen den verschiedenen
Objekten.
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6.3 Kombinationen

Lésung 2: Um unsere urspriingliche kombinatorische Deutung des
Multinomialkoeffizienten zu verwenden, missen wir das in der
Aufgabe gestellte Problem damit identifizieren.

Die Zeichenpositionen {1,2,3,4,5} entsprechen den verschiedenen
Objekten.

Fiir jedes unterschiedliche Zeichen denken wir uns eine Box mit der
Haufigkeit des Zeichens als Fassungsvermogen:

T A (6]

10 ]



Stochastik
I—6 Kombinatorik
L6.3 Kombinationen

Jede Verteilung der Positionen auf die Boxen entspricht genau
einem ,Wort", wobei die Reihenfolge in einer Box irrelevant ist.

< TTAOO
+ OTOTA

u}
o)
I
i
it
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L6.3 Kombinationen

Jede Verteilung der Positionen auf die Boxen entspricht genau
einem ,Wort", wobei die Reihenfolge in einer Box irrelevant ist.

< TTAOO
+ OTOTA

Daher erhalten wir auch bei dieser Betrachtungsweise dasselbe
Resultat:
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L6.3 Kombinationen

Jede Verteilung der Positionen auf die Boxen entspricht genau
einem ,Wort", wobei die Reihenfolge in einer Box irrelevant ist.

< TTAOO
+ OTOTA

Daher erhalten wir auch bei dieser Betrachtungsweise dasselbe
Resultat:

5 51
= =30
(2,1,2) 2. 2111
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|—7.1 Einleitung
Motivation
Masse in kg
A
+ 100
& Y
w1 /
/
w? "

> Grosse in cm
200
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Zufallsvariable

synonym verwendet.

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Ergebnis w €
eine reelle Zahl X(w) zuordnet. Der Begriff Zufallsgrosse wird




Stochastik

|—7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Zufallsvariable

synonym verwendet.

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Ergebnis w €
eine reelle Zahl X(w) zuordnet. Der Begriff Zufallsgrosse wird

Eine Zufallsvariable ist keine Variable sondern eine Funktion!
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L7.1 Einleitung

Diskrete und stetige Zufallsvariable

» Ist der Wertebereich von X abzihlbar, so wird die
Zufallsvariable diskret genannt.

» st der Wertebereich von X iiberabzahlbar, so wird die
Zufallsvariable stetig genannt.
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L7.1 Einleitung

Beachte

» Die Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Ergebnis
des Stichprobenraums eine reelle Zahl zuordnet und wird mit
einem Grossbuchstaben bezeichnet.

» Der Wert einer Zufallsvariable x = X(w) fiir ein bestimmtes
Element w € Q ist eine Zahl und wird mit einem
Kleinbuchstaben bezeichnet.
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L7.1 Einleitung

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsvariablen

px

Wahrscheinlichkeitsfunktion (Probability Mass Function, PMF):
px(x) = P({w € Q: X(w) = x}) = P(X =x)

Ist klar, um welche Zufallsvariable es geht, schreibt man p(x) statt px(x).
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L7.1 Einleitung

Berechnung von p(x): Fiir jeden moglichen Wert x von X ...

> bestimme alle Ergebnisse w € Q mit X(w) = x,
» addiere alle ihre Wahrscheinlichkeiten, um p(x) zu erhalten.
> Falls es kein w € Q mit X(w) = x gibt, setze p(x) = 0.
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L7.1 Einleitung

Berechnung von p(x): Fiir jeden moglichen Wert x von X ...

> bestimme alle Ergebnisse w € Q mit X(w) = x,
> addiere alle ihre Wahrscheinlichkeiten, um p(x) zu erhalten.
> Falls es kein w € Q mit X(w) = x gibt, setze p(x) = 0.

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x):

> p(x) >0 fiir alle x e R
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L7.1 Einleitung

Berechnung von p(x): Fiir jeden moglichen Wert x von X ...

> bestimme alle Ergebnisse w € Q mit X(w) = x,
> addiere alle ihre Wahrscheinlichkeiten, um p(x) zu erhalten.
> Falls es kein w € Q mit X(w) = x gibt, setze p(x) = 0.

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x):

> p(x) >0 fiir alle x e R

> > p(x)=1

xeR
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|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen
> P(X=5)=
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|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7 (273)7 (37 2)7 (47 1)}) -
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7 (273)7 (37 2)7 (47 1)}) .

36
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7 (273)7 (37 2)7 (47 1)})

1
36

1

9
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

> P(X<4)=

R
36 9
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
|—7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

1 _1
36 9
> P(X < 4) = P({(l,l),(1,2),(2, 1)}) -



Stochastik

|—7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

11
36 9
> P(X <4)=P({(1,1),(1,2),(2,)}) = 3'% -
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

1 1
3% 0
> PX <4)=P(((11),(1.2), 2 D) =3 5. =
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L7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

11
3% 0
> PX <4)=P(((11),(1.2), 2 D) =3 5. =
> P(X =75)=
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Beispiel 7.1

Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen

> P(X = 5) = P({(174)7(273)7 (37 2)7 (47 1)}) =4

11
3% 0
> PX <4)=P(((11),(1.2), 2 D) =3 5. =
> P(X =75)=P({}) =0
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L7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.1 Einleitung

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable

Eine weitere Moglichkeit, die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten
einer Zufallsvariable darzustellen, ist ihre Verteilungsfunktion:

Fx(x) = P({w € Q: X(w) < x}) = P(X < x)
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L7.1 Einleitung

Beispiel 7.2
Wurf mit zwei Spielwiirfeln; X: Summe der Augenzahlen
p
5
36
i | |
[ | > Augensumme
01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13
F
1ol
0.5
> Augensumme

01 2 3 45 6 7 8 9 10111213
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L7.1 Einleitung

Funktionen von Zufallsvariablen

Ist X eine Zufallsvariable auf  und g: R — R eine rellewertige
Funktion, so definiert die Verkettung Y = g(X) eine weitere
Zufallsvariable Y auf Q.

px
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|—7.1 Einleitung
:

Beispiel 7.3
x |-1]1]|3]5

px(x) |04 03] 0102
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

|—7.1 Einleitung
:

Beispiel 7.3
x |-1]1]|3]5

px(x) |04 03] 0102

Y=g(X)=X>-4X+1
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|—7.1 Einleitung
:

Beispiel 7.3
x |-1]1]|3]5

px(x) | 04]03]0.1]02
Y=g(X)=X>-4X+1

X | -1 1|35

y=g(x)] 6 [-2]-2]6
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|—7.1 Einleitung
:

Beispiel 7.3
x |-1]1]|3]5

px(x) | 04]03]0.1]02
Y=g(X)=X>-4X+1

X | -1 1|35

y=g(x)] 6 [-2]-2]6

y |26
py(y) | 0.4 ] 0.6
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Der Erwartungswert

Der Erwartungswert E(X) einer diskreten Zufallsvariable X mit der
Wahrscheinlichkeitsfunktion p wird wie folgt definiert:

E(X) = 3" xp(x)

Der Erwartungswert ist das mit den Wahrscheinlichkeiten
gewichtete Mittel aller Werte der Zufallsvariable. Statt E(X)
schreibt man auch kiirzer p.
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl

N
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.4

Ein faires Gliicksrad wird einmal bewegt. X: aufgedruckte Zahl

E(X)=0-04+1-03+2-02+4-01=1.1
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L7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2

Y
x

~~_

Y1

y2
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L7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2

Y
x

~~_

Y1

y2

E(g(X))
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 y2

Y
x

E(g(X)) ZyJPv Yi)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R

Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 y2

Y
x

2
E(g(X)) = E(Y) = _yipv(y)) = vipy(n1) + y2pv (12)

Jj=1
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 Y2

Y
x

2
E(g(X)) = E(Y) = _yipv(y)) = vipy(n1) + y2pv (12)
=1

= y1px(x2) + y2 [px(x1) + px(x3)]
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 y2

Y
x

2
E(g(X)) = E(Y) = _yipv(y)) = vipy(n1) + y2pv (12)
=1

= y1px(x2) + y2[px(x1) + px(x3)] = y1px(x2) + y2px(x1) + y2px(x3)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 Y2

\
x

2
E(g(X)) = E(Y) = _yipv(y)) = vipy(n1) + y2pv (12)
=1

= y1px(x2) + y2[px(x1) + px(x3)] = y1px(x2) + y2px(x1) + y2px(x3)

= g(x2)px(x2) + g(x1)px(x1) + g(x3)px(x3)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Erwartungswert fiir Funktionen von Zufallsvariablen

Gegeben: Zufallsvariable X und Funktion g: R — R
Gesucht: E(Y) mit Y = g(X)

X1 X2 X3

7,

Y1 y2

\
x

2
E(g(X)) = E(Y) = _yipv(y)) = vipy(n1) + y2pv (12)
=1

= y1px(x2) + y2 [px(x1) + px(x3)] = y1px(x2) + Y2PX(X1) + y2px(x3)

= g(x2)px(x2) + g(x1)px(x1) + &(x3)px (x3) Zg(xl )px (xi)
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)
E(Y) =
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)

E(Y) = E(g(X)) = > &(x) px(x)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)

E(Y) = E(g(X)) = > &(x) px(x)

g(—1)-0.4+g(1)-0.3+g(3)-0.1+ g(5)-0.2
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)

E(Y) = E(g(X)) = > &(x) px(x)

= g(~1)-0.4+g(1)- 0.3+ g(3)- 0.1 + g(5) - 0.2
=6-04-2-03-2-0.1+6-0.2
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)

E(Y) = E(g(X)) = > &(x) px(x)

= g(~1)-0.4+g(1)- 0.3+ g(3)- 0.1 + g(5) - 0.2
=6-04-2-03-2-01+6-02=28
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.5

Berechne aus der Zufallsgrosse X mit
X

| -t]t]3]5
px(x) | 0.4 03 [0.1]0.2

und Y = g(X) = X2 — 4X + 1 den Erwartungswert E(Y)

E(Y) = E(g(X)) = > &(x) px(x)

=g(-1)-04+g(1)-03+g(3)-0.1+g(5)-0.2
=6-04—-2-03-2:-01+6-02=238
cf. Beispiel 7.3
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die schlechte Nachricht

Im Allgmeinen ist

> e(x)px(x) # & (Z XPX(X))
was gleichbedeutend mit

ist.

E(g(X)) # g(E(X))
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|—7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die gute Nachricht

Fiir Funktionen der Form g(X) = aX + b (affine Funktionen) gilt:

E(aX 4+ b) = aE(X)+ b
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die gute Nachricht

Fiir Funktionen der Form g(X) = aX + b (affine Funktionen) gilt:

E(aX 4+ b) = aE(X)+ b
Beweis:
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die gute Nachricht

Fiir Funktionen der Form g(X) = aX + b (affine Funktionen) gilt

E(aX 4+ b) = aE(X)+ b
Beweis:

E(aX + b) =Y (ax + b)px(x)

= aprX(x) + prX(x) =aE(X)+b
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die Varianz einer Zufallsvariable
Ist X eine Zufallsvariable, so ist nach dem oben Gesagten auch
2
g(X) = [X = E(X)]

eine Zufallsvariable. Dieser Term stellt den quadratischen
Unterschied der Werte von X von ihrem Erwartungswert (,, Mittel")
dar. Bestimmt man von dieser neuen Zufallsvariable den
Erwartungswert, so erhdlt man die Varianz von X:

Var(X) = E ([X - E(X)]2) =3 [x - E(X)]*px(x)

Die Varianz ist ein Mass fiir die Streuung der Werte von X um
ihren Erwartungswert.
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Die Standardabweichung

Das Quadrat in der Definition der Varianz ist ndtig, damit sich die
positiven und negativen Abweichungen der Werte der
Zufallsvariable vom Erwartungswert nicht gegenseitig ausldschen.
Dies fiihrt dazu, dass die Masseinheit der Varianz das Quadrat der
Masseinheit von X ist.

Mochte man ein mit der urspriinglichen Einheit vertragliches Mass
fiir die Streuung einer Zufallsvariable, so zieht man die
Quadratwurzel aus der Varianz und nennt diese Grosse
Standardabweichung von X:

ox(X) =/ Var(X)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Zufallsvariablen:

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
X

|2/ 0] 3]5

px(X) [ 0204 03] 01
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

| 2| 0|35
px(X) [ 0204 03] 01
E(X)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

|2/ 0] 3]5

px(X) [ 0204 03] 01

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-0.1
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

| 2| 0|35
px(X) [ 0204 03] 01
E(X)

-2:024+0-04+3-03+5-01=1
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

|2/ 0] 3]5

px(X) [ 0204 03] 01

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-01=1
Var(X)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

|2/ 0] 3]5

px(X) [ 0204 03] 01

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-01=1

Var(X) = E ([X - E(X)]2>
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

x |-2]0]3]5
px(X) [ 02]04]03]0.1

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-01=1
Var(X) = E ([X - E(X)]2>

=(—2-1)2-02+(0—-1)>-04+4-03416-0.1
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

x |-2]0]3]5
px(X) [ 02]04]03]0.1

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-01=1
Var(X) = E ([X - E(X)]2>

=(—2-1)2-02+(0—-1)>-04+4-03416-0.1
=5
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Beispiel 7.10

Berechne Varianz und Standardabweichung der folgenden
Zufallsvariablen:

x |-2]0]3]5
px(X) [ 02]04]03]0.1

E(X)=-2-02+0-04+3-03+5-01=1
Var(X) = E ([X - E(X)]2>

=(—2-1)2-02+(0—-1)>-04+4-03416-0.1
=5

o(X) =5
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (1)

Auch wenn
g(X) = [X — E(X)]?

in der Berechnung von
Var(X) = E ([x - E(X)]2>

nicht linear ist, kann die Summendarstellung von f zur einfacheren
Berechnung von Var(X) verwendet werden:
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (1)

Auch wenn )
g(X) = [X — E(X)]

in der Berechnung von
Var(X) = E ([x - E(X)]2>

nicht linear ist, kann die Summendarstellung von f zur einfacheren
Berechnung von Var(X) verwendet werden:

Var(X) = E ([x - E(X)]z)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (1)

Auch wenn )
g(X) = [X — E(X)]

in der Berechnung von
Var(X) = E ([x - E(X)]z)

nicht linear ist, kann die Summendarstellung von f zur einfacheren
Berechnung von Var(X) verwendet werden:

Var(X) = E ([x - E(X)]z) = E (X2 = 2E(X)X + E(X)?)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (1)

Auch wenn )
g(X) = [X — E(X)]

in der Berechnung von
Var(X) = E ([x - E(X)]z)

nicht linear ist, kann die Summendarstellung von f zur einfacheren
Berechnung von Var(X) verwendet werden:

Var(X) = E ([x - E(X)]2> = E (X2 = 2E(X)X + E(X)?)

= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (1)

Auch wenn )
g(X) = [X — E(X)]

in der Berechnung von
Var(X) = E ([x - E(X)]z)

nicht linear ist, kann die Summendarstellung von f zur einfacheren
Berechnung von Var(X) verwendet werden:

Var(X) = E ([x - E(X)]2> = E (X2 = 2E(X)X + E(X)?)

= E(X?) = 2E(X)E(X) + E(X)* = E(X?) — E(X)?
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

gilt:

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
Var(aX + b)

— E((aX + b)?) — (E(aX + b))?
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

gilt:

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
Var(aX + b)

— E((aX + b)?) — (E(aX + b))?

= E(a®X? + 2abX + b%) — (aE(X) + b)°
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
gilt:

Var(aX + b)
— E((aX + b)?) — (E(aX + b))*
= E(a®X? + 2abX + b%) — (aE(X) + b)°

= a®E(X?) + 2abE(X) + b? — (a*E(X)? + 2abE(X) + b?)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
gilt:

Var(aX + b)

— E((aX + b)?) — (E(aX + b))?

= E(a®X? + 2abX + b%) — (aE(X) + b)°

= a%E(X?) + 2abE(X) + b — (a®E(X)? + 2abE(X) + b?)
= a’E(X?) — a*E(X)?
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
gilt:

Var(aX + b)

— E((aX + b)?) — (E(aX + b))?

= E(a®X? + 2abX + b%) — (aE(X) + b)°

= a%E(X?) + 2abE(X) + b — (a®E(X)? + 2abE(X) + b?)
= a’E(X?) — a*E(X)?

= a?(E(X?) — E(X)?)
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L7.2 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariable

Rechenregeln fiir die Varianz (2)

Fiir eine affine Transformation Y = aX + b der Zufallsvariablen X
gilt:

Var(aX + b)

— E((aX + b)?) — (E(aX + b))?

= E(a®X? + 2abX + b%) — (aE(X) + b)°

= a%E(X?) + 2abE(X) + b — (a®E(X)? + 2abE(X) + b?)
= a’E(X?) — a*E(X)?

= 2" (E(X?) - E(X)?)

= a?Var(X)



Stochastik
L7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.3 Die Ungleichung von Chebyshev

Motivation

Gegeben ist eine diskrete Zufallsvariable X. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit weichen die Werte von X um mehr als ¢ vom
Erwartungswert E(X) ab?

Die Ungleichung von Tschebyscheff gibt dafiir eine grobe
Abschatzung.

(P. L. Chebyshev (1821-1894), russischer Mathematiker)
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L7.3 Die Ungleichung von Chebyshev

Satz

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X einen Wert
abweicht, betragt:

annimmt, der mindestens um +c vom Erwartungswert u = E(X)

2
g
PIX —pl=c)=—
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L7.3 Die Ungleichung von Chebyshev

Beweis

Die folgende ,, Beweisskizze" ist nicht formal. Die Anbindung an die
unten graphisch dargestellte Verteilung einer Zufallsvariable X soll
die formale Beschreibung der Indizes vermeiden.

p
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L7.3 Die Ungleichung von Chebyshev

o? = Z(Xk — )?P(xi)

4 9 12
=3 (% — 1) P(xi) + >0 — 1) POxac) + Y (xk — 12)*P(xe)
k=1 k=5 k=10
> Z(xk — )PP + > (x — 1)*P(x)
k=10
>Zchk +Zchk)—c (ZP(xk +ZP(xk)
k=10 k=10

=c P(|X—,u|2c)

Division aller (Un-)Gleichungen durch o

o2
2

P(IX —ul = c) <
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L74 Haufig verwendete Verteilungen

Bernoulli-Verteilung

Ein Bernoulli-Experiment ist ein Experiment mit genau zwei
Ausgingen, d.h. Q = {w1,wz} und P(w1) = p und P(wp) =1—p.

Ordnet man den Ereignissen wie folgt die Werte 1 und 0 zu:

X(w1) =1 ,Erfolg"
X(wz2) =0 , Misserfolg"

erhalt man die Wahrscheinlichkeitsfunktion

px(1)=P(X=1)=p

die Bernoulli-(Wahrscheinlichkeits)Verteilung genannt wird.
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|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Px

DA
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|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Px

Erwartungswert und Varianz einer bernoulliverteilten
Zufallsvariable:
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Px

Erwartungswert und Varianz einer bernoulliverteilten
Zufallsvariable:

E(XX)=> x-px(x)=1-p+0-(1—p)=p
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Px
l_l_‘x

0 1

Erwartungswert und Varianz einer bernoulliverteilten
Zufallsvariable:

E(XX)=> x-px(x)=1-p+0-(1—p)=p

Var(X) = E(X?) — E(X)?

=[12.p+02-(1—p)] -p2=p—p>=p(1-p)

~

E(X2)
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Die Binomialverteilung

k: Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Wiederholungen eines
Bernoulli-Experiments mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p.
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Die Binomialverteilung

k: Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Wiederholungen eines
Bernoulli-Experiments mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p.

ny n—k .

1- fiir k =0,1,2, ..
P(X = k) = (k)p( P) urk=0,12%....n
0

sonst
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L74 Haufig verwendete Verteilungen

Die Binomialverteilung

k: Anzahl der Erfolge bei n unabhingigen Wiederholungen eines
Bernoulli-Experiments mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p.

ny\ x n—k .
1- fiir k=0,1,2,...
P(X = k) = (k)p( P) urk=05%...,n

0 sonst

Px

O
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|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert und Varianz:

DA
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert und Varianz:

Um bereits berechnete Resultate wiederverwenden zu kdnnen,
stellen wir X als Summe bernoulliverteilter Zufallsvariablen X; mit
der Erfolgswahrscheinlickeit p dar, wobei die X; entweder den Wert
1 (Erfolg) oder 0 (Misserfolg) annehmen:

X:X1—|-X2+...+Xn

Dann gilt wegen der Linearitdt des Erwartungswerts:
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert und Varianz:

Um bereits berechnete Resultate wiederverwenden zu kdnnen,
stellen wir X als Summe bernoulliverteilter Zufallsvariablen X; mit
der Erfolgswahrscheinlickeit p dar, wobei die X; entweder den Wert
1 (Erfolg) oder 0 (Misserfolg) annehmen:

X:X1—|-X2+...+Xn
Dann gilt wegen der Linearitdt des Erwartungswerts:

E(X) = E(X1+Xo+---+X,) = E(X1)+E(X2)+-- -+ E(X,) = np



Stochastik
L7 Diskrete Zufallsvariablen
L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert und Varianz:

Um bereits berechnete Resultate wiederverwenden zu kdnnen,
stellen wir X als Summe bernoulliverteilter Zufallsvariablen X; mit
der Erfolgswahrscheinlickeit p dar, wobei die X; entweder den Wert
1 (Erfolg) oder 0 (Misserfolg) annehmen:

X:X1—|-X2+...+Xn
Dann gilt wegen der Linearitdt des Erwartungswerts:
E(X)=E(Xi+Xo+---+Xn) = E(X1)+E(X2)+---+E(Xn) = np

und aufgrund der Unabhingigkeit von X1, X, ..., X,
Var(X) = Var(Xy + Xo + - - + X,)

= Var(Xq) + Var(Xz) + - - - + Var(X,) = np(1 — p)
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L74 Haufig verwendete Verteilungen

Die geometrische Verteilung

Ein Bernoulli-Experiment wird so lange wiederholt, bis der erste
Erfolg eintritt. (X: Nummer des Versuchs mit dem ersten Erfolg)

k—1 .

p(l—p firk=1,2,3,...
P(X = k)= ( ) .
sons

| Y ;k
7 8 9 10 11 12 13

:
[e.o] 00 B 1
D PX == () =y =

D
O e
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L74 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert: Um

=Y kp(1—p)<!
k=1

zu berechnen, differenziere die fiir |x| < 1 giiltige ldentitat

:ixk = 1—x kakl

k=0

Setze x = 1 — p und lasse den verschwindenen Summanden weg:

lz S k(- = == kp(1- — E(X)
k=1 k=1
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Varianz: Um -
)= K1)
k=1

zu bestimmen, differenziere die fiir |x| < 1 giiltige Identitat:

Z kxk = 1+7X = i k2xk—1
(1- x)2 (1—x)3 phrs
Setze x = 1 — p und lasse den verschwindenden Summanden weg:

_y e =3 Kp(1 - )t = E(X?)

k=1 P k=1

1
Insgesamt: Var(X) = E(X?) — E(X)? = L _"F
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Die hypergeometrische Verteilung

In einer Grundgesamtheit vom Umfange m haben r Elemente eine
bestimmte Eigenschaft. Aus dieser Menge werden ohne
Zuriicklegen n Elemente gezogen. k ist die Anzahl der Elemente in
der Stichprobe, welche die oben erwdhnte bestimmte Eigenschaft

haben. s
P(X = k) = <k><nr;—k)
(")

mit n < m, r < mund max(0,n —m+r) < k < min(n,r)
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|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert:

E(X)=n-—

DA
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|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Erwartungswert:

E(X)=n-—

Varianz:

[ohne Beweis|

Var(X)zn-%-(

1_L).
m

m-—n

m-—1
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Die Poisson-Verteilung

k: Anzahl (unabhéngiger) Ereignisse, die wahrend eines festen
Zeitintervalls beobachtet werden kdnnen, wenn im Mittel \
Ereignisse pro Zeitintervall eintreten.

PIX = k) = e‘A?: fir k=0,1,2,3, ...
0 sonst
px
‘ A=27
L
1 2 3 45 6 7 8 9
ipx(k)— _A[é?-i-/ﬁ—i-/;?—l- =e et =1
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L7.4 Haufig verwendete Verteilungen
o0 oo o0
A A k=1
EX)=) ke* - =e?> k=)
| —_
k=0 K k=1 ke k=1 (k—1)!
o
Nk K
— e AN e
e EZI k= 1) A kg_o I e e A

N
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L74 Haufig verwendete Verteilungen
:

X2)_Zk2 —/\/\ —,\Z _1)|

k=1
— —,\g: v );kz)! -I-e_’\i:: (kikl)l
e/\)\ZkiO: (kAk—_;)! 4e A i (k)\k_i)l
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|—7 Diskrete Zufallsvariablen

|—7.4 Haufig verwendete Verteilungen

Var(X) = E(X?) — E(X)?

=2+ 2\
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Versuch einer Visualisierung

AN

\ X

Y
X

Es ist unmoglich, jedem x € R eine Wahrscheinlichkeit
P({X = x}) zuzuordnen, so dass gilt:

D px(X) =) P(X=x)=1
xeR

xeR
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Dichtefunktionen

Eine Funktion f: R — R heisst Dichtefunktion, wenn sie folgende
Eigenschaften hat.

» Fiir alle x € R gilt f(x) >0  (Nicht-Negativitit)

o0

> / f(x)dx =1 (Normiertheit)
—00

Eine stetige Zufallsvariable X hat die Dichtefunktion fx, wenn fiir

alle a < b gilt:
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Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

> Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen kann eine
Wahrscheinlichkeitsdichte fx auch Werte annehmen, die
grosser als 1 sind.

» Fiir ein Intervall [a, a + d] von sehr kleiner Lange § gilt:
a+o
P(a§X§a+5):/ fx(x)dx ~ fx(a) -9
a

fx(X)
fx(a)
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Erwartungswert und Varianz

Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte fx definiert man
analog zum diskreten Fall:

> E(X) = / " i (x) dx

oo

> Var(X):/oo

[ (x- E(X))?fx(x) dx
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Rechenregeln

o0

—00

Analog zum diskreten Fall lassen sich folgende Regeln herleiten
> Ee(x) - |

g(x)fx(x) dx
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Rechenregeln

Analog zum diskreten Fall lassen sich folgende Regeln herleiten:
[e.e]
> Ee(X) = [ g(o(x)dx
—00
» E(aX +b)=aE(X)+b
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Rechenregeln

3 g(x)fx(x) dx
» E(aX +b)=aE(X)+b

> Var(X) = E(X?) — E(X)?

Analog zum diskreten Fall lassen sich folgende Regeln herleiten
[e.e]
> Ee(x) - |
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Rechenregeln

3 g(x)fx(x) dx
» E(aX +b)=aE(X)+b

> Var(X) = E(X?) — E(X)?

» Var(aX + b) = a? Var(X)

Analog zum diskreten Fall lassen sich folgende Regeln herleiten
[e.e]
> Ee(x) - |
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Die kumulative Verteilungsfunktion

Sowohl fiir diskrete wie auch fiir stetige Zufallsvariablen X Idsst
sich die (kumulative) Verteilungsfunktion (cumulative distribution
function, CDF) Fx: R — R definieren:
> Fx(x) = P(X <) = 3 px(t)

t<x
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Die kumulative Verteilungsfunktion

Sowohl fiir diskrete wie auch fiir stetige Zufallsvariablen X Idsst
sich die (kumulative) Verteilungsfunktion (cumulative distribution
function, CDF) Fx: R — R definieren:

> Fx() = P(X <x)= Y px(t)

t<x

X

> FX(x):P(ng):/ fx(t)dt

—00
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion fiir eine diskrete Zufallsvariable
px(x)
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion fiir eine stetige Zufallsvariable
px(x)
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

> fX(x) =
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

a

X
b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).



Stochastik

Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

a

X
b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).
> E(X)=
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

X
a b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).
> E(X)=(a+b)/2
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

X
a b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).
> E(X)=(a+b)/2

(Symmetrie)
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

X
a b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).
> E(X)=(a+b)/2

(Symmetrie)
> Var(X) =
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.1: uniforme stetige Verteilung
y

X
a b

» fx(x) =1/(b— a) fiir alle x € (a, b).
> E(X)=(a+b)/2

(Symmetrie)
> Var(X) = (b—

a)?

5 (— Ubungen)




Stochastik

Lg Stetige Zufallsvariablen

y

Beispiel 8.2: Standardnormalverteilung

> flx) = e 2
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Lg Stetige Zufallsvariablen

y

Beispiel 8.2: Standardnormalverteilung
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Beispiel 8.2: Standardnormalverteilung
y

> X
1 o
> fX(X) e x“/
T
» E(X)=0 (Symmetrie)
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y

Beispiel 8.2: Standardnormalverteilung

> X
» fx(X) = Ee—x2/2
» E(X)=0 (Symmetrie)

> Var(X) =1 (— Ubungen)
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Beispiel 8.2: Standardnormalverteilung
y

\
X

> fil)= e

V2r
» E(X)=0 (Symmetrie)

> Var(X) =1 (— Ubungen)

> ©o1(x) = fx(x)

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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Lg Stetige Zufallsvariablen

Stabdiagramme fiir B(x, 100, 0.1) und B(x, 100,0.5):
y

Die Naherungsformel von DE MOIVRE-LAPLACE

X
80 90
oc=5
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Die Naherungsformel von DE MOIVRE-LAPLACE

Stabdiagramme fiir B(x, 100, 0.1) und B(x, 100,0.5):
y

10 20 30 40 50 60 70 80 90
oc=3 o=5

Normalisieren der Stabdiagramme: (1 = np, o = \/np(1 — p))
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Die Naherungsformel von DE MOIVRE-LAPLACE

Stabdiagramme fiir B(x, 100, 0.1) und B(x, 100,0.5):
y

10 20 30 40 50 60 70 80 90
oc=3 o=5

Normalisieren der Stabdiagramme: (1 = np, o = \/np(1 — p))

box s X H >y oy
o
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Lg Stetige Zufallsvariablen

y

normalisiertes Stabdiagramm fiir B(x,100,0.1):

—-4-3-2-10 1 2 3 4

N
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normalisiertes Stabdiagramm fiir B(x,100,0.1):
y

—-4-3-2-101 2 3 4

normalisiertes Stabdiagramm fiir B(x, 100,0.5):
y

-4 -3-2-101 2 3 4
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Fiir eine binominalverteilte Zufallsvariable X mit den Parametern p
und n gilt bei grossen Werten von n:

2
Px1 <X <x) =~ / vo:1(z) dz
z
X1 — np Xo — np

v np(L - p) vnp(L = p)

Diese Naherung liefert fiir np(1 — q) > 9 ,,brauchbare” Werte.

mit z; = und z, =
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Anstatt die Binomialverteilung an die Standardnormalverteilung
anzupassen, kann man die Standardnormalverteilung an die

Binomialverteilung anpassen (1 = np, 0 = y/np(1 — p)):

X2

P(x1 < X < x2) z/ o (x) dx

X1

e~ (x—n)?/20

wobei ¢,.-(x) = 5
s
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L9 Hypothesentests
- 9.1 Einleitung

Motivation

Am Anfang steht eine Theorie iiber eine bestimmte Eigenschaft
einer Population (Grundgesamtheit).

» Ein neues Medikament soll die Dauer des Heilungsprozesses
einer Krankheit verkiirzen

> Klassische Musik beeinflusst die Intelligenz von Kindern.

Wie kann nun eine solche Theorie durch stichprobenartig erhobene
Daten (Umfragen, Experimente) bestatigt oder verworfen werden?
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- 9.1 Einleitung

Beispiel 9.1
Ist eine gegebene Miinze fair?
Sei p die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl".
p

}?

Wo liegt der Parameter p? —= > R
1

Nullhypothese (Hp): p = 0.5
Alternativhypothese (Hi): p # 0.5 ungerichtet (zweiseitig)
p < 0.5 gerichtet (linksseitig)
p > 0.5 gerichtet (rechtsseitig)
Die Wahl der Alternativhypothese hdngt vom Vorwissen iiber das Objekt ab.

Im Zweifelsfall sollte man zweiseitig testen.



Stochastik
L9 Hypothesentests
L9.1 Einleitung

Teststatistik: Wahrscheinlichkeitsverteilung von ,, Anzahl Zahl" (k)
bei n = 100 (unabhangigen) Miinzwiirfen

p
0.08
0.06 |
O 04 I|| HH
) Verwerfungsbereich Verwerfungsbereich
0.02 i h]—<—H
lis. k

0 10 20 30 40 50 60 70O 80 90 100

Je mehr das Stichprobenresultat vom Zentrum der Verteilung
abweicht, umso mehr sind wir bereit Hy zu verwerfen und H;
(vorlaufig) anzunehmen.



Stochastik
LQ Hypothesentests
- 9.1 Einleitung

Der Hypothesentest

Wie soll zwischen den beiden konkurrierenden Hypothesen
entschieden werden, wenn nur eine Zufallsstichprobe aus der
Grundgesamtheit verfiigbar ist?

Ublicherweise geht man so vor, dass untersucht wird, ob die aus
der Stichprobe gewonnenen Daten mit der Nullhypothese
vertraglich sind. Sind sie es nicht so wird die Nullhypothese
zugunsten der Alternativhypothese verworfen. Andernfalls wird die
Nullhypothese beibehalten.

Ein Hypothesentest ist somit eine Entscheidungsregel.
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LQ Hypothesentests
L9.1 Einleitung

Um diese Entscheidung zu treffen, wird aus den empirischen Daten
eine Priifgrosse (Synonym: Teststatistik) berechnet. Beispiele dafiir
sind:

> z-Wert

> t-Wert

> 2-Wert

» Rangsumme

> ..

u}
o)
I
i
it




Stochastik
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L9.1 Einleitung

Diese Priifgrosse hangt vom verwendeten Test ab, der wiederum
auf den Voraussetzungen basiert, unter denen die Daten zustande
gekommen sind:
» Zufallsstichprobe
Normalverteilung
»kleiner” Stichprobenumfang

>
>
» Stichproben mit gleicher Varianz
>
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LQ Hypothesentests
L9.1 Einleitung

Auf der Grundlage der Nullhypothese und den Voraussetzungen des
jeweiligen Tests lasst sich die Verteilung der Priifgrosse rechnerisch
(oder durch Simulation) bestimmen.
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- 9.1 Einleitung

Damit wird es moglich, den aus der Stichprobe berechneten Wert
der Priifgrosse mit der theoretischen (erwarteten) Verteilung der
Priifgrosse in Beziehung zu setzen:

» Hat der berechnete Wert der Priifgrésse eine ,, grosse"
Wahrscheinlichkeit, so ist die Stichprobe mit der
Nullhypothese vereinbar.

» Hat der berechnete Wert der Priifgrosse eine , kleine”
Wabhrscheinlichkeit, so ist die Stichprobe nicht mit der
Nullhypothese vereinbar.
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L9.1 Einleitung

Das Signifikanzniveau

Es muss also ein Grenze bzw. ein kritischer Wert festgelegt werden,
bei der die Entscheidung von ,noch mit Hy vereinbar® zu ,,nicht
mehr mit Hy vereinbar” wechselt.

Diese Grenzg‘ wird Signifikanzniveau genannt und mit «
bezeichnet. Ubliche Werte fiir o sind 0.05 und 0.01.
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- 9.1 Einleitung

Der p-Wert

Unter der Voraussetzung der Nullhypothese ist der p-Wert gleich
der Wahrscheinlichkeit, dass die Priifgrosse den beobachteten oder
einen extremeren Wert in Richtung der Alternativhypothese
annimmt.

» Ein tiefer p-Wert besagt, dass es unwahrscheinlich ist, dass
ein solches Ergebnis auf der Basis der Nullhypothese zustande
kommt. Das spricht gegen Hy und damit fiir Hs.

» Ein hoher p-Wert besagt, dass es wahrscheinlich ist, dass ein
solches Ergebnis auf der Basis der Nullhypothese zustande
kommt. Das spricht fiir Hy und damit gegen H.
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- 9.1 Einleitung

Dieser p-Wert wird von Statistikprogrammen ausgegeben und muss
dann mit dem Signifikanzniveau verglichen werden, um eine
Entscheidung zu fallen.

Der Begriff p-Wert ist etwas ungliicklich gewahlt, da es Verfahren gibt, in
denen eine Wahrscheinlichkeit (Proportion) getestet wird, die ebenfalls mit p

bezeichnet wird.
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L9.1 Einleitung

Zusammenfassung

Bortz und Schuster definieren einen statistischen Test wie folgt:
,Ein statistischer Test ist eine Regel, die es erlaubt, fiir
Jjedes Stichprobenergebnis eine Entscheidung zwischen der
Null- und der Alternativhypothese zu treffen.



Stochastik
LQ Hypothesentests
- 9.1 Einleitung

Ablauf eines Hypothesentests

1. Die Hypothesen (Hp und Hj) aufstellen und die Richtung der
Alternativhypothese vorgeben (im Zweifelsfall zweiseitig).

2. Das Signifikanzniveau « festlegen.

3. Das Testverfahren aufgrund der Voraussetzungen wahlen.

4. Die Priifgrosse berechnen:
» computergestiitzt: Den p-Wert mit « vergleichen
» klassisch: Den Wert der Priifgrosse mit den kritischen Werten
aus Tabellen zu gegebenem « vergleichen
5. Die Entscheidung fallen:
> falls p-Wert < a: Hg verwerfen
> falls p-Wert > a:: Hy beibehalten
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- 9.1 Einleitung

Fehlerarten

Bei einem Hypothesentest ist nicht auszuschliessen, dass die durch
den Test gefillte Entscheidung falsch ist, zumal sie in der Regel
auf einer einzigen Stichprobe beruht.

Durch die zwei Entscheidungsmoglichkeiten sind folgende
Situationen denkbar

Hp beibehalten Hp verwerfen

Hp gilt richtig entschieden Fehler 1. Art
Hp gilt nicht Fehler 2. Art richtig entschieden
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- 9.1 Einleitung

Der Fehler 1. Art

Bei der oben beschriebenen Art des Testens kann die der Fehler
1. Art gerade durch das Signifikanzniveau quantifiziert werden.
Warum?

Stellt man bei einem Signifikanzniveau von o = 0.05 fest, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir die vorliegende (oder eine noch weiter von
Ho entfernte) Stichprobe den p-Wert 0.04 hat, so entscheidet man
sich gegen Hy. Sollte Hy dennoch wahr sein, so irrt man sich
hochstens in 5 von 100 Fallen.
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- 9.1 Einleitung

Der Fehler 2. Art

Die Grosse des Fehlers 2. Art kann ohne zusatzliche Annahmen
nicht wie der Fehler 1. Art abgeschatzt werden.

Es sollte aber klar sein, dass man durch Verkleinern von o« zwar
den Fehler 1. Art ,vermindert”; dadurch aber die Hiirde zum
Akzeptieren von H; hoher ansetzt und damit die Moglichkeit eines
Fehlers 2. Art vergrossert.
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L9.2 Der Einstichproben-t-Test

Die Idee

Der Einstichproben-t-Test iiberpriift, ob sich der Mittelwert p der
Grundgesamtheit, aus der die Stichprobe gezogen wird, von einem
vorgegebenen Sollwert o unterscheidet.

Ho Hy

zweiseitig: W= o [ F o
rechtsseitig: © = o p > uo
linksseitig: pw=po p<po
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L9.2 Der Einstichproben-t-Test

Voraussetzungen

» Die Werte der Stichprobe miissen durch eine Zufallsstichprobe
ermittelt werden.

» Das Merkmal ist in der Grundgesamtheit normalverteilt.

Der Umfang n der Stichprobe wird vom t-Test nicht vorgegeben.
Allerdings sind grossere Werte von n wiinschenswert.
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Die Priifgrésse

t:\/ﬁ.ﬂ

S

DA
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|—9 Hypothesentests

|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Die Priifgrésse

t:\/ﬁ.w

S

N
mltx=;z;x,- und s =
=
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L9.2 Der Einstichproben-t-Test

Beispiel

In einem Fliessgewasser wurde vor 5 Jahren eine mittlere
Nitratkonzentration von 1.7 mg/¢ gemessen. Eine vergleichbare
aktuelle Messreihe, die in Abstianden von 14 Tagen durchgefiihrt
wurde, ergab folgende Werte in mg/¢:

16,19, 15,18, 21,18,2.0, 1.6

Untersuche, ob sich die Nitratkonzentration gegeniiber dem Wert
vor 5 Jahren signifikant erhoht hat (o = 0.05).
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration

DA
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration

DA
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢

DA
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|—9 Hypothesentests

|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢

Ho: = po
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|—9 Hypothesentests

|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢

Ho: = po

Hi: > po (rechtsseitiger Test)
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung
w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢
Ho: = po
Hi: > po (rechtsseitiger Test)

n=38, x=1.7875, s =0.2100
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung
w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢
Ho: = po
Hi: > po (rechtsseitiger Test)

n=38, x=1.7875, s =0.2100

1.7875 — 1.7
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung
w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢
Ho: = po
Hi: > po (rechtsseitiger Test)

n=38, x=1.7875, s =0.2100

1.7875 — 1.7

p-Wert = 0.1386
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|—9.2 Der Einstichproben-t-Test

Losung

w: aktuelle mittlere (unbekannte) Nitratkonzentration
o = 1.7mg/¢

Ho: = po

Hi: > po (rechtsseitiger Test)

n=38, x=1.7875, s =0.2100

1.7875 — 1.7

p-Wert = 0.1386

Entscheidung: Hp beibehalten; die Nitratkonzentration hat sich
nicht signifikant erhoht.

[m] = = =
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L9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Die Testidee

Der z-Test fiir eine Proportion iiberpriift, ob die
Haufigkeitsverteilung einer dichotomen Zufallsvariablen einer
vorgegebenen Verteilung entspricht, indem die zugrunde liegende
Binomialverteilung durch eine Normalverteilung approximiert wird.

Ho H,

zweiseitig: pP=po PFPo
rechtsseitig: p=po P> po
linksseitig: p=p0 p<po
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L9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Voraussetzungen

» Die Zufallsvariable ist dichotom (zweiwertig).

» Die Werte der Stichprobe miissen durch eine Zufallsstichprobe
ermittelt werden.

Wenn die exakte Binomialverteilung durch die Normalverteilung
approximiert wird, muss die Bedingung n- po(1 — pg) > 9 erfiillt
sein.
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L9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Die Priifgrésse

n: Umfang der Stichprobe
x: Anzahl der Erfolge in der Stichprobe

X
linksseitig: P(X < x) = Zp(i)(l - Po)"_i

n—x—1
zweiseitig: P(X < x)+ P(X > n—x)=1— Y pj(1—po)""
i=x+1

rechtsseitig: P(X > x) Zpo(l —po)"
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L9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Beispiel
Bei einem Multiple-Choice-Test gibt es zu jeder der 24 Fragen vier
Antwortmoglichkeiten, von denen jeweils genau eine richtig ist.

Ein Schiiler 16ste bei diesem Test 11 der 24 Fragen richtig.
Untersuche mit einem Test fiir eine Proportion, ob der Schiiler
ganzlich unvorbereitet an den Test gekommen ist (o = 0.05).



Stochastik
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

DA
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|—9 Hypothesentests

|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)
po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten



Stochastik

|—9 Hypothesentests

|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)
po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24, x=11
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24 x=11

Gilt npo(1 — po) > 97 24-.0.25-0.75=4.5<09;

Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24 x=11

Gilt npo(1 — po) > 97 24-.0.25-0.75=4.5<09;

Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!

Ho: p = po

it
)
»
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24 x=11

Gilt npo(1 — po) > 97 24-.0.25-0.75=4.5<09;

Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!

Ho: p = po

Hi: p > po (rechtsseitiger Test)



Stochastik

|—9 Hypothesentests

|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)
po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24, x=11

Gilt npo(1 — po) > 9?

24.0.25-0.75=45<0;
Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!
Ho: p = po

Hi: p > po (rechtsseitiger Test)
z-Wert: 2.1939
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24 x=11

Gilt npo(1 — po) > 97 24-.0.25-0.75=4.5<09;

Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!

Ho: p = po

Hi: p > po (rechtsseitiger Test)

z-Wert: 2.1939

p-Wert = 0.014
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|—9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Losung

p = P(eine Frage richtig zu beantworten) (unbekannt)

po = 0.25 Wahrscheinlichkeit, die Antwort richtig zu raten
n=24 x=11

Gilt npo(1 — po) > 97 24-.0.25-0.75=4.5<09;

Nein; aber wir fiihren den Test trotzdem durch!

Ho: p = po

Hi: p > po (rechtsseitiger Test)

z-Wert: 2.1939

p-Wert = 0.014

Entscheidung: Hy verwerfen; der Schiiler hat vermutlich nicht
geraten
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L9.3 Der z-Test fiir eine Proportion

Teststatistik betragt der p-Wert 0.02134, was immer noch
signifikant ware.

Bemerkung: bei der Verwendung der exakten binomischen
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L9.4 Der z-Test fiir zwei Proportionen

Die Idee

Dieser Test iiberpriift, ob zwei dichotome Zufallsvariablen dieselbe
Verteilung haben. Dazu wird die Approximation durch die
Normalverteilung verwendet.

Ho Hy

zweiseitig:  p1=p2 P17 po
rechtsseitig: p1=p2 p1 > po

linksseitig: pr=p2 P1<pPo
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|—9 Hypothesentests

L9.4 Der z-Test fiir zwei Proportionen

Voraussetzungen

ermittelt werden.

» Beide Zufallsvariablen sind dichotom (zweiwertig).
» Die Werte der Stichprobe miissen durch eine Zufallsstichprobe




Stochastik
|—9 Hypothesentests

L9.4 Der z-Test fiir zwei Proportionen

Die Priifgrésse

Berechne
X X:
> g=2t_22
m n2
X1 + x
by X
ny—+ np

1 1 R .
> Vars(d) = (n—l + n—2) -p(1—p)

d

\/ Var,;(d)

und damit z =

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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L9.4 Der z-Test fiir zwei Proportionen

Beispiel

Im Jahr 2016 konnte Roger Federer auf eine 18-jahrige Karriere
zuriickblicken und war dabei wahrend 302 Wochen die Nummer 1
in der Weltrangliste des Herrentennis.

Die Karriere von Pete Sampras dauerte 14 Jahre. Wahrend dieser
Zeit war er wahrend 286 Wochen die Nummer 1.

Gibt es einen signifikanten Unterschied zwischen den beiden
Spielern in Bezug auf den Anteil der Nummer 1-Position wahrend
ihrer jeweiligen Karriere?
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L9.4 Der z-Test fiir zwei Proportionen

Losung
Federer: n; = 302; np = 18-52 = 936
Sampras: ny = 286; n, = 14 - 52 = 728
Ho: p1 = p2
Hi: p1 # p2 (zweiseitiger Test)
z=—-2.972
p-Wert = 0.002957
Entscheidung: Hp verwerfen
p1 = 0.3226 Anteil der Wochen als Nr. 1 von Federer
P> = 0.3928 Anteil der Wochen als Nr. 1 von Sampras

Bis zum Jahr 2016 hatte Pete Sampras, bezogen auf seine

Karrieredauer, einen signifikant hoheren Nummer 1-Wochenanteil.

[m] = = =
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L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Die Testidee

Der Pearson Chi-Quadrat-Test wird angewendet, um zu priifen, ob
sich eine empirisch beobachtete Verteilung einer kategorialen
Variable von einer bestimmten theoretisch erwarteten Verteilung
unterscheidet. Die erwartete Verteilung kann dabei beliebig sein.

Dieser Test wird auch als ,, Chi-Quadrat-Anpassungstest” (engl.
» Goodness of fit test"), ,, Chi-Quadrat-Homogenitatstest" oder
»Einstichproben-Chi-Quadrat-Test" bezeichnet.
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L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Voraussetzungen

» Die Variable ist kategorial

» Die erwartete Haufigkeit in jeder Kategorie muss mindestens 1
betragen.

» Bei hochstens 20% der Kategorien darf die erwartete
Haufigkeit unter 5 liegen.
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|—9 Hypothesentests

|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Die Priifgrésse

b1, by, ..., bn: die beobachteten Haufigkeiten
€1, €2, ..

., €n: die erwarteten Haufigkeiten
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L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Die Priifgrésse

b1, by, ..., bn: die beobachteten Haufigkeiten
€1, €2, ..

., €n: die erwarteten Haufigkeiten

n 2
2 (bi—e)
e
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|—9 Hypothesentests

L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Die Priifgrésse

b1, by, ..., bn: die beobachteten Haufigkeiten
€1, €, ..., ep: die erwarteten Haufigkeiten

n 2
2 o (b —e)

df = Anzahl Freiheitsgrade (degrees of freedom)
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L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Die Priifgrésse

b1, by, ..., bn: die beobachteten Haufigkeiten

€1, €, ..., ep: die erwarteten Haufigkeiten
n 2
2\ (bi—ei)
= Z €i
i=1
df = Anzahl Freiheitsgrade (degrees of freedom)

Fiir mehr als zwei Kategorien sind links- und rechtsseitige Tests
nicht mehr sinnvoll.
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L9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Beispiel

Kreuzt man Pflanzen, die sich in zwei chromosomal unabhangigen
Merkmalen reinerbig unterscheiden, in einem dominant-rezessiven
Erbgang, so erhdlt man in der zweiten Filialgeneration vier
Phéanotypen im Verhiltnis 9 : 3 : 3 : 1 (dritte Mendelsche Regel).

Uberpriife mit dem y2-Anpassungstest, ob die in Mendels
Ziichtungsversuch experimentell bestimmten Haufigkeiten

| B b
A 315 108
a |101 32

mit den von ihm postulierten Verhaltnissen iibereinstimmen
(o = 0.05).
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|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest
Losung
AB Ab aB ab
beobachtet | 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25

104.25 34.75



Stochastik

|—9 Hypothesentests

|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Losung
AB Ab aB ab
beobachtet 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25
x2 = 0.4700

104.25 34.75
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|—9 Hypothesentests

|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Losung
AB Ab aB ab
beobachtet 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25 104.25 34.75
x% = 0.4700
df =3
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|—9 Hypothesentests

|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Losung
AB Ab aB ab
beobachtet 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25 104.25 34.75
x% = 0.4700
df =3
p-Wert = 0.9254
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|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Losung

AB Ab aB ab

beobachtet 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25 104.25 34.75

x2 = 0.4700

df =3

p-Wert = 0.9254
Entscheidung: Hy beibehalten
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|—9.5 Der Chiquadrat-Anpassungstest

Losung

| AB Ab aB ab
beobachtet 315 108 101 32
erwartet 312.75 104.25 104.25 34.75

x2 = 0.4700

df =3

p-Wert = 0.9254
Entscheidung: Hy beibehalten

Die experimentell bestimmten Zahlen unterscheiden sich nicht
signifikant von den postulierten Verhiltnissen.
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|—9 Hypothesentests

L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten x; (i =1, ..., n)

N
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L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten x; (i =1, ..., n)

Nullhypothese: Hy: | X; — | hat den Median 0
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L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten x; (i =1, ..., n)

Nullhypothese: Hy: | X; — | hat den Median 0
Vorgehen:

» Berechne die Differenzen d; = x; — o (i=1, ..., n)

» Ordne die absoluten Betrage |d;| der Grosse nach und weise
jedem x; seine Rangzahl zu.

» Bilde die Summe r; der Rangwerte, bei denen x; > u gilt.
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L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten x; (i =1, ..., n)

Nullhypothese: Hy: | X; — | hat den Median 0

Vorgehen:

» Berechne die Differenzen d; = x; — o (i=1, ..., n)

» Ordne die absoluten Betrage |d;| der Grosse nach und weise
jedem x; seine Rangzahl zu.

» Bilde die Summe r; der Rangwerte, bei denen x; > u gilt.

Entscheidung: Hy wird verworfen, wenn

1
ri <re(n) oder ry > n(n2—|—) — ra(n)
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L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Die Testidee

Gilt die Nullhypothese, dann sollten sich die Summen der positiven
und die der negativen Differenzen d; = x; — y; etwa die Waage
halten.

Uberwiegen aber die Abweichungen in eine Richtung, dann wird
auch die Summe der absoluten Range der positiven (oder
negativen) Abweichungen zu klein oder zu gross.
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L9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Beispiel

Weichen die Mathematiknoten eines Schiilers im zweiten Semster

45,4.0,5.0, 51, 36,59, 49

signifikant (cv = 0.05) von seinen Durchschnittsnote 4.4 des ersten
Semsters ab?
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

DA
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

DA
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

Xi

4.5

4.0

5.0

51

3.6

5.9

4.9
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

Xi di=xi—po

4.5 +0.1
4.0 —-0.4
5.0 +0.6
5.1 +0.7
3.6 -0.8
5.9 +1.5
4.9 +0.5
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

xi  di=x;—po |di
4.5 +0.1 0.1
4.0 —0.4 0.4
5.0 +0.6 0.6
51 +0.7 0.7
3.6 —0.8 0.8
59 +1.5 1.5
49 +0.5 0.5
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
5.1 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
51 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3
Rangsumme
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung
Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.
X di=xi—po |di|l Rang
4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
51 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20

it
)
»
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
5.1 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20
untere Grenze (FTB S. 151):

u}
o)

I

i
it
)
»
?)
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
5.1 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20
untere Grenze (FTB S. 151): 2
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I

i
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
5.1 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20

untere Grenze (FTB S. 151): 2 obere Grenze:

u}
o)

I

i
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)
»
?)
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
5.1 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20

untere Grenze (FTB S. 151): 2 obere Grenze: % —2=26
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|—9.6 Der Wilcoxon-Test fiir einfache Stichproben

Losung

Hp: die Noten weichen nicht signifikant von pg = 4.4 ab.

X di=xi—po |di|l Rang

4.5 +0.1 0.1 1
4.0 —-0.4 0.4 2
5.0 +0.6 0.6 4
51 +0.7 0.7 5
3.6 -0.8 0.8 6
5.9 +1.5 1.5 7
4.9 +0.5 0.5 3

Rangsumme rp =14+44+54+74+3=20
untere Grenze (FTB S. 151): 2 obere Grenze: % —2=26

= Hy beibehalten

u}
o)

I

i
it
)
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L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige gepaarte Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten (x;,y;) (i=1, ..., n)
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LQ Hypothesentests

L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige gepaarte Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten (x;,y;) (i=1, ..., n)

Nullhypothese: Hy: | X; — Y| hat den Median 0
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L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Voraussetzungen: n unabhingige gepaarte Wiederholungen eines
Zufallexperimentes mit den Werten (x;,y;) (i=1, ..., n)

Nullhypothese: Hy: | X; — Y| hat den Median 0

Vorgehen: Wende den Einstichprobentest auf die Differenzen
Xi — yi an.
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L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Beispiel

Eine Forscherin vermutet, dass bei Menschen die Zunahme von
Stress zu einer Zunahme von Korpergewicht fiihrt. Sie misst daher
das Gewicht von 8 Studierenden beim Studienbeginn (X) und ein
knappes Jahr spater vor den ersten Zwischenpriifungen (Y).

Sind die Gewichtszunahmen signifikant? (o = 2.5%)

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
x; 673 765, 548 8l.1 603 447 523 489
yi 68.1 758, 558 842 604 46.0 552 537
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Nr. 1 2 3 4 5 6 7

X; 67.3 765 548 811 603 447 523
Vi 68.1 758 b55.8 84.2 604 46.0 55.2

48.9
53.7

Yi—Xi
lyi — xil
Rang
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den

Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6

7 8
Xj 67.3 765 548 8l1.1 60.3 44.7 523 489
Vi 68.1 758 55.8 842 60.4 46.0 552 537
Yi — Xi
lyi — xil
Rang
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
Xi 673 765 548 8l1.1 60.3 447 523 489
Vi 68.1 758 55.8 842 60.4 46.0 552 537
Vi — X 08 —-07 10 31 01 13 29 48
lyi — xil

Rang

u}
o)
I

i
it
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Yi— Xi 08 —-07v 10 31 01 13 29 438

lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang

u}
o)
I

i
it
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — Xi 08 —-07 10 31 01 13 29 438
lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang 3 2 4 7 1 5 6 8

u}
o)
I

i
it
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|—9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — Xi 08 —-07 10 31 01 13 29 438
lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang 3 2 4 7 1 5 6 8

Rangsumme

u}
o)
I

i
it
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L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — X; 08 -07 10 31 01 13 29 48
lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang 3 2 4 7 1 5 6 8

Rangsumme rp =34+4+7+14+5+6+8=34

u}
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L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — X; 08 -07 10 31 01 13 29 48
lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang 3 2 4 7 1 5 6 8

Rangsumme rp =34+4+7+14+5+6+8=34
obere Grenze (FTB S. 151):

u}
o)
I

i
it



Stochastik
|—9 Hypothesentests
L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — X; 08 -07 10 31 01 13 29 48
lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48
Rang 3 2 4 7 1 5 6 8

Rangsumme rp =34+4+7+14+5+6+8=34

8-9
obere Grenze (FTB S. 151): 5 = 2=34
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Stochastik
|—9 Hypothesentests
L9.7 Der Wilcoxon-Test fiir verbundene Stichproben

Losung

Hp: Die Gewichte bei Studienbeginn und vor den
Zwischenpriifungen unterscheiden sich nicht signifikant.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
X; 67.3 765 548 811 603 447 523 489
Vi 68.1 758 558 84.2 604 46.0 55.2 537

Vi — Xi 08 —-07 10 31 01 13 29 438

lyi—x| 08 07 10 31 01 13 29 48

Rang 3 2 4 7 1 5 6 8
Rangsumme rp =34+4+7+14+5+6+8=34

8-9
obere Grenze (FTB S. 151): 5 = 2=34

= Hy verwerfen
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