Maturavorbereitung Losungen+
Aufgabe A.1

(a) Graphen:

y=f(z) |y=f(z)

. f(L+h) = f(1)
/ J—
f1) = Jim h
[+ R+ 1+ h)) - [1241]
= lim
h—0 h
14 2h+h2+1+h—2 . 3h+h?
= lim = lim
h—0 h h—0 h
Cim PBHN s m) =3
h—0 h—0

Probe mit Ableitungsfunktion: f'(z) =2x+ 1= f'(1) =3

Aufgabe A.2

Schnittpunkt: 2* + 4z — 3 = 2° + 2z — 6
20+3=0

r=-15 = S(—1.5—6.75)

fllxy=2x+4 = my=2-(-15)+4=1
J@)=2x+2 = my=2-(-15)+2=-1

my-mg=-—1 = ©=90°

Ubungsbeispiele



Aufgabe A.3

T a
@) =2 g =%
, ?  a
Schnittstelle: — = — (a#0, x#0)
a x
.
I = \/a
T =—Va

Wegen der Symmetrie zur y-Achse geniigt es sich auf die Stelle z; zu beschrénken.

Ableitungen: f'(z) = %U = my=f(Va)= 2\/a

a
—2a —2a
/ = — = e / = —
g ({L‘) 3 Mg g (\/a) a\/a

Die Tangenten sind senkrecht, wenn das Produkt der Steigungen —1 betrégt:

2/a —2a .

a a\/E:

—
a
a=14
Aufgabe A.4
flz)=e!

Yo=m To+q
1=—-1-0+¢
qg=1

try=—x+1

(b) Skizze:
Y

N

\
8




Nullstelle von t: 1 —2 =0 = x=1

2
Alz/ e ¥ dz = [—e_’”]?):—e_2+e0:1—e_2
0

a1
2 2
1
A:Al—AQZ——e_2
2
Aufgabe A.5

(a) f(x):5x3+$+\/§—4

4 1
flx) =152 — — + ——

o 2\/x

(¢) f(z) = sin (Inz?)

f(z) = cos(lnxQ) . 1 o = g-cos(hqx2)

(d) f(z) = cos(z) = fO(x)
fO(z) = —sin(z)  fO(z) = —sin(z) f(z) = —sin(z)
fO(z) = —cos(z)  fO(x) = - cos(x) fU9(x) = — cos(x)
fP(x) = sin(x) f(z) = sin(z) fU0(z) = sin(x)
@ () = cos(x) f(S)(:zf) = cos(z)
Aufgabe A.6

f(x) =3z —2*=2(3—2) = Nullstellen: 0 und 3

e Zielfunktion: A(z)=1-(3—z)-y

e Nebenbedingung: y = 3z — 22

e Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:

Alz) =13 —2)(3z — 2?) = $ (92 — 627 + 2%)

e Extremstellen bestimmen:
Al(z) = 2(9 — 122 + 327)
A"(z) = 3(—12z + 62)



L9-122432%) =0
322 — 122 4+9=0

2 — 4z +3=0
(x—=1)(z—=3)=0
T =1

Ty =3

Im Falle von 29 = 3 ist ABC' kein Dreieck = z; ist Kronfavorit.

Testen, ob ein Maximum oder ein Minimum vorliegt:
A"(1)=3(-12+6)=-3<0

Bei x5 liegt tatsdchlich ein Maximum vor.

e Ubrige (verlangte) Gréssen bestimmen
y-Koordinate von A: y = f(1)=3—-1=2 = A(1,2)

Aufgabe A.7

1 -

Abstand eines Kurvenpunktes P zum Ursprung (Pythagoras)

4
d(zx) =22 +y> = “I2+ﬁ

4
d(x) ist genau dann minimal, wenn der Radikand r(x) = 2? + —; minimal wird.
T

16
/ —
16
0=2x — s
16
_x5 =2z
8 =45

x:j:\/ﬁ

Konnte es auch ein lokales Maximum sein? Zum Testen die gewonnenen Werte in die
2. Ableitung einsetzen:
80
() =2+—4 = " (£V2) =12 >0
x
r(z) und d(x) haben bei x = /2 jeweils ein lokales Minimum.

2
-Koordinaten: y = ——— =1 =P \/il,P —21
y-Koordinaten: y (:l:\/§)2 1( |) 2( ‘)



Aufgabe A.8
Zielfunktion: V = %m‘zh
Nebenbedingung: 9° = r* + h? (Satz von Pythagoras)

Nebenbedingung in Zielfunktion einsetzen:
r? =81 — h?

V(h)=tar’h=4m(8l—h*)h=

: 7 (81h — h*)

Maximum bestimmen: Zielfunktion V' (z) ableiten und Null setzen:

1
3

V'(h) =0
sm(81—3h*) =0
81 —3h* =0
27— h*=0

h =27 =3v3cm
Test: V"(h) = 37 - (—6h) = =27 < 0 (ok)

h2=81—-r2=81=27=54 = r=+/54=23v6cm
Aufgabe A.9

(a) Vor der Grenzwertbildung eine Termumformung durchfiihren:
2 — —
i & 3z —10 _ lim (x +5)(z—2)
x—2 xr — 2 r—2 x — 2

=lim(x+5)=7
T2

(b) Das Monom mit dem gréssten Exponenten suchen (z3) und den Quotienten mit
dessen Kehrwert erweitern:

. 228 — 42?45 L(22% —42® +5) . 2-2%4 3%
lim ———— = lim zl = lim - x asl
z—o0 4 — bad — 1 T—00 E(4x—5x3—1) roo0 = — 5 — =3
22040 2
S 0-5-0 5
(c¢) lim e = lim ¢ =0 [wenn x — 0, dann z = — % — —o0]
x—0 Z——00 T
Yy
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Aufgabe A.10
Py = ixz +1
pa:y=06— a7

Schnittpunkte: S1(—2,2), 55(2,2),
2
A:2/ ((6-a2) — (2 + 1)) de
0
? =2
= 2/ (- %xQ +5) dz = 2[;—5@3 + 5$K;o
0
=2 (52 +10) =134

Aufgabe A.11

ax® +b a+b

= 1) = — 4 L
f(z) P f(1) - =a+b=38
Flz) = 2az(x — 3) — (a2 +b)  2ax? —6ax —ax® —b  ax® —Gax — b
a (z = 3)? B (z = 3)? - (z—-3)?
f’(l)za_6a_b=_5a_b—3:»—5a—b£—12

4 4

Losung des Gleichungssystems aus [ und [I: a =1, 0 =17
Tangentengleichung:

t:y=mrx+q = —-4=-3:-14+q = q=-1 = t:y=-3zr-1
Normalengleichung:

niy=—prt+q = —d=3-l4+q = ¢=-F = my=zz-F

Aufgabe A.12

(a) Ansatz: f:y = ax? + b (die Symmetrie ist bereits im Ansatz beriicksichtigt)
A(0,0.8) liegt auf dem Graphen von f: f(0) = 0.8 a-0+b=0.8
B(1,0.6) liegt auf dem Graphen von f: f(1) = 0.6 a-1+b=0.6
Losung des Gleichungssystems: a = —0.2, b = 0.8 = f(z) = —0.22% + 0.8

(b) Volumen des Rotationskorpers

1 1
V= 7r/ (—0.22° +08)" dz = n/ (0.042* — 0.322% + 0.64) du

1 -1

1 . 8 . 16 1" 406
— 7| =2’ — =2’ + —z| =——nVE
" {125”3 5" +254_1 375



Aufgabe A.13

z+1

(a) mh_)rgo o35 =3 waagrechte Asymptote
2
—6

(b) lir% M——x2 = ... =5 Grenzwert an der Definitionsliicke von f

r—r xr —

h 3 _ .3

(c) lim @th—a = ... = 3z? Ableitung von f(z) = 23

h—0 h

Aufgabe A.14

(a) Stetigkeit: lim, ., f(z) = f(zo)
Anschaulich: Graph lésst sich zeichnen, ohne den Stift absetzen zu miissen

Differenzierbarkeit: Der Limes }llirré flz+ h})L — /@)
_>

Anschaulich: Graph hat keinen ,, Knick*

(Sekantensteigung) existiert.

(b) stetig fiir alle @ € R, denn f(1) = a = lim,_,; f(2)

stetig und differenzierbar fiir a = 3

Aufgabe V.1

(a) Bedingung: @ Lb=a-b=0

2 5
Alsod-b=|—-1]-|7|=10-7+3t=0 = t=-1
3 '

(b) Bedingung: ‘o_i—i- 5‘ =11

2 5 7
1+ |7]|=|| 6 ||=vV72+62+(3+1)2=11
3 t 3+t

85+ (3+1)2 =112 = (3+1)2=36 = t=31t=-9
(c) [(@xb)-E|=30

) 2 5 —t—21
ixb=|-1|x[7]=-=|15-2
3 t 19
—t—21 0
[@xbl-é=|15—2t|-|t]|=(-t—21)-0+(15—2)-t+19-2=30
19 2
15t =22 +38=30 = 2P—15t—8=0 = {;=—3,1,=38

Da das Vorzeichen des Spatproduktes etwas mit der Orientierung der Vektoren @,
b und ¢ und nichts mit der Volumenmasszahl des Spates zu tun hat, ist auch die
Gleichung 15t — 2t? + 38 = —30 moglich. Die Lésungen lauten dann ¢; ~ 10.68 und
ty =~ —3.18



Aufgabe V.2

(a)

(b)

A(8,0,0), B(0,—6,0), C(0,0,1)

-8 -8
AB=|-6|, 2= o
0 1

6 3

Exﬁ: 8 = n=\|-4

48 24

€:3x —4y+24z+D =0
A(8,0,0)€e:24+D=0=D=-24

€:3x —4y+242—-24=0

Die Geraden g und h schneiden sich offensichtich im Punkt P(5,3,1)
5 3 12 3
7T x5 =[-8 = n=|[-2
-1 1 4 1

0:3xr—2y+2+D=0
P(5,3,1)€0:15—64+1+D=0= D =-10

0:3x—2y+2—10=0

Aufgabe V.3
2 1 2 1
) AB=[2],aC= (2| = ABxAC=-.=[-4| = a=|[-2
2 3 2 1

Ae€ee(ABC) = 1:2-2:-2+41-24D=0 = D=0
crx—2y+2=0

Losung mit einer Hilfsebene: Der geometrische Ort aller Punkte, welche von A und
B gleichen Abstand haben, ist die Mittelnormalebene (die Mittelormalebene im
Raum entspricht der Mittelsenkrechten in der Ebene).

Die Gleichung der Mittelnormalebene p ist leicht zu bestimmen:

2 1
Der Vektor /@ =12] =2|1] ist ein Normalenvektor der gesuchten Mittelnor-
2 1

malebene.

Der Mittelpunkt der Strecke von A(2,2,2) nach B(4,4,4) ist der Punkt M (3,3,3)
und liegt in der Mittelnormalebene .



Mep = 1341:341:3+D=0 = D=-9 = pia+y+z—-9=0

Da der gesuchte Punkt nicht nur gleiche Absténde von A und B haben soll, sonder
auch auf der Gerade g liegen soll, miissen wir — um beide Bedingungen zu erfiillen
— g mit p schneiden.

Wir entnehmen der Geradengleichung = 2 + ¢, y = 2 und 2z = 2 und setzen dies
in die Mittelnormalebene ein:

2+t)+242-9=0 = t=3

Setzen wir ¢t = 3 in ¢ ein, erhalten wir den gesuchten Punkt P(5,2,2)

Lésung mit einer Abstandsgleichung: Wegen P € g, gilt P(z,y,z) = P(2+1t,2,2)
Es muss ‘ﬁ| = ’W‘ gelten.

24t 2 24t 4 t —2 4+t
2 | =(2|l=1I[ 2 |-[4 = oll=1|] -2
2 2 2 4 0 —2

VEF0+0=+/(—2+1)2+4+4 = ?=12—-4t+t> = t=3
Setzen wir ¢t = 3 in ¢ ein, erhalten wir den gesuchten Punkt P(5,2,2)

Aufgabe V.4
0 3
Normalenvektoren: 7. = [ 2], 7,= [ 1
5 —4
—13
Richtungsvektor der Schnittgeraden: v = i, x i, = | 15
—6

Gemeinsamer Punkt auf € und ¢:

Setze z =0:2y —4=0=y =2

3+2-0-11=0=2=3

3 —13
Gleichung der Schnittgeraden: g: "= | 2| +¢t | 15
0 —6
Aufgabe V.5
iy - 70 8
(a) ¢ = arccos t . fl = arccos — ~ 27.27°
[7ia] - |72 9

(b) Beliebiger Punkt auf der Gerade g: P(4 + t|—1 + t|2 + 3t)
2-(4+t)+2-(-1+t)—2+3t)+1  t+5

d(P,e;) = NCET RN EE 3

9



2-(4+1) 4+ (~1+1)—2-(2+3t) =6 —3t—3
V2 12 (—2)? -3

Da Absténde ein Vorzeichen haben konnen, ergeben sich folgende Gleichungen:

d(P, 82) =

d(P,21) L d(P,ey) und d(P,21) 2 —d(P,e,)

1) = t+5=-3t-3 = t=-2 = P(2]-3]-4)

(1)
(2) = t4+5=3t+3 = t=1 = P(5/05)

Aufgabe V.6

A 147 (-10)+4-1-19] 81
42 472 4 42 9

(a) d(P,e) =9

(b) Wir erhalten einen Normalenvektor der Ebene § (nicht eingezeichnet), indem wir

das Vektorprodukt des Verbindungsvektors P‘é und des Normalenvektors 77, der
Ebene ¢ bilden.

4
ﬁax]@: 71 %

I
— =
I

[
O-’)Ow
I
w
HO'

—

P(1,-10,1)€d = —-1-14+(-=10)-04+1-1+D=0 = D=0

0: —x+2=0

Aufgabe V.7

(a) Da die Ebene senkrecht zur Gerade stehen soll, ist der Richtungsvektor Gerade ein
Normalenvektor der gesuchten Ebene: z — 2y 4+ 22+ D =0

Da der Punkt P(8,6,—5) in der Ebene liegen soll, miissen seine Koordinaten die
Ebenengleichung erfiillen. Auf diese Weise kann der Wert von D bestimmt werden:

8—2:64+2-(=5)+D=0 = D=14 = ciz—2y+2:+14=0

5 1 8 3+t
b) dPg)=||-3|+t|[-2]-|6||l=90 = |[[-9-2]|=09
1 2 —5 6+ 2t

(—=34+1)2+(-9—-2t)2+(6+2t)2=81 = 9t2+ 54t + 126 = 81

10



= t?46t+5=0 = (t+1{t+5)=0
th=-1 = P(4,-1,-1)
ty=—5 = Py(0,7,-9)

Aufgabe S.1

E: mindestens 3 Wiirfel zeigen die Eins

F: Augensumme = 8

(a) 3 Wiirfel zeigen die Eins: p3 = (g) : (%)3 . (%)2 = 0.0322
4 Wiirfel zeigen die Fins: py = (i) : (%)4 . (%) = 0.0032
5 Wiirfel zeigen die Eins: ps = () - (1) = 0.0001

P(E) = ps + ps + ps = 0.0355

(b) Summe 8
Augenzahlen | Wahrscheinlichkeit | Haufigkeit
1,1,1,1,4 (%)5 5
1,1,1,2,3 | (3)° 2 =120
1,1,2,2,2 | (3)° 2 =10

1\° 1\° 1\°
P(F)=5-{= 20- | = 10-( =
m=5-(g) +2-(5) 0 (5)
P(F) = 0.0006 + 0.0026 + 0.0013 = 0.0045

P(ENF) _ 0.0006 + 0.0026
P(F) 0.0045

(¢c) P(E|F) = =0.711

(d) P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(ENF)
P(E U F) = 0.0355 + 0.0045 — 0.0032 = 0.0368

Aufgabe S.2

(a) Py(mindestens eine rote Kugel) = 1 — Ps(keine rote Kugel) = 1 — 0.6% ~ 0.9832
(b) Py(3 rote Kugeln) = (§) - 0.4° - 0.6° ~ 0.2787

(40) ) (60)
(c) P§(3 rote Kugeln) = W
8

(d) Da sich beim Ziehen ohne Zuriicklegen mit jedem Zug die Anzahl der Kugeln verrin-
gert, verdndern sich nach jedem Zug die Wahrscheinlichkeiten fiir das Ziehen einer
roten bzw. einer weissen Kugel. Bei einer relativ grossen Anzahl Kugeln und einer
relativ kleinen Anzahl Ziehungen, wie es in dieser Aufgabe der Fall ist, verdndern
sich die Wahrscheinlichkeiten nur wenig und das Schlussresultat ist fast dasselbe.

11



Aufgabe S.3

x: Anzahl roter Kugeln = Anzahl schwarzer Kugeln

r x-—1 7

20 2x—1 29
1 1’—1_7
2 20 —1 29

29x — 29 = 28x — 14
r =15

Es befinden sich 30 Karten im Spiel.

Aufgabe S.4

(a) Wenn alle Personen in verschiedenen Etagen den Lift verlassen sollen, hat die erste
Person sechs, die zweite fiinf, die dritte vier und die letzte noch drei giinstige Aus-
wahlméglichkeiten. Da es insgesamt 6-6-6-6 = 6* Ausstiegsszenarien gibt, erhalten
wir mit der Formel ,,Giinstige iiber Mogliche*

_6-5-4-3 5
TR
(b) Die vier Personen kénnen auf genau eine Art den Lift in einem Stockwerk verlassen.
Dies kann auf insgesamt 6 Stockwerken geschehen. Also

1 11
P=61 7”7 216
(c) Hier handelt es sich um das Gegenereignis von Aufgabe (a). Somit
) 13
g 1 _——_— = —
b 18 18
Aufgabe S.5

(a) P(311) + P(131) + P(221) + P(212) + P(122) =5- 1. 1.1 = 5

(b) Zum besseren Verstandnis fithren wir den Versuch 360 mal durch, und halten die
,mittlere“ Anzahl der entsprechenden Resultate in einem Baumdiagramm fest.

Eins (40)

Normal (240)

/'

5/6 keine Eins (200)

Eins (60)

360

Spezial (120)

/'

1/2 keine Eins (60)

12



Die gegebenen (bedingten!) Wahrscheinlichkeiten erlauben es uns zunéchst nur, vom
bedingenden Ereignis (Normalwiirfel oder Spezialwiirfel) auf das bedingte Ereignis
(Eins oder nicht Fins) zu schliessen:

P(Eins|Normalwiirfel) = ¢ und P(Eins|Spezialwiirfel) = 3
Die in der Aufgabe gefragte Wahrscheinlichkeit erfordert aber einen Kausalitéts-

wechsel: Wir wollen wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit aus dem Ereignis Eins
das Ereignis Spezialwiirfel folgt.

P(Spezialwiirfel N Eins) 60
Eins ~60+40

P(Spezialwiirfel|[Eins) = 0.6

Aufgabe S.6

8 8-7-6
(a) (3) 5390
(b) Die Deutschen koénnen die Platze auf 3!, die Englander auf 2! und die Franzosen auf

4! Arten untereinander tauschen. Die drei Nationalitdten konnen wiederum auf 3!
Arten angeordnet werden. Also 3!-2!-4!.3! = 1728

(c) Bei der zuerst gewéhlten Person kommt es nicht darauf an, wer sie ist. Die zweite

gezogene Person muss der Ehepartner der ersten Person sein. Also p = % . ﬁ = ﬁ

Oder: Es gibt g = 12 giinstige Falle (die Ehepaare) auf 11 - 12 mogliche Ziehungen:
12 _ 1

P=113 = 11

(d) Der Einlauf erfolgt in einer ganz bestimmten Reihenfolge.
gilinstiger Fall:  ¢g=1
mogliche Fille: m = 16-15- 14 = 3360

1
= — ~0.0002
P = 5355 ~ 0.000298

Aufgabe S.7

(a) An der erste Stelle (zum Beispiel ganz links) kann eines von 30 Biichern stehen.

An der zweiten Stelle kann eines von 29 Biichern stehen.

An der zweitletzten Stelle kann eines von 2 Biichern stehen.
An der letzten Stelle muss das letzte Buch stehen.
Also gibt es 30-29-...-2-1 = 30! Moglichkeiten.

(b) Analog zu (a):
Die Biicher der Biichergruppe A konnen auf 10! Arten angeordnet werden.
Die Biicher der Biichergruppe B konnen auf 15! Arten angeordnet werden.
Die Biicher der Biichergruppe C' kénnen auf 5! Arten angeordnet werden.
Die drei Biichergruppen als Ganzes konnen auf 3! Arten angeordnet werden.

Also gibt es 10! - 15! - 5! - 31 Moglichkeiten.
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(c)

10
2
15
2

Es koénnen auf ( ) Arten zwei Biicher aus der Gruppe A ausgewahlt werden.

Es koénnen auf ( ) Arten zwei Biicher aus der Gruppe B ausgewahlt werden.

Es koénnen auf (2) Arten zwei Biicher aus der Gruppe C' ausgewéihlt werden.

Da sie aus jeder Gruppe 2 Biicher wéhlt, gibt es insgesamt (120) . (125) . (‘;’) Moglich-
keiten.

Fiir das erste Buch gibt es zwei Verteilungsmoglichkeiten.

Fiir das zweite Buch gibt es zwei Verteilungsmoglichkeiten.

Fiir das dreissigste Buch gibt es zwei Verteilungsmoglichkeiten.

Also gibt es 2-2- ... -2 = 230 Moglichkeiten.
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