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Integralrechnung

|—1 Das bestimmte Integral

f ist eine auf | = [a, b] stetige Funktion mit f(x) > 0 fiir alle x € /.

mp X1 M2 Xz M3 X3 Mg X4 Ms

b
M={(x,y):a<x<bund 0 <y <f(x)}
Gesucht: Flacheninhalt A von M
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I—l Das bestimmte Integral

Die Idee

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =
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(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h
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I—l Das bestimmte Integral

Die Idee

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =

b—a
n
(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h

(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)
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Ll Das bestimmte Integral

Die Idee

b—a

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =
(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h

(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)

(d) Der Inhalt des i-ten Streifens wird durch ein Rechteck der
Breite h und der Hohe y; = f(m;) ersetzt.



Integralrechnung

Ll Das bestimmte Integral

Die Idee

b—a

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =

(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h
(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)

(d) Der Inhalt des i-ten Streifens wird durch ein Rechteck der
Breite h und der Hohe y; = f(m;) ersetzt.

Axh-f(m)+h-f(m)+...+h-f(mp)



Integralrechnung
Ll Das bestimmte Integral

Die Idee

b—a

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =

(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h
(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)

(d) Der Inhalt des i-ten Streifens wird durch ein Rechteck der
Breite h und der Hohe y; = f(m;) ersetzt.

Axh-f(m)+h-f(m)+...+h-f(mp)
Ar h[f(my)+ f(m)+ ...+ f(mp)]



Integralrechnung

L1 Das bestimmte Integral

Die ldee

b—a

(a) Zerlege | = [a, b] in n Teile der Breite h =

(b) Bestimme die Intervallmitten: m; = a+ (i — 0.5) - h
(c) Berechne die Funktionswerte: y; = f(m;)

(d) Der Inhalt des i-ten Streifens wird durch ein Rechteck der
Breite h und der Hohe y; = f(m;) ersetzt.

Axh-f(m)+h-f(m)+...+h-f(m,)
A= h[f(my) + f(m2) + ...+ f(my)]

A= h- Zf(m,-) wobei mj = a+ (i —0.5)h
i=1



Integralrechnung

Ll Das bestimmte Integral

Definition

Wir definieren damit das bestimmte Integral:

b n
/ f(x)dx = lim h-Zf(m,—)
a n—o0 I:1
falls der Grenzwert rechts existiert.

[Bei stetigen Funktionen ist dies immer der Fall.]
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|—1 Das bestimmte Integral

Beispiel 1.1

f(x):%—k%x;a:O,b:l;n:S
y

h=——=02
Y L

DA



L1 Das bestimmte Integral
i m; f(m,-)
1 0.1 0.55
2 0.3 0.65
3 0.5 0.75
4 0.7 0.85
5 0.9 0.95
> 3.75

A =0.2-3.75 = 0.75 (exakt)
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|—1 Das bestimmte Integral

Beispiel 1.2

f(x):xz;azo,bzl;n=5

y

5
I

DA
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Integralrechnung

I—l Das bestimmte Integral

i m; f(m;)
1 0.1 0.01
2 0.3 0.09
3 0.5 0.25
4 0.7 0.49
5 0.9 0.81

> 1.65

A=~ 0.2-1.65=0.330
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Integralrechnung

I—l Das bestimmte Integral

[ 1.1 Eigenschaften

~leeres” Integral

/aa f(x)dx =

=0

DA



Integralrechnung

I—l Das bestimmte Integral

[ 1.1 Eigenschaften

Vertauschungsregel

/abf(x)dx: —/baf(x)dx
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I—l Das bestimmte Integral

[ 1.1 Eigenschaften

Intervalladditivitat

/acf(X)dX:/abf(x)dx-l-/bcf(x)dx (fira< b <)
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Integralrechnung
I—l Das bestimmte Integral
L1.2 Ein Python-Programm fiir die Rechteckmethode
:
def integrate_naive(f, a, b, n):

>’ ’Berechnet das bestimmte Integral von f mit der
Mittelpunktregel.’’’
h = (b-a)/n # Streifenbreite

return h*sum([f(a + (i+0.5)*h) for i in range(0, n)])
# Integrand
def f(x):

return x**2

I =

integrate_naive(f, 0, 1, 10%*6)
print (I)




Integralrechnung
L1 Das bestimmte Integral
L1.3 Das Riemannsche Integral

Wir diirfen vermuten, dass die Naherungswerte fiir den gesuchten
Flacheninhalt bei zunehmender Anzahl Streifen eine konvergente
Folge bilden und dass der Grenzwert dieser Folge der gesuchte
Flacheninhalt ist. Dieser Grenzwert erhalt einen eigenen Namen.
Doch zuvor miissen wir sicher sein kdnnen, dass der Grenzwert
weder von der Wahl der Streifenbreiten noch von den
Zwischenstellen abhangig ist.



Integralrechnung
L1 Das bestimmte Integral
L1.3 Das Riemannsche Integral

Eine auf | = [a, b] definierte beschrankte Funktion f, ist genau
dann (im Riemannschen Sinne) integrierbar, wenn fiir jede Folge

von Zerlegungen X, = (xo, X1, ...,Xp) von | mit
a=xp < x3<xp<--<x,=bund fiir jede Folge von
Stiitzstellen S, = (£1,&2,,...,&n) mit xo <& < x1, ...,

Xp—1 < &p < Xxp der Grenzwert

lim Z; F(&) (xi — xi—1)

n—00 4
AX,‘

existiert. Dieser Grenzwert wird bestimmtes Integral von f {iber
dem Intervall [a, b] genannt und formal so beschrieben:

/a ’ F(x) dx
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Integralrechnung
|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L-2.1 Die Flicheninhaltsfunktion
:

C

X

t
Fc(x) Dﬁf'/ f(t)dt (Flacheninhaltsfunktion)
c

damit /b f(x)dx = Fc(b) — Fc(a)
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|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L-2.1 Die Flicheninhaltsfunktion

Beispiel 2.1

fix)=1
y

N
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|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L-2.1 Die Flicheninhaltsfunktion
:

Beispiel 2.1

fix)=1
y

N

Fo(x) = x



Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L-2.1 Die Flicheninhaltsfunktion
:

Beispiel 2.1

fix)=1
y

N

Fo(x) = x

/3 F(x)dx = Fo(3) = Fo(1) =3 —1 =2
1



Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L-2.1 Die Flicheninhaltsfunktion

Beispiel 2.2

f(x)=x+1

N
7

N




Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.1 Die Flacheninhaltsfunktion

F_1(X) =

1 1
§(X+1)-(X+1):§X2+X+

2
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Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.1 Die Flacheninhaltsfunktion

F_1(X) =

1 1
§(x+1)-(x+1):§x2+x+

F_1(4)— F1(2)=125—-45=8

2

DA



Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.1 Die Flacheninhaltsfunktion

Vermutung

Die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion ist die Randfunktion
(Integrand) f(x).



Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.1 Die Flacheninhaltsfunktion

Vermutung

Die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion ist die Randfunktion
(Integrand) f(x).

Fi(x) = f(x)
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|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.2 Der Hauptsatz

y

A

e




Integralrechnung
L2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L2.2 Der Hauptsatz

Wenn die obere Grenze x um h vergrdssert wird, so verdndert sich
der Flacheninhalt um

AA = Fy(x+ h) — F(x)
Eingrenzen von AA:

min  f(t)-h<AA< max f(t)-h
x<t<x+h x<t<x+h

auf allen drei Seiten durch h > 0 dividieren:

AA
min f(t)<T< max f(t)

x<t<x+h x<t<x+h
Grenzwert h — 0 bilden:
AA
f < lim —<f
(x) = hino h — (x)

Somit ist

. AA )
Fix) = Jim = = Jim,



Integralrechnung
|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
|—2.2 Der Hauptsatz

Eine Funktion F mit der Eigenschaft F/(x) = f(x) wird
Stammfunktion oder unbestimmtens Integral von f genannt.

F ist nur bis auf eine additive Konstante (Integrationskonstante)
eindeutig bestimmt.
Beispiel:
_ 1,2
F(x) = 5x" +x
_ 1.2 1
G(x)=5x"+x+35

sind zwei mogliche Stammfunktionen von f(x) = x + 1.

u}
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Integralrechnung

LQ Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L2.2 Der Hauptsatz
:

Sei nun F eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt

Fia(x) = F(x)+ C
Fir x = a gilt:

F.(a)=F(a)+ C
Mit

a
Fa(a) :/ f(t)dt=0
a
folgt dann

0=F@)+C
und damit

C=—-F(a)

()




Integralrechnung

|—2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L2.2 Der Hauptsatz
:

Einsetzen von (2) in (1)

Fa(x) = F(x) — F(a)
und zusammen mit (1)

/: f(t)dt

Fa(x) =
bzw.



Integralrechnung
L2 Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L2.2 Der Hauptsatz

Einsetzen von (2) in (1):

und zusammen mit (1):

/ax f(t)dt = Fi(x) = F(x) — F(a)

bzw.

Im Beweis wurde eine stetige Funktion f mit nichtnegativen
Werten vorausgesetzt. Ein Verallgemeinerung auf beliebige stetige
Funktionen ist moglich. Dies ist dann der . ..



Integralrechnung
LQ Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
L2.2 Der Hauptsatz

Hauptsatz der Differential- und Integralrechung

Ist 7 eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b] und ist F eine
beliebige Stammfunktion von f, so gilt:

/b F(t)dt = F(b) — F(a)

Bemerkung: Der Hauptsatz gilt auch fiir stetige Funktionen, deren
Vorzeichen auf dem Intervall [a, b] wechselt. Das bestimmte Integral lasst
sich dann aber nicht mehr direkt als Flacheninhalt deuten.
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L3 Rechen regeln

31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:
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L3 Rechen regeln

31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:

/x"dxzm«xn+1+C (n;«é—l)
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L3 Rechen regeln

L31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig

/x"dxzm«xn+1+C (n;«é—l)
/sin(x) dx = —cos(x) + C

N



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:

/XndXZm‘Xn+1+C (n;«é—l)
/sin(x) dx = —cos(x) + C

/cos(x) dx =sin(x) + C
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L3 Rechen regeln

L31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:

/x"dx=#‘x"+l+C (n#-1)
/sin(x) dx = —cos(x) + C
/cos(x) dx =sin(x) + C

/exdx:ex—i—C

u}
o)
I
i
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Integralrechnung
L3 Rechen regeln

L31 Integrale der elementaren Funktionen (1)

Die Umkehrung des Differenzierens liefert vorlaufig:

1
n _ L+l .
/xdx——n+1x +C (n#-1)
/sin(x) dx = —cos(x) + C
/cos(x) dx =sin(x) + C
/exdx:eX—i—C

1
/—dx=|n|x|+C
X




Integralrechnung

L3 Rechen regeln

|—3.2 Integrationsregeln

Summen

/ab [f(x) + g(x)] dx = /ab f(x)dx + /ab g(x)dx
bzw.

/ [£(x) + g(x)] dx = / Fx)dx + / g(x) dx
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L3 Rechen regeln

|—3.2 Integrationsregeln

Beispiel 3.1

/(x—l—ex)dx:/xdx—l—/exdx:%x2+ex+C



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

|—3.2 Integrationsregeln

konstante Faktoren

/abk-f(x)dx: k-/bf(x)dx

a



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

|—3.2 Integrationsregeln

Beispiel 3.2

w/2 w/2
/ 4 cos(x)dx = 4/ cos(x) dx
0 0

= 4[sin(x)]g/2
= 4[sin(r/2) —sin(0)] = 4



R

Integralrechnung
Ls Rechenregeln
L33 Substitutionsregel

Fiir eine stetige Funktion f(z) und eine differenzierbare Funktion
z = u(x) gilt:

dz o
d—X—u(X) = dz='(x)dx

u(b) b
f(z)dz = f(u(x)) u'(x)dx
/u(a)() /au))()

Riickwarts gelesen ist dies die Substitutionsregel 1. Art

u}
o)
I
i
it
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.3

3
/ eXdx = ...
1
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Alternative Losung

/ezxdx:/e”%du:

2

1/e”du:
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Alternative Losung

/ezxdx:/e”%du:

1

2/e“du:%e“-l—Cu:
32 17,2 3_17.6 2
Aexdxzi[ex+q1:§[e —¢]

%ezx + C
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.4

/0 " sin(x) cos(x) dx

sin(0) =0
sin(r/2) =1

1
dx = du
cos X
/1 1
L= Cos X
0

1
1
COSXdu:/O ldu = [u}ozl




Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> / xel) dx
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

> /xsin(x) dx
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

>/xsin(x)dx Nein
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

P/xsin(x)dx Nein

> /X3\/X4-|-1dX



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

P/xsin(x)dx Nein

> /X3\/X4-|-1dX Ja
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

P/xsin(x)dx Nein

> /X3\/X4-|-1dX Ja

> /xlnxdx



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.5

Ist die Substitutionsregel grundsatzlich anwendbar?
> /xe(Xz) dx Ja

P/xsin(x)dx Nein

> /X3\/X4-|-1dX Ja

P/xlnxdx Nein



Integralrechnung
Ls Rechenregeln
L33 Substitutionsregel

Moral

Die Substitutionsregel kann nur dann angewendet werden, der
Integrand (bis auf einen konstanten Faktor) ein Produkt aus der
Ableitung ' der inneren Funktion u und der dusseren Funktion f
ist.
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L3 Rechen regeln

L33 Substitutionsregel

Substitutionsregel 2. Art

In gewissen Situationen kann es vorteilhaft sein, die

Integrationsvariable x durch deine differenzierbare und monotone
Funktion x(t) zu ersetzen.
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L3 Rechenregeln
L33 Substitutionsregel

Beispiel 3.6
1
/ e*veX 4+ 1dx
0

x(t) =In(t) (monoton:ja) x3=0=In(t) = tH=1
dx =t ldy xx=1=In(t) = t=e

e e
..:/ e'"(t)\/e'“(t)+1-t_1dt:/ tVE+1-t 1dx
1 1

= /e(t—l- 1)M2dx = 2[(t +1)%?]] =

2

3

[(e + 1)3/2 _ 23/2]
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L3 Rechenregeln
L3.4 Partielle Integration

Ist der Integrand ein Produkt zweier Faktoren, so gibt es im
Unterschied zur Differentiation keine allgemein giiltige Regel, um
das Integral eines Produkts auf die Integrale der Faktoren
zuriickzufiihren.

Man kann aber eine Regel angeben, nach der in machen Fillen ein
schwierig zu |6sendes Integral auf ein einfacheres zuriickgefiihrt
werden kann.
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:

[f(x) - g(x)]’

Fl(x)g(x) + f(x)g'(x)
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:
[F(x) - g(x)]" = F'(x)g(x) + F(x)g'(x)

F()g(x) = [F(x) - 8(x)]' — F(x)E'X) \

b
/...dx
a
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration
:

Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:
[F(x) - g(x)]" = F'(x)g(x) + F(x)g'(x)

F(0g() = [F(x) - 0] — FE'(x) \
b b
/a f'(x)g(x)dx = / [f(x)-g(x)] dx —

b
/...dx
a

/a ’ F(x)g'(x)dx
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L3 Rechenregeln
|—3.4 Partielle Integration

Herleitung

Produktregel der Differentialrechnung:

[F(x) - g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

b
/ ... dx
a

/ab Flxglx)dx = /a ") - 8] dx - / " F(x) (x)ax

a

F()g(x) = [F(x) - 8(x)]' — F(x)E'X) \

b b
/ F(x)g(x)dx = [F(x) - g(x)]° - / F(x)g'(x)dx

a

£ DA
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L3 Rechen regeln

L3.4 Partielle Integration

Warnung

Das auf diese Weise entstehende Integral braucht nicht einfacher

|6sbar zu sein. In vielen Fillen ldsst sich jedoch bei geeigenter
Wahl der Faktoren eine Vereinfachung erreichen.
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.7

—
Il
[0}
x

DA
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.7

/xexdx:...

.:eXx—/eX

f(x) = e~
g'(x)=1

X =
=

ldx=ex—e"+C=e"(x—1)+C



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.8

/xzex dx =7

f'(x) = e~
g(x) =x?

= f(x)=¢€"

= g'(x)=2x



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.8

/xzex dx =7

/xzex dx = e¥x? —

flix)=e* = f(x)=¢"
glx) = x>

= g'(x)=2x

X

/ex-2xdx:ex-x2—2/x-exdx
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.8

/xzex dx =7

Einsetzen von 3.3:

= g'(x)=2x
/xzexdx:exx2—/ex-2xdx:ex-x2—2/x-exdx

f'(x) =€~

g(x) = x

2

= f(x)=¢€"
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L3 Rechenregeln
|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.8
/xzex dx =? fl(x)=¢e" = f(x)=¢

g(x) = x?

/xzexdx:exx2—/ex~2xdx:ex-x2—2/x-exdx

Einsetzen von 3.3:

= g'(x)=2x

/xzexdx:exx2 —2¥(x =1+ C=e(x>—2x+2)+C
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.9

/Inxdx:? f'ix)=1 = f(x)=x

gx)=hx = gkx)=1/x
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration
Beispiel 3.9
/Inxdx =7 f'(x)

= f(x)=x
gx)=hx = gkx)=1/x

/Inx-ldx:x-lnx—/x‘)l(dx:x-lnx—/ldx

=xlnx—x+C

DA
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L3 Rechen regeln

|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.10

/sin2xdx =? f/(x)=sinx = f(x)=—cosx
g(x) =sinx

= g'(x) = cosx
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L3 Rechenregeln
|—3.4 Partielle Integration

Beispiel 3.10

/sinzxdx:? f'(x) =sinx = f(x)=—cosx

g(x)=sinx = g'(x)=cosx
/sinzxdx: —cosx-sinx—i—/coszxdx
/sinzxdx: —cosx‘sinx—i-/(l—sinzx)dx
/sin2xdx: —cosx-sinx+x—/sin2xdx

/sinzxdx =

(x — cosx -sinx) + C

N =

it
)
»
?)



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L3s Integrale der elementaren Funktionen (1)

/Inxdx =x(In|x| =1)+ C [Beispiel 3.9]




Integralrechnung
L3 Rechen regeln

Lss Integrale der elementaren Funktionen (1)

/Inxdx =x(In|x| =1)+ C [Beispiel 3.9]

/tanxdx: —In|cosx|+ C

Herleitung:

/tanxdx:/m—xdx:/w. 1 du
cos x u  —sinx
1
:—/;du:—/ln|cosx|+C

N



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L3s Integrale der elementaren Funktionen (1)

/arcsinxdx =xarcsinx++vV1—-x24+C




Integralrechnung

L3 Rechen regeln

Lss Integrale der elementaren Funktionen (1)

/arcsinxdx =xarcsinx++vV1—-x24+C
Herleitung:

/arcsinxdx:/1~arcsinxdx:xarcsinx—/x

= x arcsin x X _—ldu
N Vu o 2x

. 1
:xarcsmx—l—%/u 2du

= xarcsinx +v1—-x2+C

1

V1—x2

dx

N



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

L3s Integrale der elementaren Funktionen (1)

/arccosxdx = xarccosx — /1 — x2 + C




Integralrechnung

L3 Rechen regeln

Lss Integrale der elementaren Funktionen (1)

/arccosxdx = xarccosx — V1 —x24+C
Herleitung:

/arccosxdx:/1~arccosxdx:xarccosx—/x

—x -1
= xarccosx — | — - —du
JVu 2x

_1
:xarccosx—%/u 2 du

= xarccosx — /1 —-x2+C

-1

V1—x2

dx

N



Integralrechnung

L3 Rechen regeln

Lss Integrale der elementaren Funktionen (1)

/arctanxdx = xarctan x — % In(1+x3)+C
Herleitung:

1

/arctanxdx:/1~arctanxdx:xarctanx—/x

—d
112
/x 1
= xarctanx — [ — - —du
u

2x

= xarctan x — %/u_ du

= xarctanx — 1 In (1 ~|—x2)

N



e
Integralrechnung
L3 Rechenregeln
L3.6 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
;

Ist  eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion, so gibt es eine
reelle Zahl £ € (a, b), so dass

/abf(x)dx—

=f()-(b-a)
y

a¢

b

Der Mittelwertsatz ist ein Existenzsatz, er verrat nicht, wie man
die Stelle & berechnet.




Integralrechnung

L4 Flachenberechnungen

L4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Beispiel 4.1

y

N

7N

Wie gross ist der Inhalt der endlichen Fliche, die von der x-Achse
und dem Graphen der Funktion f(x) = —x? + 4x — 3
eingeschlossen wird?




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

(x—1)(x—=3)=0

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

(x—1)(x—=3)=0

x1 =1

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

I (-1)
x> —4x+3=0
(x—1)(x—=3)=0
x1 =1

X2:3

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

I (-1)
x> —4x+3=0
(x—1)(x—=3)=0
x1 =1

Xy = 3
Hauptsatz:

3
A=/ (—x® 4+ 4x — 3) dx
1



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

(x—1)(x—=3)=0

x1 =1
Xy = 3
Hauptsatz:

3
A=/ (—x® 4+ 4x — 3) dx
1

—§x3 +2x% — 3x

1

3



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

(x—1)(x—=3)=0

x1 =1
Xy = 3
Hauptsatz:

3
A=/ (—x® 4+ 4x — 3) dx
1

é(—9+18—9)—( !

42
3+

)

[—%x3 +2x% — 3X]

1

3



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x>4+4x—-3=0

- (=1)
x* —4x+3=0

(x—1)(x—=3)=0

x1 =1
Xy = 3
Hauptsatz:

3
Az/(eﬁ+M—®dx
1

15 2 ’

——x> 4+ 2x° — 3x
3 1

" 1 4
2(-9+418-9)— (—-+2-3) =~
(-9+18-9)- (-3+2-3) =3
« oder: fnlnt(-X"2+4X-3,X,1,3)»Frac



Integralrechnung
L4 Flachenberechnungen
L4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Beispiel 4.2

Wie gross ist der Inhalt der endlichen Fliche, die von der x-Achse
und dem Graphen der Funktion f(x) = —x* + 4x3 — 2x? — 4x + 3
eingeschlossen wird?

y

A

I y =f(x)



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x* 4 4x3 —2x2 —4x+3=0

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x* 4 4x3 —2x2 —4x+3=0

X1 =

xo=x3=1 (%)
X4:—1

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x* 4 4x3 —2x2 —4x+3=0

TR
B\

x| =
xo=x3=1 (%)

X4 = -1
(+) Der TI-84 Plus kann Doppellésungen nicht immer exakt

berechnen, so dass man die genauen Losungen schatzen und zur
Kontrolle in die Gleichung einsetzen muss.



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x*44x3 —2x?2 —4x+3=0 L x1 =3

xo=x3=1 (%)
X4 = -1
(+) Der TI-84 Plus kann Doppellésungen nicht immer exakt

berechnen, so dass man die genauen Losungen schatzen und zur
Kontrolle in die Gleichung einsetzen muss.

3
Hauptsatz: / (—x4 +4x3 — 2x% — 4x + 3) dx
-1



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x*+4x3 —2x> —4x+3=0 g X1 =

xo=x3=1 (%)
X4 = -1
(+) Der TI-84 Plus kann Doppellésungen nicht immer exakt

berechnen, so dass man die genauen Losungen schatzen und zur
Kontrolle in die Gleichung einsetzen muss.

3
Hauptsatz: / (—x4 +4x3 — 2x% — 4x + 3) dx
-1

1 2 ) }
=[x 4+ x* — Sx3 —2x% 4+ 3x
5 3 1



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Nullstellen:

—x*+4x3 —2x> —4x+3=0 g X1 =

xo=x3=1 (%)
X4 = -1
(+) Der TI-84 Plus kann Doppellésungen nicht immer exakt

berechnen, so dass man die genauen Losungen schatzen und zur
Kontrolle in die Gleichung einsetzen muss.

3
Hauptsatz: / (—x4 +4x3 — 2x% — 4x + 3) dx
-1

_[1 2 > 128

—gX5+X4—§X3—2X2-|-3X B =15



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.1 Durch Nullstellen begrenzte Flachen

Beachte, dass die Integration an der doppelten Nullstelle

xp = x3 = 1 nicht unterbrochen werden muss, da der Graph die
x-Achse nur beriihrt und somit keine keine negativen
Flachenanteile entstehen.

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



Integralrechnung
L4 Flachenberechnungen
Lao Flachen unterhalb der Abszisse

Beispiel 4.3

Berechne den Inhalt der Flache, die durch die beiden
Koordinatenachsen und den Graphen der Funktion
f(x) = In(x + 3) eingeschlossen wird. Gib das exakte Resultat an.

Y
y = f(x)




Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Nullstelle(n):

DA



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Nullstelle(n):

In(x+2)=0

DA



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Nullstelle(n):

In(x+2)=0

1
eln(X+§)

:eo

DA



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Nullstelle(n):
In(x+2)=0
eln(X—i—%) _ e0
X+ % =1
=

u}
o)
1
n
it

DA



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Hauptsatz:

/0'5 In (x +0.5) dx = [(x +0.5)(In[x +0.5] — 1)]3°
0

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Hauptsatz:

/0.5 In (x +0.5)dx = [(x + 0.5)(In|x + 0.5 — 1)]85
0
=1-(In(1)—1)—0.5-(In(0.5) — 1)

~1-05In(0.5) + 0.5



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4 2 Flachen unterhalb der Abszisse

Hauptsatz:

QA%I(x+0@

= [(x +0.5)(In|x +05| - 1)]7°
=1-(In(1)—1)

05mmm5y—n:
= 05 -05In(05) =

—~1-10.5In(0.5) + 0.5
Sl 2y
als exakte Loésung ok

14+ 21In(2)




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4 2 Flachen unterhalb der Abszisse

Hauptsatz:

QA%I(x+0@

= [(x +0.5)(In|x +05| - 1)]7°
=1-(In(1)—1)

0.5- (In(0.5) — 1) =
= 05 -05In(05) =

—~1-10.5In(0.5) + 0.5
3o 3@ = -4+ 3
als exakte Loésung ok
= %In(Q) -5 =

=3(n(2) - 1)




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
|—4.2 Flachen unterhalb der Abszisse

Aufgrund der Vorzeichenregeln fiir bestimmte Integrale, ist der

berechnet Wert negativ. Also betragt der Flacheninhalt exakt
A=1(1-1n(2)).

Man hatte dieses Resultat auch direkt durch Vertauschen der
oberen und unteren Grenze erhalten kdnnen.



Integralrechnung
L4 Flachenberechnungen
L 4.3 Willkiirliche Grenzen

Beispiel 4.4

Welchen Inhalt hat die Flache, die vom Graphen der Funktion
f(x) = 3x2 — 3x + 4, der x-Achse und die Geraden x = 0
bzw. x = 6 eingeschlossen wird?

Y :
vy = f(x)




e
Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
L 4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man

etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.




R

Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man

etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.

Nullstellen: %x2 —3x+4=0 | -2

u}
o)
I

i
it
)
»
?)



R

Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man

etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.

Nullstellen: %x2—3x+4:O [|-2
x* —6x+8=0

u}
o)
I

i
it
)
»
?)



R

Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man

etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.

Nullstellen: %x2 —3x+4=0 | -2

x> —6x+8=0
(x—=2)(x—4)=0

u}
o)
I

i
it
)
»
?)



R

Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man
etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.

Nullstellen: ix*> —3x+4=0 | -2

2
x> —6x+8=0
(x—=2)(x—4)=0
X1:2

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



R

Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen
4.3 Willkiirliche Grenzen

Falls man am Flacheninhalt interessiert ist, muss man
etappenweise integrieren und positive bzw. negative Flachenstiicke
einzeln integrieren.

Nullstellen: %x2 —3x+4=0 | -2

x> —6x+8=0
(x—=2)(x—4)=0
X1:2

X2:4

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



e
Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
L 4.3 Willkiirliche Grenzen
h

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

271
/1:/ ~x?> —3x+4) dx
1 \2

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2
1
/1:/<
1 2

1
—3x 4+ 4) dx = {6x3

3 2
— X%+ 4x]
2 1

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2
1
/1:/<
1 2

1
3x+4) dx = {6x3 —

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2
1 1
l1=/1 (2 3x+4) dx—{ax:%—
)

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 2
1, 15 3, 2
= Zx? — S e 4 - =
h /1 <2x 3x—|—4) dx [6X 2x + 4x 3
41
12:/ (—x2—3x+4) dx
5 \2

DA



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 1 5
h = —x“—3x+4 ) dx
1 \2

4 1 5
= —x“—3x+4 ) dx
5 \2



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 1 5
h = —x“—3x+4 ) dx
1 \2

4 1 5
= —x“—3x+4 ) dx
5 \2



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 2
1 1
h :/1 <§x2 —3x+4) dx = [6x3 — ;x2 +4x]
4 4
I3 :/2 (%x2 —3X—|—4> dx = [%x3 — gxz—i—4x]
°1
I3:/ ~x% —3x + 4dx
4 2




Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 1 5
h = —x“—3x+4 ) dx
1 \2
1

1x
6

3

2

— §x2 + 4x]
2 1



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 1 5
h = —x“—3x+4 ) dx
1 \2
1

1x
6

3

2

— §x2 + 4x]
2 1



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

4.3 Willkiirliche Grenzen

2 1 5
h = —x“—3x+4 ) dx
1 \2
1

1X
6

3

2

G
2 2 10 14
A=S424+ = =FE
373" 3

3
— X%+ 4x]
2 1



Integralrechnung
L4 Flachenberechnungen

L4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Beispiel 4.5
Berechne den Inhalt der Fliche, die von den Graphen der
Funktionen f(x) = —3x% + 2x + L und g(x) = x> — 3x + &

eingeschlossen wird.

Y
y =g(x)
1 b\ y = f(x)
X1 X2 =X

u}
o)
I
i
it




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

X2 X2
Naiv: A = / f(x)dx — g(x)dx
X1 X1

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

X2 X2
Naiv: A = / f(x)dx — /
X1 X

1

g(x)dx
X
Eleganter: A = /

X1

[F(x) — g(x)] dx (, toter Walfisch*)



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

X2 X2
Naiv: A = / f(x)dx — / g(x)dx
X1 X

1

Eleganter: A = /Xz [f(x) — g(x)] dx (. toter Walfisch*)
‘yl\
y = 8(x)
T C Ny =f(x)
/ Ny = 6 - g(x)



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2

1.2 3 19 3
T TaXTF =g

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

B LRE LA B
— X2+ 6x+19=2x%—12x + 34

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2, 3 19 1.2
—gX Tt X+ =X

x+4 -8
— X2+ 6x+19=2x%—12x + 34

0=3x?—18x+15



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2, 3 19 1.2
—gX Tt X+ =X

Sx+4 -8
—x2+6x+19

= 2x%2 — 12x + 34

0=3x?—18x+15
0=x>—6x+5



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2, 3 19 1.2
—gX Tt X+ =X

Sx+4 -8
—x2+6x+19

= 2x%2 — 12x + 34
0=3x?—18x+15
0=x>—6x+5

0=(x—1)(x—5)



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2, 3 19 1.2
—gX Tt X+ =X

— X2+ 6x+19=2x%—12x + 34
0=3x?—18x+15
0=x>—6x+5

0=(x—1)(x—5)

xp =1

x+q -8



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

Schnittstellen:

1.2, 3 19 1.2
—gX Tt X+ =X

Sx+4 -8
—x2+6x+19

= 2x%2 — 12x + 34
0=3x?—18x+15
0=x>—6x+5

0=(x—1)(x—5)

xp =1

xo =5



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

5

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

. [f(x) — g(x)] dx

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

—/5 _1 2+§ _|_E _ 12_§ _|_£ d
= . 8X 4.X 8 4-X 2X X
5
1

4
15
Zx— 22| d

8 T4~ 8})(



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

8
15
ZX—§:| dX—|:

lxz—gx—l—g)] dx
1, 9, 157
§X +§X gX:|1



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.4 Flachen zwischen zwei sich schneidenden Kurven

8
15
ZX—§:| dX—|:

lxz—gx—l—g)] dx
1, 9, 157
§X +§X gX:|1



Integralrechnung

I—4 Flachenberechnungen

L4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Beispiel 4.6

h(x) = 4x~2 begrenzt wird.

Berechne den Inhalt der endlichen Fldche, die im 1. Quadranten
von den Graphen der Funktionen f(x) = 4x2, g(x) = x2 und




Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

SR




Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Schnittstellen:

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Schnittstellen:

4x% = 4

_F H:4"X2

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Schnittstellen:

4x% = 4

_; H:4"X2

xt=1

DA



Integralrechnung

|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 4
—X2_

4

Schnittstellen:

4
4x° = — || : 4, - x?
=5 Il X
xt=1
x=1

(Im 1. Quadranten gilt x > 0)
Schnittstelle zwischen g und h:

_X2

||47 'X2
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Schnittstellen:

4
4x° = — || : 4, - x?
=5 Il X
xt=1
x=1

(Im 1. Quadranten gilt x > 0)
Schnittstelle zwischen g und h:

1 4
“x2=— |4, - x?
4 x2
X4—

=16



Integralrechnung
|—4 Flachenberechnungen
|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

Schnittstellen:

4
4 =— ||:4,-x°
X 2 I X
xt=1

x=1 (Im 1. Quadranten gilt x > 0)

Schnittstelle zwischen g und h:

1 2 4 2
x*=16

x =2 (Im 1. Quadranten gilt x > 0)
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|—4 Flachenberechnungen
|—4.5 Aufwéndigere Flichenberechnungen
h

DA
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|—4 Flachenberechnungen
|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen
1

h= [ f(x)dx
0

DA
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|—4 Flachenberechnungen
|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen
1

1
f(x)dx = [ 4x%dx

h =

0 0

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x3]
0 0 3

0

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x3]
0 0 3

0 3

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x3]
0 0 3

0 3

)

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx:[ x3]
0 0

4
37 ], 3
2
/2:/ h(x) dx
1

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x3]
0 0 3
2 2
L= / h(x)dx = / 4
1 1

— dx
2

4
0 3

DA
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

4

1 1 YRRE!
h :/ f(x)dx:/ 4x° dx = [—x3]
0 0 3
2 2 4 2
/2:/ h(x)dx:/ —dx:4/ x2dx
1 1 1

x2

0

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

4

1 1 YRRE!
h :/ f(x)dx:/ 4x° dx = [—x3]
0 0 3
2 2 4 2
/2:/ h(x)dx:/ —dx:4/ x2dx
1 1 1

x2

0

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

4

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x3]
0 0 3
2 2
L= / h(x)dx = / 4
1 1

2
—2dx:4/ x2dx
X 1

0

4

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

4

1 1 YRRE!
h :/ f(x)dx:/ 4x° dx = [—x3]
0 0 3
2 2 4 2
/2:/ h(x)dx:/ —2dx:4/ x2dx
1 1 X 1

4[—x71? :4( 1.1

‘5*1)

0

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

3

1 1 4 !
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x3]
0 0 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x"2dx

a1 =45

__+I):

0

2

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 4 !
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]
0 0 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x"2dx

a1 =45

"+1) _
I3 :/02g(x)dx

0

2

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4.5 Aufwandigere Flachenberechnungen

1 1 YRRE!
h= / f(x)dx = / 4x2dx = [—x"’]
0 0 3

0
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 4 !
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]
0 0 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x 2 dx
—112 1
2 24 2
I3:/ g(x)dx:/ “x%dx = /x2dx
0 0 0

0

N
==

N
=

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 4 !
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]
0 0 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x 2 dx
—112 1
2 24 2
I3:/ g(x)dx:/ “x%dx = /x2dx
0 0 0

0

N
==

N
=

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

3

1 1 4 !
llz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]
0 0 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x"2dx

4

0

_ (_1 1) _»

N

1
2 2 2
1 1
:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2dx
0 0o 4 4 Jo
1 312
E[X]o

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen
! ! 451" 4
I1=/ f(X)dXZ/ 4x2dx = [—x3] ==
0 0 3 o 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x~2dx
—112 o 1 1 B
=4 [—x"] _4(_§+I> =2
2 21 1 2
I3:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4 Jo
1 3 2 o ].
~ 1 [X ]o _5(8_0)
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 YRRE!
Ilz/ f(x)dx:/ 4x° dx = [—x"’]
0 0 3
/2:/

0 3
2
dx—/ —dx—4/ x2dx

4pxﬂf:4( 1.1

24 Z) =2
2+1>

2 21 1 2
I3:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4Jo

142 1 2
_E[X]O_E(B_O)—_
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen
1 1 1
4 4
I1=/ f(X)dXZ/ 4x2dx = [—x3] ==
0 0 3 o 3
2
/2:/ dx—/—dx—4/ x~2dx
- —112 o 1 1 B
=4 [—x"] _4(_§+I> =2
2 21 1 2
I3:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4 Jo
1 502 1 2
=5 Kl =56@-0=3
A=h+h—15h
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen
1 1 1
4 4
I1=/ f(X)dXZ/ 4x2dx:[—x3] ==
0 0 3 o 3
2
/2:/ dx—/ —dx—4/ x2dx
—112 1 1
=4 |- = —— 4+ =) =2
4[—x] 4( 2+1>
2 21 1 2
I3:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4 Jo
132 1 2
_E[X]O_E(B_O)_g’
4 2
A—/1+/2—/3:§+2——

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 4 !
Ilz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]

0 0 3
/2:/ dx—/—dx—4/ x"2dx

4

0

(1)

1
2 21 1 2
I3:/ g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4 Jo
142 1 2
:E[X]o:ﬁ(s—o)zg
A—/1+/2—/3=§+2—g—2

=42
s=3"

3
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|—4 Flachenberechnungen

|—4 5 Aufwéndigere Flachenberechnungen

4

1 1 4 !

Ilz/ f(x)dx:/ 4x2dx = [—x"’]
0 0 3

/2:/ dx—/—dx—4/ x"2dx

4

0

1 1
— —_— — :2
(2+3)
2 2 2
1 1
/g(x)dx:/ —x2dx:—/ x2 dx
0 o 4 4Jo
142 1 2
E[X]o_ﬁ(s_o)_

L=

3

4 2 2
A=h+b—hKh==-4+2—=-==42=

1t+h—103 3+ 3 3+

3



Integralrechnung

|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Rotationskorper

Rotationskorper sind Korper, die durch Drehung eines geeigneten
Kurve um eine der Koordinatenachsen entstehen.




Integralrechnung

LS Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Volumen

Das Volumen eines Rotationskorpers ldsst sich als Grenzwert einer

Summe aus Zylindern auffassen, deren Radien Funktionswerte sind
und deren Hohen gegen Null streben.
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4

N
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

;

4

/

Aus dV = 7r? dx = 7f(x)? dx folgt

N
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;

4

/

Aus dV = 7r? dx = 7f(x)? dx folgt
%

N
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;

4

/

Aus dV = 7r? dx = 7f(x)? dx folgt

V:/dV
1%

N
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;
A

/

Aus dV = 7r? dx = 7f(x)? dx folgt

b
vz/ dV:/ 7 F2(x) dx
14 a
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;

/

Aus dV = mr?dx = mf(x)? dx folgt:

V:/VdV:/abwfz(x)dx:w/abfz(x)dx

m]
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Beispiel 5.1

y

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fiir 0 < x < 4 um die
x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

y=2
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.1

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.
y

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fiir 0 < x < 4 um die

y=2
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.1

y

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fiir 0 < x < 4 um die
x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

y=2

b 4
V:ﬂ/ f(x)2dx:7r/ 22 dx
a 0
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.1

y

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fiir 0 < x < 4 um die
x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

y=2

b 4
V:ﬂ/ f(x)2dx:7r/ 22dX:7T[4X]3
a 0
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.1

y

Der Graph der Funktion f(x) = 2 rotiert fiir 0 < x < 4 um die
x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskorpers.

y=2

b 4
V:ﬂ/ f(x)2dx:7r/ 22 dx = m[4x]y = 167 VE
a 0
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.2

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskdrpers.
Ay

y =x/2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < x < 4 um die




Integralrechnung

|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.2

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskérpers
Ay

y =x/2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < x < 4 um die

b 41
V:ﬂ/ f(X)de:ﬂ'/ ~x?dx
a 0 4
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.2

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskdrpers.
Ay

y =x/2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < x < 4 um die
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.2

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskérpers
Ay

y =x/2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < x < 4 um die

b 41
V:ﬂ/ f(X)de:ﬂ'/ ~x?dx
a 0 4

1 51" 64
e

= —7
o 12
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.2

x-Achse. Berechne das Volumen des Rotationskdrpers.
Ay

y =x/2

Der Graph der Funktion f(x) = %x rotiert fiir 0 < x < 4 um die

b 41
V:ﬂ/ f(X)de:ﬂ'/ ~x?dx
a 0 4
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Beispiel 5.3

i

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

Va4 — x2

N
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.3

i

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

Va4 — x2
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Beispiel 5.3

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

i

Va4 — x2

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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Beispiel 5.3

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

i

Va4 — x2

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Beispiel 5.3

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

i

Va4 — x2

V:7r/abf(x)2dx:7r/2 (4—x2)dx

-2
2

2
= 277/ (4 — x2) dx =27 [4x — 1x3]
0 3

0

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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Beispiel 5.3

Der Graph von f(x) = v/4 — x? rotiert um die x-Achse. Berechne
das Volumen des Drehkorpers.

i

Va4 — x2

V:7r/abf(x)2dx:7r/2 (4—x2)dx

-2

2 2
1 2
:27T/ (4—X2)dX=27r[4x—3x3] =32 Ve
0

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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LS Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.4

Die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f(x) =2 und
g(x) =1 tiber dem Intervall / = [0, 4] rotiert um die x-Achse.

Berechne das Volumen des Hohlzylinders.
——

y
y

2
1

>

X

4 4
V:7r/ 22dx—7r/ 1% dx
0 0
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LS Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.4

Die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f(x) =2 und
g(x) =1 tiber dem Intervall / = [0, 4] rotiert um die x-Achse.

Berechne das Volumen des Hohlzylinders.
——

y
y

2
1

>

X

4 4
V:7r/ 22dx—7r/ 12C|X:7T[4X]g—7T[X]g
0 0
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LS Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern
:

Beispiel 5.4

Die Flache zwischen den Graphen der Funktionen f(x) =2 und
g(x) =1 tiber dem Intervall / = [0, 4] rotiert um die x-Achse.

Berechne das Volumen des Hohlzylinders.
——

y
y

2
1

>

X

4 4
V:7r/ 22dx—7r/ 12C|X:7T[4X]g—7T[X]g:167’[‘—471':1271'
0 0
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Warnung

Bei Hohlkérpern diirfen die Randfunktionen nicht vor dem
Quadrieren subtrahiert werden.

4 4
V—7r/ (2—1)2dx—7r/ 1dx
0 0

N
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Warnung

Bei Hohlkérpern diirfen die Randfunktionen nicht vor dem
Quadrieren subtrahiert werden.

4 4
V—7r/ (2—1)2dx—7r/ ldx = 7 [x]g
0 0

N
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Warnung

Bei Hohlkérpern diirfen die Randfunktionen nicht vor dem
Quadrieren subtrahiert werden.

4 4
V—7r/ (2—1)2dx—7r/ ldx = 7 [x]g = 47 — O = 4~
0 0
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LS Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Mantelflache

Die Mantelflache eines Rotationskorpers lasst sich als Grenzwert
einer Summe aus Kegelstumpfmaénteln auffassen, deren Radien
Funktionswerte sind und deren Hohen gegen Null streben.



e
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Ay

u}
o)

I

i
it
N
»
i)
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:



Integralrechnung

|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Formel fiir die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels

M = m(ri + r2)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet
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|—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Formel fiir die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels

M = m(ri + r2)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet

dM = 72f (xp)v/dx? + dy?




Integralrechnung
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Formel fiir die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels

M = 7T(I’1 + r2)
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet

dM = 72f (xp)\/dx? + dy

/d 2 d
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I—5 Volumen und Oberfliche von Rotationskdrpern

Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:

M = m(ri + r2)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet

dM = 72f (xp1)/ dx2 + dy?
2
ot ()|

=2nf(xm)y/1+ f/(x)?dx
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Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:

M = m(ri + r2)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet

dM = 72f (xp)v/dx? + dy?

d 2
= 2nf(xm)y/ o

=2nf(xm)y/1+ f/(x)?dx
und {iber die gesamte Mantelflache integriert:
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Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:

M = m(ri + r2)m
Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet

dM = 72f (xp)v/dx? + dy?

d 2
= 2nf(xm)y/ o

dy?
@ + d > dx
=2nf(xm)y/1+ f/(x)?dx
und {iber die gesamte Mantelflache integriert:
M
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Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:
M = n(rn+ r)m

Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet
dM = 72f (xp)v/dx? + dy?
=2rf — + =
7f(xm) X +

=2nf(xm)y/1+ f/(x)?dx

. und {iber die gesamte Mantelfliche integriert:

I\/I_/dl\/l
M
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Formel fiir die Mantelfldche eines geraden Kreiskegels:
M = n(rn+ r)m

Auf den Mantel eines geraden Kreiskegels mit der Hohe dx
angewendet
dM = 72f (xp)v/dx? + dy?
=2rf — + =
7f(xm) X +

=2nf(xm)y/1+ f/(x)?dx

. und {iber die gesamte Mantelfliche integriert:

b
/\/I_/Md/\/l_zw/a f(xm) 1+[f’(x)]2dx
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Beispiel 5.5

Der Halbkreis y =

V' r? — x? mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r
rotiert um die x-Achse. Berechne die Oberlfliche des Drehkdrpers
Ay

dh S
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:

Beispiel 5.5

Der Halbkreis y =

V' r? — x? mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r
rotiert um die x-Achse. Berechne die Oberlfliche des Drehkdrpers
Ay

dh S

_2w/_rm\/ sz
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:

Beispiel 5.5

Der Halbkreis y =

V' r? — x? mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r
rotiert um die x-Achse. Berechne die Oberlfliche des Drehkdrpers
Ay

dh S

_2w/_rm\/ sz
—471'/ Ve L

1/,2_X2

m]
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:

Beispiel 5.5

Der Halbkreis y =

V' r? — x? mit Mittelpunkt M(0,0) und Radius r
rotiert um die x-Achse. Berechne die Oberlfliche des Drehkdrpers
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