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Aufgabe 1.1

Gesucht: Folge (z,,), die von links gegen = = 4 konvergiert.
1 =3.9, 19 =399, 3 =3.999, ...

T, =4—10""

Aufgabe 1.2
Gesucht: Folge (z,,), die von rechts gegen x = —2 konvergiert.
2= —1.9, 2y = —1.99, 153 = —1.999, ...

T, =—2+10""

Aufgabe 1.3

lim(3z —1) =121 =11

r—4

Aufgabe 1.4

o x*=Trx+12 . (z—=3)(x—4) . x—4 3-4 1
Iim ————— = lim = lim =
e=3122 +2x —15 «=3(x—3)(x+5) 2283x+5 345 8

Aufgabe 1.8
7
.
ST

(Exponentialfunktionen wachsen asymptotisch ,schneller als Potenzfunktionen.)
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Aufgabe 1.9 (neu)

Die Funktion f hat an der Stelle zy den Grenzwert g, wenn fiir jede gegen x konvergie-
rende Folge von Zahlen zq, x5, x3, ... aus dem Definitionsbereich von f, die zugehétrige
Folge der Funktionswerte f(z1), f(x2), f(z3), ... gegen die Zahl g konvergiert.

In diesem Fall ist der Ausdruck lim f(z) = g definiert.

T—T0

e Der Grenzwert xy der Folge muss nicht im Definitionsbereich von f liegen (nur die

Folgeglieder).
e Verlangt man, dass alle Folgeglieder 1, x5, x3, ... kleiner als x( sind, spricht man
von einem linksseitigen Grenzwert und schreibt lim f(z) = g.
=T
e Verlangt man, dass alle Folgeglieder x1, x5, x3, ... grdsser als xq sind, spricht man
von einem rechtsseitigen Grenzwert und schreibt lim+ f(z) =g.
3?-)1'0

e Ist eine Funktion f an der Stelle xq stetig, dann gilt lim f(z) = f(x¢); der Grenz-
T—T0

wert zy der Folge darf also einfach in die Funktion ,eingesetzt* werden.

(a) lim(z*+2—-1)=1+1-1=2 [f(z) = 2>+ 2 — 1 ist stetig]

r—1

x2+2x—3_1+2—3_0

(b) }rl_{l% 1 - 11 -9 Signal zum Faktorisieren und Kiirzen
24920 -3 -1 3
limH—x:lim (r=D@+3) =lim(z+3)=14
z—1 x—1 z—1 x—1 z—1
(c) Vorgehen: Wihle eine Folge x1, xo, 3, ... die von links gegen xy = 1 konvergiert

und untersuche ob und gegen welchen Wert die Folge der Funktionswerte y; = f(x1),
y1 = f(xa), y3 = f(x3), ... konvergiert.

r1=09 |y = 1 _10.9 =10
To =099 | yo = 1_—1099 =100
3 !

1~ o0

9

(d) lim :;— = 0 [Exponentialfunktionen wachsen/fallen schneller als Potenzfunktionen)]
z—00 2T

(e) lim sin(x) exisitiert nicht [lasst sich am Graphen von y = sin(x) erkennen]
T—00

(f) lim+ In(x) = —oo [ldsst sich am Graphen von y = In(z) erkennen)]
z—0



Aufgabe 2.1

f(xo +h)

f(x0)

A
A—y: Steigung der Sekante s, durch Py und P,
x

) — 1o DY _ e Flo - h) = (o)
Pl = M ae =™ n

Steigung der Tangente an Gy an der Stelle xy.

Aufgabe 2.2
fry=520=-1

oy JELER) = f(=) L 55
f(—l)—}lllg(l) h h—0 h

:limgzlim():()
h—0h  h—0

Aufgabe 2.3
fry=3x—1,20=2

f2+h)— f(2) 3(2+h)—1-5

/ N 7
R e
h — h
zlimwzlimg)—zlim?):?)
h—0 h h—0 h h—0
Aufgabe 2.4
fry=a?a=3
fB4+h)—f3B) . B+h?2-9
! I _
FO=m™
. 946h+h?>—-9 6h + h?
= lim = lim
h—0 h h—0 h
= lim h(6 ) =1lim(6+ h) =
h—0 =0



Aufgabe 2.5

fry=a% o =2

2 — 2 3
h—0 h h—0
8+ 12h +6h>+h®—8 . 12h+6R%2+ N3
= hm — hIIl
h—0 h h—0 h
12 2
i P2 EOR R (12 6k ) = 12
h—0 h h—0
Aufgabe 2.6
fry=a;z=2
2 — f(2 V2 — /2
h—0 h h—0 h
o, (V24 R V2) (V2 R+ V)
s h
) 2+h—2 ) h
= lim = lim
=0 h(V2+h+v2)  h=0h(V/2+h+V2)

1 1 1
=02+ h+v2 V242 2V2

Aufgabe 2.7
1
fry=iz=5
x

f'(5) = lim Cha p (O lim %(f(5 +h) — f(5))

h—0 h h—0

T N S A A B R CR )
“hs0h \5+h 5) mso\h 5(5+h)
w0 \h 5(5+h)) ms05(5+h) 25




Aufgabe 2.8

y = f(x)
/
y=f'(z)
Aufgabe 2.9
y=f(z)
> T
y=f'(z)
Aufgabe 2.10
x
Aufgabe 3.1
fry==
oy e J@th)—fl@) o (z+h)—w
PO ==

:limﬁ:limlzl
h—0h  h—0



Aufgabe 3.2

fry=a
. flx+h) = fx) . (z+h)?—a?
/ o _
e
2?2+ 2xh + h? — 22 . 2zh + h?
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
2
= lim 2z + h) = lim(2z + h) = 2x
h—0 h h—0
Aufgabe 3.3
fry=a’
fle+h)—f(x) . (x+h)®—2
! — I,
L L
o 23+ 32%h + 3zh? + h3 — a3 _ 3x2h + 3xh® + h?
= lim = lim
h—0 h h—0 h
2 2
= lim h3x” + 3ah+ ) = lim(32? + 3xh + h?) = 327
h—0 h h—0
Aufgabe 3.4
fry=vx
h—0 h h—>0
(\/x—i- \/_)(\/x—l- +\/_)
— il h
) r+h—x i h
= lim = lim
=0 h(Vo+h+z)  =0h(Ve+h+ Vz)

1 1 1
0 Vr tht T NI+ VE 2JF

Aufgabe 3.5

fry= !
x

f'(z) = lim fth) =) lim l(f(x +h) — f(z))
h—0 h -0 h

—liml CH = lim 1 —x—(x—l—h)
S nsoh\x+h x) ws0\h z(z+h)

I 1 —h I —1 1
=lim(-—— ) =llm———— = ——
h—0 \h x(x+ h) h—0 z(x + h) x?



Aufgabe 3.6

f:y=-¢e"; xy =0; Tangente?

fllx)=¢* = m=f(0)=e"=1

0=0 = yo=f(xo)=[f(0)=¢e"=1
Yo=mxo+q = 1=1-04+4q = g¢qg=1

try=x+1
Ay/
z
Aufgabe 3.7
[y =+/; xg = 4; Normale?
1 1
/ = —_— = = /4 = —
@) =g > me= @)=
1
m, =—— = —4
my

ro=4 = yo=[f(m)=[(4)=VL=2
Yo=mpr+q = 2=-4-44q = q=18
n:y=—4x + 18

Ay \

—
Ry

Aufgabe 3.8

f:y=1Inz; xg = 1; Gleichung der Tangente?
1 1
fa)=1 = mo=r0)=1
=1 = yo=f(xg)=f(1)=Inl=0
Yo=mxg+q = 0=1-14q = q=-1

try=ax—-1

Ay

Ry




Aufgabe 3.9
f:y=sinz; xg = 0; Normale?

f'(x) =cosz = my=f(0)=cos(0)=1

mn:_l/mt:—l
Tog = 0 = Yo = f(ZE()) = f(O) =sin0=0
Y=mpro+q = 0=-1-0+q = ¢q=0

n:y=-—x

Ay

Y

Aufgabe 3.10

fry=1/2? =27% xg = 2; Gleichung der Tangente?
flley==2-2%==2/2* = m=[f(2)=-%=
=2 = yo=[f(w)=f2)=5=1
Yo=mro+q = t=-3-2+q¢ = q=3

t:y:—}lx+%

[14
_
B B
Aufgabe 4.1

_ 41,3
flx)=a"+z0° —x+4
konstante Faktoren und Summen/Differenzen

fl(x) =42 + 2% — 1

Aufgabe 4.2
(S
f(x)z;—;zx -z
Summe/Differenz
1 3 3 1
Flo)=—a? = (-3) 0 =gt 5 (= 5 - )



Aufgabe 4.3
f(z) = sin(3x)
Verkettung: y = sin(z) mit z = 3z

f'(z) = 3cos(3z)

Aufgabe 4.4
f(z) =4e™"
Verkettung und konstante Faktoren (y = e* und z = —x)

() = ~de~

Aufgabe 4.5
flw) =2z =3)
Verkettung (y = 2 und z = 2z — 3), Summe und konstanter Faktor

f(x) =722 —3)%-2=14(22 — 3)°

Aufgabe 4.6
flx) =2 Inx
Produkt

1
fl(x) =2z -Inz+2* —=2r -Inz+=z
T

Aufgabe 4.7
flx)=(2* -4z +1) ¢
Produkt

f'(z) = (2r —4)e” + (2? —dax + 1)e” = (2r — 4+ 22 — 4o + 1)e” = (2? — 2x — 3)e”

Aufgabe 4.8
f(z) =sinx - cosx
Produkt

"(x) = cosz-cosx +sinz - (—sinz) = cos?x — sin’ x
f'(x) ( )
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Aufgabe 4.9

2 1 1
f(x):w:x—l—l—l——:x—irl%—x_l
x xr

Quotient = Summe

2 2

1 21
f’(:z:)zl—i—O—a:_Q:l——(oder:I )

Aufgabe 4.10

2 — 5
fz) = 3z +1
Quotient
o 2.(Brx41)—(2w—5)-3 6r+2—(6z—15) 17
fla) = (3 +1)? T Br+1)? (Butlp

Aufgabe 4.11

1
f(l') = 2 —1
Quotient

. 2 —_ J— . J—
Fla) = 0-(z*—=1)—1-2z _ 2z

(2 — 12 (a? — 12

Aufgabe 4.12

sin x
f(z) =tanx =

COS T
Quotient

. . 2 . 2 1
Fla) = cosSx + cosT —sinx - (—sinx) _cos“x+sin‘x
cos? x cos? x cos? x
. . . 2
coslx +sin’z  cos’x  sin’zx sin x 9
oder: 5 = o+ 5 =1+ =1+tan“z
cos? x cos?x  cos?x COS T

Aufgabe 4.13
fl@)=Va2+1
Verkettung (y = v/z, 2 = 22 + 1)

1 5 2 T
= —— . x = =
2vVr2 + 1 2vVr2+1 Va2 +1

f'(z)

11



Aufgabe 4.14
f(x) = ot +3z+2
Verkettung (y = €%, z = 2? + 3z + 2)

f/(l') — eaf:2+3x+2 . (21, + 3) — (23; 4 3>ex2+3z+2

Aufgabe 4.15 (neu)
(a)
(b)

(c)

fl@)=22%-1a?+2-5 = flz)=6"—-z+1
f(x) =3sin(z) = f'(z) =3cos(z)
f(z) =sin(3z) = f(z) = 3cos(3x)
S

(d) f(z) = = fl(z)=—e"
f(w) = e
ol

(e) f(z) =2z -lnzx = f'(:v)zl-lnx+x~1:1n(:c)+1

e B CEE
2
CESE
Aufgabe 5.1

Eine Funktion f ist stetig, wenn sich ihr Graph Gy ohne Absetzen des Stifts zeichnen
lasst.

Aufgabe 5.2

Eine Funktion f ist an der Stelle z( stetig, wenn die Bedingung

f(xo) = lim f(x)

Tr—TQ

erfiillt ist. Dies bedeutet, dass fiir den Nachweis der Stetigkeit folgende Punkte iiberpriift
werden miissen

e Der Funktionswert f(z() muss existieren.
e Der Grenzwert lim, ., f(z) muss existieren.

e Die beiden oben bestimmten Werte miissen tibereinstimmen.
Eine Funktion ist stetig, wenn sie an jeder Stelle x € D stetig ist.

12



Aufgabe 5.3

(a) f:y =3z +8 (stetig)
(b) f:y=22%—3x+5 (stetig)
(c) fry=1/2* (stetig)
(d) f:y=Vx (stetig)
(e) f:y=e" (stetig)
(f) f:y=Inz (stetig)
(8) f:y=sinz (stetig)
(h) f:y=cosz (stetig)
(i) f:y = tanz (stetig)
() f:y= |z (stetig)
Aufgabe 5.4
F = — = L Lot definiert

1—12 02 0

f ist an der Stelle ¢y = 1 nicht stetig und hat dort einen Pol ohne Vorzeichenwechsel.

Aufgabe 5.5
22 -4 0

f(2) = = — ist nicht definiert
2—-2 0

f ist an der Stelle xy = 2 nicht stetig.

24 —2 2
L 5 = (v )(x2+ ) = x + 2 fiir x # 2 = hebbare Definitionsliicke bei xy = 2
x— xr —

Aufgabe 5.6

f(x):{5_x2 fiir z < 2

r—1 firz>2
(a) f(2)=5-22=5-4=1
(b) lilgl+f($): lirgr(:l:—l):l

Da 5 — 22 als Differenz von stetigen Funktionen wieder stetig ist, geniigt es, den rechtseitigen

Grenzwert zu untersuchen.
(a) und (b) stimmen iiberein = f ist an der Stelle zq = 2 stetig.

13



Aufgabe 5.7

34+3 6
f(3) = % =3 ist nicht definiert

f hat an der Stelle zy = 3 einen Pol mit Vorzeichenwechsel.
Aufgabe 5.8

flz) = — 122 firx>—1

%xQ—l fir x < —1
=3

(@) J(=1) = J(-1P— 1= 05
(b) hr}h flz) = hrfh (x—32%)=-1-3=-15

(a) und (b) stimmen nicht {iberein.

f ist an der Stelle xy = 2 nicht stetig und hat dort eine Sprungstelle.
Y

\ A
\

14



Aufgabe 5.9

f(x>:{x2—x—a fir x < 3

ar +1 firx >3

(a) Jede der beiden Teilfunktionen ist eine Summe aus stetigen Funktionen und somit
selber stetig (fiir jede Wahl von a).

Also geniigt es, die Stetigkeit bei xg = 3 zu ,,erzwingen“:

e f3)=a-3+1=3a+1

e lim(2*~2r—-a)=9-3-a=6-a
T3

Damit f stetig ist, muss 3a + 1 = 6 — a gelten:

3a+1=6—a
4a =5
a=1.25

(b) f(z) = {x2—x—1.25 fir x < 3

1.25x +1 firx >3
20—1 furz <3

fi(z) = i}
1.25 fir x > 3

Jeder der beiden Teilfunktionen ist differenzierbar. Daher miissen wir nur noch die
Differenzierbarkeit an der Ubergangsstelle o = 3 priifen:

e f'(3) =125
o lim (22 —2—125)=9—-3—1.25=4.75

r—3~

Da beide Werte (Tantentensteigungen) verschieden sind, ist die Funktion an der
Stelle o = 3 nicht differenzierbar.

Y

A

15



Aufgabe 6.1

Eine Funktion f ist im Intervall [ monoton wachsend, wenn fiir alle z1, zo € I mit z; < 1
gilt: f(zq) < f(xo).

Fiir streng monoton wachsend muss f(z1) < f(x2) gelten.

e f ist im Intervall [;]a, d] monoton wachsend.

e fistin Iy = [a,b] und I3 = [c,d] streng monoton wachsend.

Aufgabe 6.2

Eine Funktion f ist im Intervall I monoton fallend, wenn fiir alle zq, x5 € I mit 7 < a3
gilt: f(x1) = f(x2).

Fiir streng monoton fallend muss f(x1) > f(xy) gelten.

e f ist im Intervall I; = [a, d] monoton fallend.

e fistin Iy = [a,b] und I3 = [c,d] streng monoton fallend.

Aufgabe 6.3

Eine differenzierbare Funktion f ist an der Stelle g ...

e streng monoton wachsend, wenn gilt: f/(zq) > 0

e streng monoton fallend, wenn gilt: f'(x¢) < 0

16



Aufgabe 6.4

fry=a%—42?+3x+2
f(x) =32 -8z +3
F1)=3-8+3=-2<0

f ist an der Stelle zy = 1 streng monoton fallend.

Aufgabe 6.5
fry=32°— 2% — 62 +2

fx)y=2>-2—-6=(x+2)(x—3)

x1 = —2 und = = 3 sind Stellen mit horizontaler Tangente.
—o<r< -2 -2<7<3 3<x <00
(x+2) - + +
(x —3) - - +
J'(x) + - +
/ N\ S

17



Aufgabe 6.6
f: y:}lx4—§x3+2x2+l
flx) =242 + 4z = 2(2® — 4o +4) = 2(x — 2)(z — 2)

x1 = 0 und x, = 3 = 2 sind Stellen mit horizontaler Tangente.

—oo<x <0 0<xr <2 2<x <00
x - + +
(x —2) - - +
(x —2) - - +
/(@) - + +
N\ /! /
Y
A /
|
\
N %
Aufgabe 7.1

Der Graph G einer Funktion f ist genau dann symmetrisch zur y-Achse, wenn fiir alle
x € Dy gilt: f(—x) = f(x).

Funktionen mit dieser Eigenschaft werden gerade genannt.

18



Aufgabe 7.2

Der Graph Gy einer Funktion f ist genau dann symmetrisch zum Ursprung (0,0), wenn
fir alle v € Dy gilt: f(—z) = —f(2).

Funktionen mit dieser Eigenschaft werden ungerade genannt.

Aufgabe 7.3
Y
e
o) | 7R
—xo - /- - o
. 0 /
\&/7” f(—xp)

G ist symmetrisch zum Ursprung (0,0), da fiir alle z € R gilt: f(—z) = —f(x).

Aufgabe 7.4

G ist symmetrisch zur Ordinate, da fiir alle € R gilt: f(—x) = f(z).

19



Aufgabe 7.5

NS
Q

Die Verneinung von , Alle z haben die Eigenschaft E.“ lautet: ,,Es gibt ein z, das die Eigenschaft F nicht
hat.“

Gy ist nicht ordinatensymmetrisch, (z.B.) fiir x = 1 gilt:
f(-1)=3#2=f(1)
Gy ist auch ursprungssymmetrisch, da auch hier fiir x = 1 gilt:

f(-1)=35#-2=-fQ1)

Aufgabe 7.6

Vermutung: Da f eine Summe aus geraden Funktionen ist, ist f ist gerade. Also ist der
Graph Gy symmetrisch zur y-Achse.

Bewets: Fiir ein beliebiges x € Dy gilt:
f=2) = (=)' = 3(=a)? +5 = 2t = 32 + 5 = f(2)

Aufgabe 7.7

Vermutung: Da f eine Summe aus ungeraden Funktionen ist, ist f ungerade. Also ist der
Graph Gy symmetrisch zum Ursprung (0, 0).

Beweis: Fiir ein beliebiges € Dy gilt:
f(=2) = (=2)* = 6(=z) = —2® + 62 = —(a* — 62) = —f ()

Aufgabe 7.8

Vermutung: Da f eine Summe aus geraden und ungeraden Funktionen ist, ist f ist we-
der gerade noch ungerade. Also ist der Graph Gy weder symmetrisch zur y-Achse noch
symmetrisch zum Ursprung.

Beweis: Wahle z.B. x = 1. Dann gilt:
f-D) = (1242 (1)~ 1= 2
f(Hy=124+2-1-1=3
Also gilt fir z = 1:

o f(—1)=—-2%#3= f(1) und

o f(=1)=-2#-3=-/(1)

20



Aufgabe 7.9

Vermutung: Da f eine Produkt aus einer ungeraden und einer geraden Funktion ist, ist
f ungerade. Also ist der Graph G symmetrisch zum Ursprung (0, 0).

Beweis: Fiir ein beliebiges x € D gilt:
fl=w) = (=) el = —ze®® = —f(a)

Aufgabe 7.10

Vermutung: Da f ein Quotient aus ungeraden Funktionen ist, ist f gerade. Also ist der
Graph Gy symmetrisch zur y-Achse.

Bewers: Fiir ein beliebiges x € Dy gilt:

f(—x):(_x> t(-2) —2’—z —(a'+z) 2+u

sin(—x) —sinz —sinx sin

= [(z)

Aufgabe 7.11

Gy ist symmetrisch zur y-Achse. Daher gilt ebenfalls f(—4) = 3.

Aufgabe 7.12

Da Gy symmetrisch zum Ursprung ist, muss f(0) = —f(0) gelten. Der einzige Wert, der
dafiir in Frage kommt, ist f(0) = 0.

Aufgabe 7.13 (neu)

(a) f(z)=2%—4x
f(=z)=(—2)® —4(—2) = -2+ 4o = —(2® —4a) = —f(x) Vx € Dy

f ist ungerade also Gy symmetrisch zum Ursprung

(b) f(z) =e"
f(=z) =e #e" = f(z) und f(—z) =™ # —e" = —f(2)

f ist weder gerade noch ungerade; also keine uns bekannte Symmetrie

(c) flx) = Va2
f(—2) = 2P =Va® = f(x) Ve € D;

f ist gerade; also ist Gy symmetrisch zur y-Achse

(d) f(x)=sin(x) [Graph oder Taylorreihe kennen!]
f(—z) =sin(—x) = —sin(z) = —f(z) Vx € Dy

f ist ungerade; also ist Gy symmetrisch zum Ursprung

21



Y45
(0) fla) = —5——

Die Funktion im Zéhler ist gerade und die im Nenner ungerade.
= Quotient ungerade
f ist ungerade; also ist Gy symmetrisch zum Ursprung
> —3r  z(r—3)
f pumy pumy =
0) fo) ==t =Ty
(Der die Symmetrie storende Term (z — 3) ldsst sich kiirzen.)

f ist ungerade; also ist Gy symmetrisch zum Ursprung

Aufgabe 8.1
e lim f(z)= lim (—2*) =00
T—>—00 T—>—00
e lim f(z) = lim (—2*) = —o0
T—>00 Tr—00
Aufgabe 8.2
e lim f(z)= lim " =0
T—>—00 T—>—00

e lim f(z)= lim e” = o0
T—00 Tr—00

Aufgabe 8.3
9

.

BRI T

Exponentialfunktionen y = a® mit a > 1 wachsen asymptotisch schneller als Potenzfunk-
tionen y = 2.

Aufgabe 8.4

e limlnz =00
Tr—00

e lim lnz=—-
z—0*

Aufgabe 8.5

lim sin(x) ist nicht definiert
T—00

Aufgabe 8.6

lim v/x = oo
Tr—r00

22



Aufgabe 8.7

1. al g
xi}r&(m nz)=0

Die Potenzfunktion y = x strebt asymptotisch schneller gegen Null als y = Inz gegen
—00.

Aufgabe 8.8

1
lim cos — = cos(0) = 1
T—00 X

Aufgabe 8.9

2
rz—1

fry=
senkrechte Asymptote: x = 1 (Pol mit Vorzeichenwechsel)

Polynomdivsion
2
z—1

2r:(x—1)=2+

horizontale Asymptote: y = 2

Aufgabe 8.10

222-2 (z+1)(z-2)

fry=
x
senkrechte Asymptoten: x = —1 und = = 2

, Polynomdivsion*

X
. 2 _
l’(ZL’ —$—2)—0+m

horizontale Asymptote: y =0

Aufgabe 8.11

Fry= x> +4x+5
T T
senkrechte Asymptote: x = —1
Polynomdivsion
2
2442 +5): 1) = 3+ ——
(2 +4r +5): (z+1)=a+ + o

schiefe Asymptote: y =z + 3

23



Aufgabe 8.12 (neu)

(a) Bestimme das asymptotische Verhalten der Funktion f fiir + — oo und # — —oc.
o [(2)=a® -2
lim f(z) = lim (—2°) = —oc0
T—r00 T—r00

lim f(z)= lim (—2°) =00
Tr——00 T——00

. fla)=e
lim f(z) = lim e* = 400
T—00 T—00

lim f(z)= lim e =0
Tr—r—00 T——00

1
e f(x)=cos <5>
ILm f(z) = le cos (é) =cos(0) =1

lim f(z) = lim cos (1) — cos(0) = 1

T——00 T——00 €T

22 —4x+5

(b) Bestimme die Gleichung der Asymptote der Funktion f: y = 1
x —

8
r—1
[Losungsweg fiir die Polynomdivision: in der Theorie nachschauen]

Polynomdivision: (22> — 4z —5): (x —1) =2 — 3 —

2
Gleichung der Asymptote: g: y =z — 3 da | — 0 fur |z| — oo

l’_
Aufgabe 9.1
fiy=(x—4)2r 1)@ -5)
D=R

Ordinatenabschnitt: f(0) = (—4) - (—1) - (=5) = —20

Nullstellen: z; =4, 23 = 3, 23 = V5

8
I
|
B

Aufgabe 9.2
fiy= > +5c+6  (v+2)(x+3)
YT o3 T (@ +3)
D =R\ {-3}
. . 2-3
Ordinatenabschnitt: f(0) = 5 = 2

Nullstellen: z; = —2
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Aufgabe 9.3

fry=va =T

D=[7,00)={zeR: 7< 2 < o0}
Ordinatenabschnitt: f(0) = /=7 ist nicht definiert

Nullstelle: x =7

Aufgabe 9.4
fry=v25—a2=/(5—x)(5+x)
D=[-55={reR: —5<z<5}

Ordinatenabschnitt: f(0) =25 —-0=15

Nullstellen: 1 =5, 9 = =5

Aufgabe 9.5

fry= v’

D=R

Ordinatenabschnitt: f(0) =¢e" =1

Nullstellen: keine

Aufgabe 9.6

fry=(2®=Tx+12)e* = (z — 3)(z — 4)¢”

D=R

Ordinatenabschnitt: f(0) = (02— 7-0+12)e’ =12-1=12

Nullstellen: 1 = 3, 9 =4

Aufgabe 9.7

fry=In(2x — 1)

20-1>0 = z>1 = D=(300)
Ordinatenabschnitt: f(0) = In(—1) nicht definiert

Nullstellen: In(2z - 1) =0 = 2r—-1=1 = z=1
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Aufgabe 9.8
fry=In(2? — 6z +9) = In(z — 3)?
D =R\ {3}

Ordinatenabschnitt: f(0) = In(9)

Nullstellen: In (2* — 6z +9) =0
2’ —6r+9=1

2? — 6z +8=0
(x—2)(x—4)=0

T, =2

Ty — 4
Aufgabe 9.9

f:y=sin(2x + )

Y

A

[y

D=R
Ordinatenabschnitt: f(0) = sin(7) =0

Nullstellen: sin(2z +7) =0 =sin(k-7) ke Z

2e+nm=k-m
e=k-m—m
-1
r="E"D ey
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Aufgabe 9.10

f:y:cos(%x—w)
Y

A

D =R
Ordinatenabschnitt: f(0) = cos(—m) = cos(m) = —1
Nullstellen: cos (1z —7) =0=cos (3 +k-7) mitkeZ

st—m=24+k-7 || -2

r—21r =7+ 2kmw
Tp=3r+2kr mitkeZ

Aufgabe 9.11

fry=a*—42% + 222+ 42 — 3

-4 2 4 -3
3 |11|—-1 -1 1 0
110 =1 0
1 (1] 1 0
—1]1] 0
Nullstellen: z1 =3, 2o =23 =1, 24 = —1

Aufgabe 9.12
fry=2x*—212® + 722% — 912 + 30

—-21 72 =91 30

5/2|-11 17 -6 0
3120 -5 2 0
212 -1 0
s120 0

Nullstellen: 2y =5, 20 =3, 23 =2, 24 = 1
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Aufgabe 9.13

fry=a%—-522+5x+3

=z =3=2-51+5r+3=(xr—3)(z*> —2x — 1)
Losungen von 22 — 2z — 1 = 0:
D=V —4ac=4—-4-1-(-1)=38

—b++vD 2 2+ 2v/2
_ —b+VD _ V8 _242v2 o

2a 2 2

_—_b_\/E:...Zl_\/ﬁ

T3 =
2a

X2

Aufgabe 9.14 (neu)

Bestimme Ordinatenabschnitt und Nullstellen der Funktion f

(a) f(x)=azx+b (a,beR)
Ordinatenabschnitt: f(0) = b
Nullstelle(n): ax +b=0 = 2= —-b/a

(b) flz) =2® —x+2

Ordinatenabschnitt: f(0) = 2
Nullstelle(n): 0 =2? —x+2=(x+ 1)(x —2) = z;=-1,29=2

Ordindatenabschnitt f(0) = +/—9 nicht definiert
Nullstelle(n): 0 = V22 —9=/(z —3)(x +3) = x10==+3

(d) f(z) =In(7 — 3x)
Ordinatenabschnitt: f(0) = In(7)
Nullstelle(n): In(7 —3z) =0 = ™32 =0 = 7-32=1 = =2

2 =Tr+12  (z-3)(z—4)
B x—3 B (r—3
12

Ordinatenabschnitt: f(0) = 3= —4

(e) f(z)

(nur fiir  # 3 definiert)

Nullstelle(n): z = 4
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(f) f(z) =e"
Ordinatenabschnitt: f(0) = e =1

Nullstelle(n): keine [skizziere den Graph von y = €”|

(g) f(x) = sin(z)
Ordinatenabschnitt: f(0) = sin(0) =0
Nullstelle(n): {z + k-7 |k € Z}  [skizziere den Graphen von y = sin(z)]

(h) f(z) = 2% —52* + 7z — 3 (alle Nullstellen sind ganzzahlig)
Ordinatenabschnitt: f(0) = —3

Nullstellen (Horner-Schema): « | a3 | =5 7 —3
311 ]-2 1 0
171} -1 0
11 11]0

= .7}1:371'2:1'3:].

Aufgabe 10.1

f(x)=¢€" 2g=0

flx)=¢e" = [f(0)=1

fllx)=¢* = fl(0)=1

f”(ZL‘) — & = f//(o) —1

Ty(z) :é+%(x—0)+%(x_o)2:1+x+%x2

Aufgabe 10.2

f(x) =,z =1

flay=Va=a2 = fl)=17=1

flay=1z> = fa)y=1.13=1

flla)=—ta3 = fuy=-1.13=-1
) F) .

Tz(m):T-F T (x—1)+ o (z—1)

=1+3(z—-1)—ixz—-1)

=l+3r—3—-L1(a"-22+1)

— 1,1 _1,2 1, 1
=l+5e—5—gr7+ 370 —3

_ 1,233
= —32" + 1+ 3
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Aufgabe 10.3

Ty(z) = % + f’1(!1)(x - 1)+ f”z(ll)(x —-1)

=1—1(z—1)+1(z —1)°

=1—2+1+ (2> —22+1)
=2 -32+3
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Aufgabe 10.4
(@) = sin(z), 2o = 0
flz) =sin(x) = f(0) = sin(0) = 0
= f'(0) = cos(0) = 1
z) = —sin(z) = f'(0) = —sin(0) =0

Ty(z)=0+1-(z—0)+0-(x -0 =ux

Aufgabe 10.5

o 91
=0+1-(z—1) -1 (z—1)

TQ(J}) =

=r—1-1"-2z+1)

- 112 _1
=xr—1 ST+ x— 3

— 1.2 _ 3
=3 + 2z 5

Aufgabe 10.6

flx)=a® =222 +4x+ 1; 29 =1
flx)=2*-22"+42+1 = f(1)=4
fl(x) =32 —4a+4 = f(1)=3
ff(z)y=6x—4 = [f"(1)=2

Th(x) = % + f/l('l) fl;(!l) (z —1)?

=4+3-(z—1)+1-(x—1)?

(r—1)+

=443x—-3+2>—-2x+1
=2’ 4z +2
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Aufgabe 11.1

f(x) = 2® — 622
f'(z) = 3z* — 12z
f"(x) =6z — 12
() =6
Kandidaten: f(x)=0
32° — 12z =0
3x(zr—4)=0
z1 =0
To =4

Test: f"(0)=0-12=-12<0 = HoP(0,0)
ff4)=24-12=12>0 = TiP(4,-32)

Aufgabe 11.2

flo) = ta* — 32° + 227 + 6
f(x) =2 — 42* + 4x
f"(x) = 32* — 8z + 4
Kandidaten: f'(x)=0
2 —4x® + 42 =0
z(z® —4dx+4) =0
z(z—2)2=0
z1=0
Ty = T3 =2

Test: f"(0)=0-0+4>0 = TiP(0,6)

f(2)=12-16+4=0 = TeP(2,—4)

Aufgabe 11.3

f(x) =2° + ar® + Tr — 3
f'(z) = 32° + 2ax + 7

f"(x) = 6x + 2a
fi(1)y=0
3-1°4+2a-1+7=0
10+2a=0
a=—>

f"(x) =6x+2-(—=5) =62 —30
/1) =6-1-30=-24<0 = HoP(1,0)
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Aufgabe 11.4

Eine Polynomfunktion vom Grad 8 hat nach dem Ableiten noch den Grad 7. Eine Po-
lynomgleichung vom Grad 7 hat gemiss dem Fundamentalsatz der Algebra maximal 7
reelle Losungen. Also kann die Funktion maximal 7 Extrempunkte haben.

Aufgabe 12.1

f(x) =2 -4z +3
fl(x) =22
fix) =2
F(@) =0
Kandidaten: f"(z) =
2=0

Die Funktion hat keine Wendepunkte, was auch nicht verwunderlich ist, da ihr Graph
eine Parabel ist.

Aufgabe 12.2

f(z) = 2* — 62° + 122% — 142 + 3
(z) = 42® — 1827 + 242 — 14

f"(x) = 122% — 362 + 24
()

Kandidaten: f(x)=0
122% — 362 4+ 24 = 0

122 =32 +2)=0

12(x —1)(x—2)=0

1 =1

33'2:2

Test: f/(1)=24-1-36=—12#0 = WePy(1,—4)
F'2)=24-2-36=1240 = WePy(2,—9)
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Aufgabe 12.3

flz)=2"-32° 4+ ax® + Tz + 1
f'(z) = 42 — 92° 4+ 2ax + 7
f"(z) = 122% — 18z + 2a

f"(x) = 24z — 18

(1) =0
12-12-18-14+2a=0
—6+2a=0

a=3

f7(3)=24-3—18 =54 #0

Fiir a = 3 erhalten wir einen Wendepunkt an der Stelle xy = 1.

Aufgabe 12.4

f(z) =2* —62° +122% — 8z + 1
f'(z) = 42 — 1822 + 242 — 8
f"(z) = 122% — 367 + 24
Kandidaten: f"(x)=0

122 =32 +2)=0
12(x —1)(x—2)=0
1 =1
Ty = 2

Ein Terrassenpunkt ist eine Wendepunkt mit horizontaler Tangente. Priife, ob die Steigung
an den Wendestellen den Wert 0 hat:

F(1)=4-1-18-1424-1-8=4—184+24—8=2
F(2)=4-8—18-4424.-2—-8=32—-T724+48—-8=10

Der Graph von f hat an der Stelle = 2 einen Terrassenpunkt.

Aufgabe 12.5

Eine Polynomfunktion vom Grad 7 hat nach zweimaligem Ableiten noch den Grad 5. Eine
Polynomgleichung vom Grad 5 hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra maximal 5
reelle Losungen. Also kann die Funktion maximal 5 Wendepunkte haben
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Aufgabe 13.1

In einer orthonormierten Basis stehen alle Basisvektoren paarweise senkrecht aufeinander
und haben die Lange 1.

Aus der Definition @ - ¢ = |u] - |9] - cos <(u, ¥) folgt dann:

¢r-e1=1-1-cos0°=1
€1-€=1-1-c0890° =0
€y-€1=1-1-c0s90° =0
€y-€y=1-1-cos0°=1

und so:

a- g: (a1€1 + aggg) . (blgl + bggg)
=aib (51 . 51) +aiby (51 : 52) +agby (52 . 51) +asbs (52 . 52)
Y — — Y
= a1by + agby

Aufgabe 13.2

—6+ 10+ 15
VA+254+9-/9+4+25
19 1
= arccos — = arccos — = 60°

19
V38 - /38 38 2

@ = arccos

— arccos

Aufgabe 13.3

9 8 1
BA=iy—is= (4] =[2] =12
6 5 1
12 8 4
BC=ip—ig=|5]-[2]=3
10 5) 5
BA. BC
QOZEH’CCOS
BA|-|BC|
= arccos 4+6+5 = arccosl— = 30°
VI+4+1-v/16+9+25 V6 - /50
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Aufgabe 13.4

alb & a-b=0

a-b=0
34+t +4t=0
2+ 4t+3=0
(t+1)(t+3)=0
t=—1
ty = —3

Aufgabe 13.5

dy = "to be or not to be"
dy = "to be is to do"

Wort | dy | d
to
be
or
not
is

do

[y
[\

_ O O = N

OO = NN

442
+ = arccos i = 44.18°

V10 - V7 V70

<(dy, dy) = arccos

Aufgabe 13.6

dy = "so was ist das da"
dy = "das ist so nicht"
d3 = "da ist was nicht so"
Wort | dy | dy | d 3
sl B R <(dy,dy) = arccos = arccos 0.67
SO 11171 V5 -4
was 101 4
ist 11171 <(dy, d3) = arccos = arccos 0.8
das 11110 V5 -5
da 1101 3
nicht | 0 1111 <(dg, ds) = arccos N arccos 0.67

Da die Cosinusfunktion im Intervall [0, 90°] monoton fillt, ist der Winkel umso kleiner, je
grosser das Argument von arccos ist.

Somit haben die Dokumente d; und ds die kleinste Dokumentdistanz.
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Aufgabe 13.7

1\ /2 5
a=|1],b=[4]undc= |1
2 3 0
5 60
(a) (@-0)-¢=(@2+4+6)-[1] =12
0 0
) 1 14
(b)y @-(b-&)=|1]-(10+4+0)= |14
2 28

Aufgabe 14.1

(a) € steht senkrecht auf @ und b

(b) Die Lénge von ¢ entspricht der Flichenmasszahl des von @ und b aufgespannten
Parallelogramms.

(c) Die Vektoren d, b und @ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem: d.h. dreht

man den Vektor @ auf kiirzestem Wege in die Richtung von Vektor l;, so zeigt der
Vektor ¢ in die Richtung einer Rechtsschraube.

Aufgabe 14.2

1 . 2
a=|1|undb= |4
2 3
1 2 1-3—2-4 -5
(a) axb=|1|x|4]|=(22-1-3|=]1
2 3 1-4—-1-2 2
. 5
(b) bxa=—(axb)=[-1
-2
Aufgabe 14.3
. 3 5 12 -8 4
n=axb=[4|x[4]=|10-9 | =11
2 3 12 —20 —8

F =]ii] =164+ 1+ 64 = /81 = 9FE (FE: Flacheneinheiten)
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Aufgabe 14.4

Vorsicht: Die Ortsvektoren zu den Ecken entsprechen nicht den Kantenvektoren. Diese
miissen zuerst durch Differenzenbildung bestimmt werden, wobei es fiir die Berechnung
des Fliacheninhalts keine Rolle spielt, von welcher Ecke man ausgeht.

8 1 7
AB =7y o= |12] - 4] =8
11 2 9
4 1 3
AC =ic—ia= 8] - [4] =4
5) 2 3
—12
i=ABxAC=| 6
4
—6
F=imlZia = 3 ||=v36+9+4=v19=7
2

* da alle Komponenten gerade sind, ist es sinnvoller, den Normalenvektor vor der Langenberechnung zu

halbieren, da die Komponenten auf diese Weise kleiner und damit die Lange leichter zu berechnen ist.

Aufgabe 14.5

(a) a- (l; X €) ist definiert und ergibt eine Zahl
(b) (a- 5) X € ist nicht definiert, da der erste Faktor eine Zahl ist.

(c) (ax 5) x (¢x cf) ist definiert und ergibt einen Vektor

Aufgabe 15.1

Werte der Strichprobe: 1 =5, 20 =2, 23 =3, x4 =3, x5 =T7:
Ordnungsstatistik: 2, 3, 3, 5, 7

empirischer Mittelwert: T = 4

empirische Varianz: s = 4; empirische Standardabweichung: s = 2
Minimum: Ty, = 2

1. Quartil: ¢; = 2.5

Median: T = ¢, = 3

3. Quartil: g3 =6

Maximum: Zpax = 7

Interquartilabstand: IQR = 3.5

Spannweite: R =5

Modus: 3
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Aufgabe 15.2

Ordnungsstatistik: 1, 1, 3, 5, 6, 8 (Stichprobe)

empirischer Mittelwert: T = 4

empirische Varianz: s> = 8; empirische Standardabweichung: s = v/8
Tmin=1,q =1, =4, g3 =06, Tpax = 8

R = Tmax = Tmin = 7

IQR=g—q1 =5

Modus = 1

Aufgabe 15.3

Das arithmetische Mittel wird stark durch Werte beeinflusst, die sehr viel grésser oder
kleiner sind als das arithmetische Mittel der tibrigen Werte (Ausreisser).

Der Median ist hingegen robust gegeniiber Ausreissern.

Beispiel: x1 =1, 19 =2, x3 =3, x4 =4, x5 = 90

L+243+4490 _ 100 _

8
I

5 © 50
Z = 3 [mittlerer Wert in der Ordnungsstatistik]

Aufgabe 15.4

-2
c .y
2
-2
€2 _ 49
2
61:6
02:—2
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Aufgabe 15.5
Zur Erinnerung:
e nominalskalierte Merkmalswerten konnen in Bezug auf Gleichheit oder Ungleichheit
verglichen werden. Beispiele: Geschlecht, Konfession, ...

e ordinalskalierte Merkmalswerte konnen in Bezug auf ihre Grosse verglichen werden.

Beispiele: Zufriedenheit, Schulnoten, ...

e intervallskalierte Merkmalswerte konnen in Bezug auf ihre Unterschide verglichen
werden.

Beispiele: Temperatur in Grad Celsius, Uhrzeiten, ...

e verhdltnisskalierte Merkmalswerte kénnen in Bezug auf ihr Verhéltnis verglichen
werden.

Beispiele: Einkommen, Alter, ...
Damit folgt:

(a) Fiir die Berechnung des arithmetischen Mittels bendtigt man mindestens intervalls-
kalierte Merkmalswerte.

(b) Fiir die Berechnung des Modus gentigen mindestens nominalskalierte Merkmalswer-
te.

(c) Fiir die Berechnung des Medians benotigt man mindestens ordinalskalierte Merm-
kalswerte.

Aufgabe 16.1

1. Prioritdat | 2. Prioritdt | 3. Prioritét

Alex Betsy A Cora
Ben Betsy Ann Cora
Carl Betsy Ann Cora

1. Prioritdat | 2. Prioritdt | 3. Prioritét
Ann Carl Ben Alex
Betsy | Carl Ben Alex
Cora Ben Carl Alex

Queue: Adex Ben Garl Alex Ben Aex

PR 4 BeRY
Bt/ /By

Carl + Betsy

AXEH 7 A

Ben + Ann
Alex + Cora
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Aufgabe 16.2

1. Prioritdat | 2. Prioritdt | 3. Prioritét

Ann Carl Benr Alex
Betsy | Garl Ben Alex
Cora Ben Carl Adex

1. Prioritat | 2. Prioritdt | 3. Prioritét

Alex Betsy Ann Cora
Ben Betsy Ann Cora
Carl Betsy Ann Cora

Queue: Ann Betsy Cora Ann Cora
KO A ALY

Betsy + Carl

L0/ Bt
Ann + Ben

Cora + Alex

Aufgabe 16.3

Eine Zuordnung, die jeder Person des einen Geschlechts umkehrbar eindeutig eine Person
des anderen Geschlechts zuordnet. Dies ldsst sich mittels eines sogenannten Graphen
darstellen:

Aufgabe 16.4

Wenn es eine Frau f gibt, die ihren derzeitigen Partner m fiir einen anderen Mann m/’
verlassen wiirde, der wiederum bereit ist, seine derzeitige Partnerin f” fiir f zu verlassen.

Aufgabe 16.5

Ja, es lasst sich immer ein stabiles Matching finden.

Aufgabe 16.6

Das stabile Matching ist optimal aus der Sicht der Antragssteller.
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Aufgabe 16.7

e National Resident Matching Program: Zuordung von Medizinstudenten auf Prakti-
kumsplatze an amerikanischen Universitétskliniken.

e New York City’s High School Application Process: Matching zwischen Schulen und
Schiilern mit jeweiligen Prioritdten (Ortsnihe, Geschwister, Facherprofil, ... ).

e (Content delivery Networks: Matching zwischen Webclients und Webservern, wobei
das Prioritatskriterium aus kurzen Antwortzeiten besteht.
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