Analysis Losungen—+ Kapitel 3

Aufgabe 3.1

(a) f(z)=42*—Tr+3
fl(x) =8z —7

(b) f(z) =132* 4923 — 15
f'(x) = 522 + 2722

(c) f(z) =4.52% + 162° — 23
f'(z) = 3627 + 80x*

(d) f(z) =22z — 3)* = 2*(42? — 122 + 9) = 42° — 122° + 9!
f'(z) = 242° — 602t + 3623

(e) flx)=a2*(x —1)3=--- =2° — 32" + 323 — 22
f'(z) = bat — 122% + 92% — 2x

(f) flx)=(z+3)3z —2)* =+ = 923 + 152% — 32z + 12
f'(x) = 272 + 30z — 32

Aufgabe 3.2

(a) f(z)=32®— 8z + 10; P(1,yp)
yp=f(1)=3-8+10=5
f'(x) =92 -8
m=f(1)=9-8=1

Yyp=m-xp+q
5=1-14¢
q=4

Tangentengleichung t: y =z 4 4

(b) f(z)=3z" —8z® + 14z — 7; P(1,yp)
yp=f(1)=3—-8+14—-7=2
f'(x) = 152" — 2422 + 14

m=f(1)=15—-24+14=5



Yyp=m-xp+q
2=5-1+¢q
q==3

Tangentengleichung ¢: y = bx — 3
(¢) f(z) =427 — 162" + Tx; P(1,yp)
yp=f(1)=4—-16+7= -5
f'(x) = 282° — 6423 + 7
m=f'(1)=28—-64+7=-29

yp=m-Tp+q
—-5=-29-1+4¢
q=24

Tangentengleichung ¢: y = —29z + 24

Aufgabe 3.3

(a) f(z)=2%—32® =92+ 7
f(x) =32% — 62— 9
f'(x) =0
322 =62 —9=0
3(2x* =22 —3) =0
3(z+1)(z—3)=0
r=—1 = Pl(—]., ]_2)
To =3 = DP(3,20)

(b) f(z)=a*+42%+10
f'(x) = 423 + 1222

f(z) =0
423 + 1222 =0
4a*(z+3) =0

z1=0 = P1<O, 10)
Ta=—3 = Py(—3,—17)

(c) fz) =21a® —a® — 4z + 2
fl(x)=a*— 322 -4
fl(x)=0
=322 —4=0

=2 = Py(2,92)



Aufgabe 3.4

(a) f(z) =23 — 622+ 21+ 8

f(x) =32% — 122 + 2

f(x) =2
322 — 120 +2=2
3r(x —4) =0

r1=0 = P1(0,8)
ro=4 = P2(4,—16)

(b) flz)=ta* =223 —2? —z +3

fl(x)=a%—22% -2z -1

[(2) =2
=22 -2 —1=2
=222 -2 —-3=0

(TR) ;=0 = P(3,—6.75)

Aufgabe 3.5

f(x) =2 —72° + ax

f'(z) =42® — 14z + a

f(2)=3

4-8—14-24+a=3

44+a=3

a=—1
Aufgabe 3.6

f(x) =az®+ bz

f'(z) =3az* +b

ff2)=3 = 12a+b=3 (1)

P(2,-10) liegt auf dem Graphen von f: x =2, y = —10
8a+2b=-10 (2)

Losung von (1) und (2): (a =1, b= —9)



Aufgabe 3.7

Beriihrt die Kurve p die x-Achse an der Stelle u, so sind zwei Bedingungen erfiillt:

o u ist eine Nullstelle; d. h. f(u) £ 0.

e Fiir die Tangente im Berithrpunkt gilt f’(u) @ 0.

Uu u u

schneiden beriithren schneiden

Vorsicht: eine horizontale Tangente bei einer Nullstelle bedeutet noch nicht, dass der Graph die xz-Achse
beriihrt. Es kénnte sich auch um einen ,schleifenden* Schnitt handeln (Bild rechts). Um diese Situation
zu erkennen, miisste iiberpriift werden, of fiir eine kleine Zahl £ > 0 die Funktionswerte an den Stellen
u — € und u + € unterschiedliche Vorzeichen haben.

(a) p(z) =2 — 2az — Ta
P(x) =2z —2a
22 —2ax —Ta =0 (1)
20 — 2a =0 (2)
(2) nach z auflosen: x = a (*)
x =ain (1) einsetzen:

a* —2a* —Ta=0
a>+Ta=ala+7)=0
ap = 0
a9 — -7
(*) Wir hétten (2) auch nach a auflosen und das Ergebnis in (1) einsetzen kénnen. Dies héitte zu

den Losungen x7; = 0 und o = —7 gefithrt. Diese Losungen miissten wir dann in die Gleichung

a = z einsetzen, die Resultate (fiir a) zu bekommen.

(b) p(x) = az® +azx — 3
P(x) =2azx+a

ar’ +ar—3=0 (1)
2ar +a=0 (2)
(2) nach z auflosen: z = —

1
2

z =3 in (1) einsetzen:



ja—1a—-3=0
a—2a—12=0
—a—12=0

a=—12

(c) p(z) = 22% — ax + 2a + 10

p(x) =22 —ax+2a+10 (1)

P(a) =4z —a (2)
p(z)=0
dr —a=0
x=1iq

1
Losung in p(z) = 0 einsetzen:
p(z) =0
—2a®+2a+10=0 || -(-8)
a’® —16a — 80 = 0
(a—20)(a+4) =0
a; = 20

a2:—4

Aufgabe 3.8

f(z) =2° — 3% + 522 + 2

yo=f(1)=5

f'(z) = bat — 1223 + 10z
m=f'(1)=3

Yo =m-To+(q
b=3-14¢

q=2

t:y=3x+2
Aufgabe 3.9

(a) f(z)=22%-5



3:—%-2+q
q=7
n y:—éx—i-lél—?’

ro=1 = y=f(l)=2
fl(x) =32 -6z
my = f(1) = —3

Yo = My - To + Gt
2=-3-14+q
¢G=5 = t:y=-3x+5H

my = —1/my = 3

Yo = My - To + Gt
2=3-1+¢q
q= = n:yz%x%—%

WUt W

Aufgabe 3.10
fa)=1* = fla) = a2
g:6r+y=0 <& g:y=>6x

da die Gerade g: y = —6x die Steigung m, = —6 hat, muss die senkrecht zu g stehenden
Tangente die Steigung m = é haben.

f@) =3
=1
=}
T1p = +3
h@) = 1)+ IO = E e =t %



Aufgabe 3.11

Die gesuchte Gerade h steht senkrecht zur Geraden g: y = —%x + 1 und hat somit die
Steigung my, =5. (¢ L h & my-my = —1)

h(z) =5z +q

An welcher Stelle hat p dieselbe Steigung wie h?
pr)=4r—-3=5 = x=2
y=p(2)=8-6=2

P(2,2) liegt auf der Parabel und der Geraden h:
2=5-24+q = q=-8

h:y=5xr—28

Aufgabe 3.12
Gegeben: p;: y =2? +ar und po: y = 2% +a

z-Koordinate des Schnittpunkts: 2? + az = 2> + a
ar = a

r=1
Tangentensteigungen:
o pi(z)=2x+a = m=pi(l)=2+a

o ph(x) =2 = mo=ph(l)=2

my-me = —1
(2+a)-2=-1
2a = =5
a=—25

Aufgabe 3.13

Losungsidee:
Y
fw) / . o
Bedingung fiir die Tangente(n):
f(u) / _ % _ f(u)
- T
u U




(a) flz)=a®+4; f'(z) =22

2
4
2u:u +
U
2’ =u? +4
ut =4

U =2 = P1(2, 8)
Uy = —2 = PQ(—2,8)

(b) f(x)=(x—-3)*=2>—62+9; f'(x)=22—6

2 _
2u—6:u 6u—+9
U
2% — 6u=u?>—6u-+9
u? —9 =0

U = -3 = Pl(—3, 36)
ups =3 = P»(3,0)

(c) flz) =2°+2; f'(x) = 3a”

3u2:u3+2
U
3ud = u® + 2
2u® =2
w=1

u=1 = P(1,3)
(d) f(z)=32°—32? — 4; f'(z) = 32 — 6z
sud —3u® —4
u
3u? — :%u3—3u2—4
w=-1 = P(-1,-7.5)
u =2 = P(2,-12)

Aufgabe 3.14

(a) fi(x) =2z + 3; Nullstellen: z = —1.5
f2(x) = x?; Nullstellen: z = 0
Schnittpunkte: 2z + 3 = 22
0=2a"—2z—3
0=(x+1)(x—3)
z=—-1 = S(-1,1)
©=3 = Sy3,9)
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Ableitungen: fi(z) = 2; fi(x) =2z
Tangengensteigungen bei Si: my = f{(—1) = 2, my = fj(—1) = =2

my —m
Schnittwinkel bei S;: ¢ = arctan ! 2

1+ miy - My
2— (-2 4

= arctan TE—ZL;‘ = arctan (§> = 53.13°
Tangentensteigungen bei Sy: my = f1(3) =2, ma = f3(3) =6

my — Mgy

Schnittwinkel bei Ss: ¢ = arctan | ———
]_ —|— my - Mo

2—6 4
= arctan 2. 6‘ = arctan <E) =17.10°
(b) fi(x) =2* —4x +3 = (x — 1)(z — 3); Nullstellen: z; =1, z, = 3
fa(x) = 2* — 22 — 3 = (x + 1)(z — 3); Nullstellen: z; = —1, 25 = 3
Schnittpunkte: 2* — 4z +3 =2? — 22— 3
0=2x—6
r=3 = S(30)
Ableitungen: fi(z) = 2x —4; fi(x) =22 — 2
Tangentensteigungen bei S: my = f](3) = 2, my = f4(3) =4,

Schnittwinkel bei S: ¢; = arctan

= arctan

(c) fehlt

(d) fehlt

Aufgabe 3.15

(a) p(z) =2* =7 = pi(z)=42®
p(r)=22+5 = phr)=22
Schnittstellen: pi(x) = pa(x)

et —7=2+5
=22 —-12=0
(22 —4)(2*+3) =0
T12 = +2

S1=1(2,9), S =(—2,9) (nur S liegt im 1. Quadranten)



Steigungen bei x1 = 2: my = p(2) = 32
my = ph(2) =4

28
= arct — | =12.25°
arctan <12 )

my — Me
Ay = arctan

1—|—m1~m2

(b) fehlt

Aufgabe 3.16

(a) fehlt
(b) fehlt

Aufgabe 3.17

(a) fehlt
(b) fehlt

Aufgabe 3.18

(a) f(z)=4a*> -8z +1
Flz) = 82 — 8
['(x) =38
(b) f(z) =2 —323+7
f'(z) = ba* — 922
f"(x) = 202 — 18z
) f@)=(x—1)(2a*+3) =2 —2>+32 -3

f(z) =42® — 322 +3
J"(x) =122 — 6z

Aufgabe 3.19

(a) f(z) = %x?’ — 222 4 %
fl(z) =2%—4x
f'(z)=2x—4
F(x) =2
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notwendige Bedingung: f"(z) =0
20 —4 =0
T =2

Losung testen: f”(2) =2 # 0 (ok)

WeP(2, —5)

(b) f(z) = 2" — 223 — 362% + 200
f(z) = 42® — 62% — 72
f(x) =122% — 120 — 72 = 12(2® — x — 6)
F(z) = 240 — 12
notwendige Bedingung: f"(x)=0
12(2> =2 —6) =0
(x=3)(x+2)=0
T =3

ZL’Q:—Q

Losungen testen: f"(3) =60#0 (ok)
£(=2) = =60 £ 0
F(3)=-97 = WeP,(3,-97)
F(=2) = -88 = WePy(—2,88)

Aufgabe 3.20

notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle z,,: f”(z,) =0

f'(@) =0
4x +2k =0 (z = 3 einsetzen)
1242k =0
k= —6

Test: f”(—6) = 4 # 0 (hinreichende Bedingung ist erfiillt)

Aufgabe 3.21

Zuerst werden die Wendestellen bestimmt und anschliessend die Wendetangente(n) mit
Hilfe der zugehorigen Taylorreihe.

11



()

P () = 32% +2
p'(z) = 6z
p///<x> — 6
p//(x) —

6x =0

=0 Test: f"(0) =6 +#0 (ok)

t(x) =p(0)+p'(0)-(z—-0)=0+4+2-2 =2z

=23 — 32 +4x 42
2 — 6x + 4

=1 Test: f"(1) =6 #0 (ok)

tx)=p(1)+p' (1) - (x—=1)=4+1-(z—1)=2z+3

(¢) px)=a"—42° +3x+1

()

p(z) =42° — 122 + 3
p(z) = 122° — 24x
p"(z) = 24w — 24

p//(‘r> —

1227 — 242 = 0
122(x —2) =0

1 =0 Test: f"(0) = —24 # 0 (ok)
xg =2 Test: f"(2) =24 # 0 (ok)

t1(z) =p(0)+p'(0) - (x—0)=14+3-2=3x+1

to(x) =p(2) +p'(2) - (r—2)=-9—-13- (x —2) = =13z + 17

12



Aufgabe 3.22

flz) =1(42% — 2*) = La3(4 — 2)

3
fl(x) = 3 (1222 — 42%) = 322(3 — 2)
f'(x) = 3(24x — 1222) = 42(2 — 2)
f(x) = 3(24 — 242) = 8(1 — x)
Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (—iz') = —o0
T——00 T——00
. IERT _1.4y _
Am S =t (m5ef) = —oc
Nullstellen: $z*(4 —z) =0
T = 0
To — 4

Ordinatenabschnitt: f(0) =0

Extrempunkte: f(x)=0
32°(3—x)=0
=0 = f'(0)=0 = TeP(?)
Ta=3 = f'(3)=—-12 = HoP(3,9)
Wendepunkte: f(x) =0
4r(2—2)=0
=0 = f"(0)=8 = TeP(0,0)
=2 = f"(2)=-8 = WeP(2,%)
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Aufgabe 3.23

f(z) = L(2® — 272) = Sz (a? — 27)

fl(@) = 3322 —27) = (2 = 9) = 3(z — 3)(z + 3)
f'(x) = 3e

") =3

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: nur Monome mit ungeraden Exponenten

= Graph symmetrisch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (32”) = —oc0
T—r—00 T—r—00
lim f(z)= lim (§2°) = +o0

T——+00 r——+00

Nullstellen: f(x) =0
0= sz(z” —27)

1 =0

Ty = 3v/3 ~ 5.20

r3 = —3V3 ~ —5.20

Ordinatenabschnitt: f(0) =0

Eztrempunkte: f'(x) =0

0=3i(z—3)(z+3)
r1=-3 = f"(-3)=-2<0 = HoP(-3,6)
=3 = f"(3)=2>0 = TiP(3,-6)

Wendepunkt: f"(z) =0

0= %x
=0 = f"(0)=2#0 = WeP(0,0)
Graph:

14
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Aufgabe 3.24

(152% — 2°) = La°(15 — 2?)
) (452 — ba*) = 24%(9 — 2?)
) = 5-(90z — 202%) = Lx(9 — 227)
f" (%) = (90 — 602%) = 33(3 — 22)

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: nur Monome mit ungeraden Exponenten

= Graph symmetrisch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (—512°) = 400

r——00 T——00
. o . 1.5 _

Nullstellen: f(x) =0

0 =2%(15 — 2?)
1= —V15~ —3.87
zs = V15 ~ 3.87
z3 =0

Ordinatenabschnitt: f(0) =0

Eztrempunkte: f'(x) =0

0=2%9 — %)
r1=-3 = f(=3)=10>0 = TiP(—3, —6)
2s=3 = f"(3)=—10 = HoP(3,6)
z3=0 = f"(0)=0 = TeP(?)

Wendepunkte: f"(x) =0

0= (9 — 227)
g1 =212 = f"(11) = —66+£0 = WeP,(—2.12, —3.71)
2y =212 = ["(13) =68 40 = WePy(2.12,3.71)
23=0 = f"(0)=33%40 = TeP(0,0)

Graph:
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Aufgabe 3.25

f(z) =32* — a*
f'(z) = 62 — 22°
f"(z) =6 — 62°
f"(x) = —12z

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: nur Monome mit geraden Exponenten

= Graph symmetrisch zur y-Achse

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (—iz") = —oc0
T——00 T——00
lim f(z) = lim (—iz') = -0

T—r+00 T—r+00

Nullstellen: f(x) =0
0= 3z% — %SLA = %:1:2(6 — :c2)
r, = V6~ —2.45
Ty = V6 ~~ 2.45
Tr3 = 0
Ordinatenabschnitt: f(0) =0

Eztrempunkte: f'(x) =0

0 = 6z — 22°
z1=—V3 = f'(—V/3)=-12<0 = HoP(—1.73,4.5)
2o =V3 = f'(V3)=—-12<0 = HoP(1.73,4.5)
z3=0 = f"(0)=6>0 = TiP(0,0)

Wendepunkte: f"(z) =0

0=6—62°
z=—1 = f"(-1)=12#0; = WeP,(~1,2.5)
zo=1 = f"(1)=—12#0 = WePy(1,2.5)

Graph:
R

~
=]
Tt D ———
4

l
\\ /1\

wf |
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Aufgabe 3.26

f(z) = 1(z* — 82® + 182%) = 2?(2” — 8z + 18)
'
F

(
T (42° — 242° 4 367) = 2x(z? — 62 +9)
(
(

3
1227 — 487 + 36) = 4(2” — 42 + 3)

20 —4) =8(zx —2)

> Wl wl— wl

)=
r) =
///<I>

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (iz') = +o0

T—r—00 r——00
Anf@ = lim (o) = ee

Nullstellen: f(x) =0

0 = 2%(2* — 8z + 18)

=0

Ordinatenabschnitt: f(0) =

Eztrempunkte: f'(x) =0
0 =4x(2® — 62 +9) = 4z(z — 3)?

=0 = f"(0)=12>0 = T(0,0)
Ta3=3 = f'(3)=0 = S7
Wendepunkte: f"(x) =0
0O=a2"—4d2+3=(z—1)(z—3)
m=1 = f"(1)=8#0 = Wi(l,3.5)
=3 = [f"(3)=-8#£0 = W5(3,9)
Graph:
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Aufgabe 3.27

flz) =2 -3z -2

fl(r) =32* -3 =3(2*-1)
f(x) = 6x
f"(x) =

Definitionsbereich: D = R
Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (2°) = —o0
T——00 T——00

lim f(z)= lim (2%)=+o0

z—3+o0 z—+o0
Nullstellen:
0=2’-3z—-2 =0
T =2
Ty = —1

Ordinatenabschnitt: f(0) = —2

Extrempunkte: f'(x) =0

0=3(z*-1)
21 =-1 = f'(-1)=—6 = HoP(—1,0)
=1 = f"(1)=6 = TiP(1,—-4)

Wendepunkte: f"(z) =0

0 =6z
r=0 = f"(0)=6#0 = WeP(0,—-2)
Graph:

20



Aufgabe 3.28

f(z) = 1(2® — 120 — 11)
fl(x)=1(32" —12) = 2% — 4
f'(x) =22
F(w) =2

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten
= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (32°) = —o0
T—r—00 T—r—00

. o . 1..3) _
Am S = lim (o) = ee

Nullstellen: f(x) =0
0=1(z* — 122 - 12)

Ty = —1.12
T3 = 3.88

Ordinatenabschnitt: f(0) = —4

Eztrempunkte: f'(x) =0

0=2a"—4
r1=-2 = f'(-2)=-4<0 = HoP(-2,1.3)
=2 = f'(2)=4>0 = TiP(2,9.3)

Wendepunkte: f"(x) =0

0=2z
=0 = f"(0)=2#0 = WeP(0,—4)
Graph:
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Aufgabe 3.29

f(z) = % (2" — 322° + 31)
f(z) = 5= (42® — 64z) = %x(x — 16)
l/(

)=
f(z) = (12:52 —64) = 5 (32° — 16)
)=

///(x
Definitionsbereich: D =R

Symmetrie: nur Monome mit geraden Exponenten

= Graph symmetrisch zur y-Achse

asymptotisches Verhalten: lim f(x) = lim (21—5:1:4) = 400

300 300
Jim 7= tin (') = e
Nullstellen: f(x) =
0=a*—322" +31 = (2 — 31)(2* - 1)
T19 = +V31 ~ £5.57
T34 = £1

Ordinatenabschnitt: f(0) = 3 =1.24

Extrempunkte: f'(x) =0
0= x(:c2 — 16)
21=0 = f'(0)=—2.56 <0 = HoP(0,1.24)
xg=—-4 = f"(—4)=5.12>0 = TiP(—4,-9)
r3=4 = f"(4)=5.12>0 = TiP(4,-9)
Wendepunkte: f"(x) =0
0 =322 — 16
21 =—231 = ["(=2.31)=—222£0 = WeP(—2.31, —4.49)
2y =231 = f7(2.31) =2.22 40 = WeP(2.31, —4.49)
Graph:
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Aufgabe 3.30

f(x)=2" 32> +4

(
f'(r) = 32 — 62 = 3w(z — 2)
f(z) =6x—6=06(x—1)
f"(z) =6

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (2°) = —o0
T——00 T——00

(o) = tin () =+
Nullstellen: f(x) =0

0=2"—32"+14
T, = —1

To = 2

Ordinatenabschnitt: f(0) = 4

Extrempunkte: f'(x) =0
0=3z(zx—2)

r1=0 = f"(0)=-6<0 = HoP(0,4)
=2 = f"(2)=6>0 = TiP(2,0)

Wendepunkte: f"(x) =0

0=6(z—1)
z=1= f"(1)=6#0 = WeP(1,2)
Graph:
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Aufgabe 3.31

flx)=a2*—52°+7xr -3
fl(x) =32 — 100 + 7
f”(:p) 6z — 10

/(@) =

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (2°) = —o0

T—r—00 T—r—00

lim f(z)= lim (2%)=+o0

T——+00 Tr—+00

Nullstellen: f(x) =
0=2a"—52"+Tx—3
=3

To =1

Ordinatenabschnitt: f(0) = —3

Extrempunkte: f'(x) =0

0=3z"—10z +7
r1=1= f"(1)=—-4<0 = HoP(1,0)
=23 = f"(23)=4>0 = TiP(2.3,-1.19)
Wendepunkte: f"(x) =0

0= 6x — 10
r=32 = f"(3)=6+#0 = WeP(1.6,-0.592)

Graph:
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Aufgabe 3.32

f(z) = 1(z* - 32® — 9z + 2)

f(x) = £(32® — 62 — 9) = 2(2® — 22 — 3)
f'(@) = 5(6x —6) = £(z — 1)
P =

Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten
= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (32”) = —o0
T—r—00 T—r—00

lim f(z)= lim ({z%) =+

T——+00 Tr—+00 5

Nullstellen: f(x) =0

0=2a®—32" 9242
v~ 021
Ty~ 4.79
T3 = —2

Ordinatenabschnitt: f(0) = 2
Eztrempunkte: f'(x) =0
3

0=2("-22-3)= g(x+1)(:v—3)
r1=3 = f"(3)=24>0 = TiP(3,-5)
zo=-1 = f’(-1)=-24<0 = HoP(-1,1.4)

Wendepunkte: f"(z) =0

O=z—-1
r=1= f"(1)=2#0 = WeP(1,-1.8)
Graph:

25



Aufgabe 3.33

f(r)=2* —4a* + 40 — 1
f'(r) = 42° — 8x + 4
f"(z) =122% -8
" (z) = 24x
Definitionsbereich: D = R

Symmetrie: Monome mit geraden und ungeraden Exponenten

= Graph weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung

asymptotisches Verhalten: lim f(z) = lim (2%) =400

T—r—00 T—r—00

lim f(z)= lim (2')=+o0

T——+00 Tr—+00

Nullstellen: f(x) =0
0=2a*—42° +42 -1

T, =—V2—1~-241
Ty = V2 —1~0.41
33'3:1

Ordinatenabschnitt: f(0) = —1

Extrempunkte: (f'(z) = 0)

0=42" — 8z +4
2= —1.62 = f'(;)=2342>0 = TiP(—1.62, —11.09)
29 =062 = f'(xs) = —3.42 <0 = HoP(0.62,0.09)
r3=1 = f"(x3)=4>0 = TiP(1,0)

Wendepunkte: (f"(x) = 0)

0=122" -8
21 =082 = f"(z1)=—19.60 £0 = WeP,(—0.82, —6.49)
9 =0.82 = f"(x3) =19.60 #0 = WeP5(0.82,0.04)
Graph:
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Aufgabe 3.34

Aufgabe 3.35

Aufgabe 3.36

Aufgabe 3.37

Aufgabe 3.38

Aufgabe 3.39

Aufgabe 3.40

Ansatz: f(r) = ax® + ba® + cx 4+ d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

f(~1)=6:—a+b—c+d=6 (1)
f(1)=-10:a+b+c+rd=-10 (2)
fi(=1)=0:3a—2b+c=0 (3)
fl(1)=-12:3a+2b+c=—12 (4)
(2) - (1): 2a+2c=—16  (5)

sys-solve (3) (4) (5) = f(z)=2*—-322 -9z +1
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Aufgabe 3.41
Ansatz: f(r) = ar® +br* +cr +d

f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

f"(z) = 6ax + 2b
f)y=lia+b+c+d=1 (1)
f'(1)=0:6a+20=0 (2)
f0)=0:d=0 (3)
f[(0)==1l:c=-1 (4
B)4)=(1) = a+b—-1=1 = a+b=2

sys-solve (2) (5) = f(z)=—-2*+32" -z

Aufgabe 3.42

Ansatz: f(z) = ax* +b2® + cx® +dx +e
f(z) = 4az® + 3ba® + 2cx + d
f"(z) = 12az” + 6bx + 2c

f(2)=0:16a+8+4c+2d+e=0 (1)
F1(2) = —3:32a+12b+ de+d=—3 (2)
fO)=te=1 (3)

PO)=0:d=0 ()

F10)=0:2c=0 (5)

(3)-(5) in (1) und (2) einsetzen: 16a + 8 = —4 (6)
32a +12b = —3 (7)

sys-solve (6) (7) = f(z) = 3a* — 223 44

Aufgabe 3.43

Ansatz: f(z) = ax® + ba* + cx + d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

Die Nullstellen von p sind auch die Nullstellen von f

2 —5r+4=0=(z—1)(z—4)=0=>z,=1,1=14

f(1)=0:a+b+c=0 (1)
f(4)=0:64a +16b+4c=0 (2)
fO)=0:d=0 (3)
0)=8c=8 (4)

~
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(3) (4) in (1) (2) einsetzen: a+b=-8 (5
64a + 16b = —32  (6)

sys-solve (5) (6) = f(x)=22>— 102+ 8z

Aufgabe 3.44

Ansatz: f(z) = az* + b2® + ca® + dx + e
f'(z) = 4ax® + 3ba* + 2cx + d
f"(z) = 12az* + 6bx + 2c

f(1)=0:a+b+c+d+e=0 (1)
f(1)=0:4a+3b+2c+d=0 (2)
FO)=0:e=0 (3)
F10)=0:2c=0 (4)

2

5)in (1) und (2) einsetzen: a+b= -2 (6)
da +3b= -2 (7)

sys-solve (6) (7) = f(z) =4z —62° + 2z

Aufgabe 3.45

Ansatz: f(z) = ax® + b2’ + cx + d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

0 =4z —y+ 3 Koordinatengleichung von g
y=4xr+3 Achsenabschnitts-Steigungs-Form von ¢

f)=3d=3 (1)

FO) =0 c=0 (2)
f(2)=1:8a+4b+2c+d=1 (3)
F2)=g@) =4 12a+4b+c=4 (4)

(
(1) (2) in (3) (4) einsetzen: 8a+4b= —2 (5)

12a+4b=4 (6)

sys-solve (5) (6) = f(z)=32%—122+3

Aufgabe 3.46

Ansatz: f(r) = ax® + b2 +cx +d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢

FO)=0:d=0 (1)
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f/(0)=0:¢c=0 (2
f(3)=9:27Ta+ 9% +3c+d=9 (3)
Die Tangente geht durch (3,9) und (0,0). Somit hat sie bei = 3 die Steigung

~0-9 -9

— =3
0-3 -3

m

f'(3) =3:27Ta+6b+c=3 (4)

(1) (2) in (3) (4) einsetzen: 27Ta+9b =9 (5)
27a+6b=3 (6)

sys-solve (5) (6) = f(z) = —52% 4 222

Aufgabe 3.47

Ansatz: f(z) = ax* +b2® + cax® +dx +e
f'(z) = 4az® + 3ba® + 2cx + d
f"(z) = 12az”* + 6bx + 2c

f(2)=0:16a+8+4c+2d+e=0 (1)
F2)=0:32a+12b+dc+d=0 (2)
f0)=-2-e=-2 (3)
FO)=0:d=0 ()
F10)=0:2c=0 (5)

(3)—=(5) in (1) und (2) einsetzen: 16a +8b =2 (6)
320 +12b=0 (7)

sys-solve (6) (7) = f(z) = —2a* + 2% -2

Aufgabe 3.48

Ansatz: f(z) = ax® + ba® + cx + d

f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢
Schnittpunkte von g mit den Koordinatenachsen:
62+0—-18=0 = 2=3 = A(3,0)
6-0+y—18=0 = y=18 = B(0,18)
Steigung von h: y = -5z +10 = m=-5
Beriihrpunkt von Gy und Gp: y = —=5-2+10 = C(2,0)

F3)=0:27a+9%+3c+d=0 (1)
F0)=18:d=18 (2)

F2)=0:8a+4b+2c+d=0 (3)
f'(2)=-5:12a+4b+c=-5 (4
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(2) in (1) und (3) einsetzen: 27a + 9b + 3¢ = —18 (5)
8a+4b+2c=—18 (6)

sys-solve (4)-(6): = f(z)=12%—22*— 92+ 18

Aufgabe 3.49

Ansatz: f(z) = ax® + bx
f'(z) = 3ax® +b

f(2)=4:8a+2b=4 (1)
f(2)=0:12a4+b=0 (2)
sys-solve (1) (2) = f(z) = —32% + 3z

Aufgabe 3.50

Ansatz: f(x) = ax* 4+ ba* + ¢
f'(x) = 4ax® + 2bx

g:dr—y—5=0 = g:y=4r->5
f(-1)=9%a+b+c=9 (1)
f(2)=9(2)=3:16a+4b+c=3 (2)

F12) = g'(2) = 4: B2 +4b—14  (3)
sys-solve (1)-(3) = f(z)=a*—-T2>+15

Aufgabe 3.51

Ansatz: f(x) = ax® +ba* +c
f'(z) = 4ax® + 2bx
f"(x) = 12az* + 2b

fl)=4a+b+c=4 (1)
f'(1)=0:12a+20=0 (2)
Die Wendetangente geht durch die Punkte P(1,4) und (2,0) und hat somit die Steigung

_By _0-4 -4,
M=Ar 21 1

F(1)=—-4:4a+20=—-4 (3)
sys-solve (1)-(3) = f(z) =1a'— 322+ 2

Aufgabe 3.52

Ansatz: f(x) = az® + ba® + cx
f'(z) = 5az* + 3ba* + ¢
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f)=3a+b+c=3 (1)
f(=2)=0:-32a—8 —2c=0 (2)
f(=2)=0:80a+12b+c=0 (3)

sys-solve (1)-(3) = f(z) =32° — §2° + u

Aufgabe 3.53

Ansatz: f(z) = az® + bz® + cx + d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢
f"(z) = 6ax + 2b

f(3)=—-2:27a+ 9 +3c+d=-2 (1)
f'(3)=0:27a+6b+c=0 (2

Weil die Tangente im Tiefpunkt 7'(3, —2) horizontal ist, schneidet sie die Kurve an der Stelle z = 1 auf
gleicher Hohe wie an der Stelle x = 3 — ndmlich bei y = —2.

fl)=—-2:—a+b—c+d=-2 (3)
f'(1)=16:3a—2b+c=16 (4)

(1) = (3): 28a+8b+4c=0 (5)

sys-solve (2) (4) (B) = a=1,b=-5,¢=3
in (3) einsetzen: —1 —5—-3+d=-2 = d=7
flx) =23 -5z +3x+7

Aufgabe 3.54

Ansatz: f(r) = ax® +bx +c
f(z) =2ax +b

fO) =8 c=8 (1)

f(0)=—-4:b=-4 (2

Wenn die quadratische Parabel die z-Achse beriihrt, dann hat die quadratische Gleichung az?+bx+4c = 0
genau eine Losung. Daher muss die Diskriminante D = b? —4ac den Wert 0 haben. Weil ¢ = 8 und b = —4
bereits bekannt sind, kénnen wir so a bestimmen:

b2 —4dac=0
16 —32a =0
a=1

Aufgabe 3.55

Ansatz: f(z) = ar + bz® +cx® +dv +e
f(z) = 4az® + 3ba® + 2cx + d
f"(z) = 12az”* + 6bx + 2c
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f(0)=0:e=0 (1)
PO =0d=0 (2)
) =0c=0 (3)
/) =0:12a+6b+2c=0 & 12a+6b=0
20+b=0 (4)
b= 24, c=d=ec—=0 = f(z)=az* - 2aa® = as(x — 2)
F2)=0:32a+126=4 (5)

sys-solve (4) (5) = sa'—a?

Aufgabe 3.56

Ansatz: f(z) = ax® + bz® + cx +d
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢
f"(z) = 6ax +2b

f(1)=0a+b+c+d=0 (1)
f(3)=4:2Ta+9+3c+d=4 (2

F10)=0:20=0 (3)

o) Ay 4-0 4

| ’I’L:_:—:_:2

T AT T 3o 2

| Ay 1

[ f(l)=—=—=:13a+2b+c=-05 (4)
Mn

Einsetzen von b = 0:

(1) = a+c+d=0 (5

(2) = 2Ta+3c+d=4 (6)
4) = 3a+c=-05 (7)

sys-solve (5) (6) (7) = f(z)=12%-32z+1

Aufgabe 3.57
Aufgabe 3.58

Aufgabe 3.59
Zielfunktion: V(I,b,h) =1-b-h

Nebenbedingungen:
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h=x

b=25—2x

l=(40-22)/2=20 -z

Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen:

V(z) = (20 — z)(25 — 2x)x = 223 — 652 + 500x
Extremstellen bestimmen und priifen:

V/(x) = 622 — 1300 +500 =0 = a1 =15, 7g = 2
V' (x) =

V'(5)==-7T0<0 = 2z =25 ist Maximalstelle
v

122 — 13;

2)=70>0 = =75 ist Minimalstelle

3
Ubrige Grissen:

[=15cm, b=15cm, h =5cm

Aufgabe 3.60

Zielfunktion: S(a,b, c) = 2(ab + bc + ca)

Nebenbedingungen:
a=3b
4(a+b+c) =520
a+b+c=130
3b+b+c=130
c=130—4b

Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen:

S(b) =2(b-3b+ 3b(130 — 4b) + (130 — 4b)b)
= 2(3b% + 3900 — 12b* + 130b — 4b%)
= 2(520b — 13b*)

Extremstellen bestimmen und priifen:
S'(b) =2(520 — 26b) =0 = b=20

S”(b) = —5H2
S”(QO) =-52<0
b = 20 ist Maximalstelle
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Lésung:

b=20cm, a =3b=60cm, c =130 — 4b = 50cm

Aufgabe 3.61

r

Zielfunktion: A(r,b) =% -r-b

Nebenbedingungen.:
u=2r+b=konstant = b= (u—2r)

Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen:

Alry=35-1-(u—2r)=3-1-u—1?

Extremstellen bestimmen und priifen:

Ar)=4u—2r=0 = fu=2 = r=

Ay =—2 =  A"(tu)=-2<0

Firr = }Lu ist ist der Flacheninhalt maximal.

gesuchte Griossen:

b:u—2r:u—2-iu:%u
b u/2 360°
=—.360° = - 360° = = 114.59°
7 oy 271 /4 T

Aufgabe 3.62

Aufgabe 3.63

ebener Schnitt entlang der Kegelachse:

s ist gegeben; r und h sind variabel
Zielfunktion: V (r,h) = s7r?h

Nebenbedingung: s> = r?> +h?> = 12 =52 — h?
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Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:

V(h) = sm(s®> = h*)h = 37m(s?h — h?)
Extrema:
V'(h) = im(s* — 3h?)
V"(h) = 3m(—6h) = —2rh <0
V'(h) =0
s> —3h*=0
h=s/V3

V/3s

V'(h)=—-2th <0 = ho= 5 ist Maximalstelle

Losung: Das Volumen wird fiir h = TS maximal.

Aufgabe 3.64

ebener Schnitt entlang der Kegelachse

h =6cm

r=3cm

Zielfunktion: V (z,y) = ma®b
Nebenbedingung: a : 3 = (6 —b) : 6 (2. Strahlensatz)

6a = 3(6 — b)
20=6—0
b=6—2a

Nebenbedingung in Zielfunktion einsetzen:

V(a) =m-a*- (6 —2a) = 27 (3a® — a®)

Extremstellen:

V'(a) = 27 (6a — 3a?)

V"(a) = 2m(6 — 6a) = 127(1 — a)

6a — 3a”> =0

3a(2—a)=0
a;=0 = V"0)=12r >0 = Minimalstelle
=2 = V"'(2)=-12r<0 = Maximalstelle

Lésung:
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Die Zylinderhohe betriagt b = 6 — 2a = 2cm

Aufgabe 3.65

)
Q(z,y)
d(z,y)
> T
P(6.0)
Zielfunktion:
d(z,y) = /(z — 6)2 + (y — 0)2
Nebenbedingung:

1.2
Y=

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:

2
d(z) = \/(x —6)2+ (322)" = \/}‘x‘L + 22 — 122 + 36
Bemerkung: Ist I C R ein Intervall und f eine Funktion mit f(z) > 0 fir alle © € I, so ist jede

Maximalstelle [Minimalstelle] von f auch Maximalstelle [Minimalstelle] von f(z)2.

Y

A

y = f(z)?

y = £\
N N
« Ji >

—

Da d(z) die Voraussetzung d(x) > 0 fiir alle z € R erfiillt, kénnen wir D(x) = d(x)? untersuchen, um die
Extrema von d(z) zu bestimmen.

FExtrema:

D(z) = 12" + 2° — 122 + 36
D'(z) = 2° + 2z — 12
D"(x) = 32% + 2

D'(x)=0 = z=2
Test: D"(2) =14 >0 = 7 = 2 ist Minimalstelle
Lésung:

w=[f2)=352"=2 = Q02,2
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Aufgabe 3.66

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.67

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.68

h

I
|
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
!
|
|
|
!

)

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

|

T

I

I

I

!
a a

Zielfunktion: A(zx,y) = 2zy

Nebenbedingung: 2x : (h —y) =a:h (2. Strahlensatz)
2zh =a(h—y) = Qm;%(h—y)

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:

Aly) = %(h —yy = (hy —v°)

Extrema:

Al(y) = %(h —2y) (a und h sind konstant!)

a

h

2
A”(y):—£<0 (a>0,h>0)

h—2y=0 = yo=h/2
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Test: A”(h/2) <0 = yo = h/2 ist Maximalstelle
Lésung:
a a

21y = h(h—yo) = h(h—h/2) =a/2

Das gesuchte Rechteck hat die Seitenldngen a/2 und h/2.

Aufgabe 3.69

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.70

Zielfunktion: V(a,b) =m-a?-b
Nebenbedingung:

a2+ =r2=25 = a>=25-1°
Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:

V(b) = m(25 — b?)b = m(25b — b*)

Extrema:
V'(b) = m(25 — 3b%)
V" (b) = —6mb
(25 — 30?) = 0
25 —3b> =0
b =25/3
bo — 5/\/5
5 5v/3
V' —) =-10V/3r <0 = by = —— ist Maximalstellle
(ﬁ) R
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Lésung: h = 2b = cm ~ 5.77 cm

10v/3
3

Aufgabe 3.71

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.72

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Losung:

Aufgabe 3.73

Zielfunktion:
V(a,h)=3%-a*-h

Nebenbedingungen:

2
h=1/s?— <§a) = 52—%a2

4da+4s=80 = a+s=20 = s=20—a

Nebenbedingungen in Zielfunktion einsetzen:

V(a) = %aZ\/(2O —a)?—ia? = %aZ\/élOO —40a + a® — %CLQ

2

= \/100a4 — 10a® + %aﬁ

Extremstellen bestimmen und priifen:

(die Wurzel wird maximal, wenn ihr Quadrat maximal wird)
V] (a) = 400a® — 50a* + 2a° = a® (400 — 50a + 2a®) =0

a1 =9.3,a, =574,a3 =0

[V2]"(a) = 1200a® — 200a® — L2a*

[V2]"(9.3) &~ —29000 < 0
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[V2)"(57.4) ~ 6.8 - 10° > 0

Das Volumen der Pyramide wird fiir a = 9.3 cm maximal.

Aufgabe 3.74

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Ezxtrema:

Lésung:

Aufgabe 3.75

Die Parabel hat die Nullstellen z; = —3 und 2 = 3 sowie den Ordinatenabschnitt
Yo = 4.5.

p(z) =alr —3)(z+3)=a(z® - 9) =ar* —9a = a=—05
p(z) = 4.5 —0.52°

Zielfunktion: A(u,v) =u-v

Nebenbedingung: v = f(u) = 4.5 — 0.5u>
Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
A(u) = u(4.5 — 0.5u%) = 4.5u — 0.5u
Extrema: A'(u) = 4.5 — 1.5u”

A" (u) = —3u
45 —-15u2 =0
uw?=3
u=3

Test: A”(3) =-9<0 = wu =3 ist Minimalstelle

Losung: A(3) =4.5-v/3-05- (V3)’ =33

Z(QPO) = arctan f(?i/\/;) = arctan 3—\3/3 = 60°
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Symmetrie = Auch die anderen Winkel messen 60°.

Aufgabe 3.76

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Ezxtrema:

Lésung:

Aufgabe 3.77

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.78

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Ezxtrema:

Lésung:

Aufgabe 3.79

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Ezxtrema:

Lésung:
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Aufgabe 3.80

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.81

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.82

2 B 18—-2z

T+ 2
C
10
8—x
18 A
Zielfunktion:

F(z)=10-18 = 5(18 — 2z) — z(x + 2) — 9(8 — x)
= —2? 4+ 172 + 18

Nebenbedingung: 0 < x <8 (0 < 2z < 18 ist ,,schwécher®)
Extremstellen bestimmen:
F'(z)=0
—2r+17=0
x = 8.5 erfiillt NB nicht

F(z) wird fir 2 = 8 maximal.

Aufgabe 3.83

Zielfunktion:
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Nebenbedingung:
Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:

Aufgabe 3.84

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Ezxtrema:

Lésung:

Aufgabe 3.85

p:y=—0.1(z*+ 102 — 39)

A

Zielfunktion:

Nebenbedingung:

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen:
Extrema:

Lésung:
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