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Ist f eine Funktion, die in einer Umgebung U von xy = 0 unendlich oft differenzierbar ist,
werden Koeflizienten ag, a1, as, ..., gesucht, so dass sich f fir x € U durch eine Folge
von Polynomen approximieren lésst:

f(z) = ag + a1x + agx® + azz® + . ..

Die Bestimmung der Koeffizienten

)
()
f'(x) = 2ay + 6agx + 12a,2% + 20a52° + . ..
(z) = 6as + 24,z + 60as2” + 120ae2” + . ..
()

= qy = ap= f(0)
= a = f'(0)

2 = ay = ["(0)/2

f"(0)=6a3 = az=f"(0)/6
=

as = f#(0)/24

Die Maclaurin-Reihe (Colin Maclaurin 1698-1746)

Ist f eine in der Umgebung von = 0 unendlich oft differenzierbare Funktion, so gilt:

" 0 " 0 ) (4) 0
f(z) = f(0)+ f(0)z + 1 )1:2 + A )x‘3 + A ):1:4+
2 6 24
Driickt man die Faktoren
1,1,2,6,24, ...
durch die Fakultaten
0!, 11, 21,31, 4!, ...

aus, erhalt man

>, #(k)
fla) = Z ) (O)Tk

k!
k=0

Beispiel 1

Bestimme die Maclaurin-Reihe von f(x) = €”.
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Die Taylor-Reihe

Verwendet man als Ausgangsstelle fiir die Reihenentwicklung nicht 0 sondern eine belie-
bige Stelle xq,

> R » R
0 x To T

so erhélt man durch eine Variablentransformation aus der Maclaurin-Reihe die Taylor-
Reihe von f:

= ) (x, B
f) =3 T )

(Brook Taylor, britischer Mathematiker, 1685-1731)

Beispiel 2

Bestimme die Taylorreihe von f(x) = Inz an der Stelle x = 1.



11 Extrem- und Wendepunkte

11.1 Begriffe

Y /

Extrempunkte: A (Tiefpunkt), C' (Hochpunkt), G' (Tiefpunkt)

Wendepunkte: B, D, E (Terrassen- oder Sattelpunkt), F

Extrema: y4 (globales Minimum), y¢o (lokales Maximum), z¢ (lokales Mininmum)
Extremstellen: x4, z¢, ¢

Wendestellen: g, xp, vg, xF

11.2 Extrempunkte

Ein notwendiges Kriterium fiir Extremstellen

AN
Y

xg ist eine Extremstelle = f'(z¢) = 0

Der Spielverderber

f'(xg) =0 # 1z ist Extremstelle

|
|
‘ x

xg ist Terrassenstelle (Synonym: Sattelstelle)



Hinreichende Kriterien fiir Extremstellen

Gilt f'(x¢) = 0, dann ist zy entweder . ..

e cine Hochstelle,
e cine Tiefstelle oder

e cine Terrassenstelle.

Wie findet man heraus, was vorliegt?

Betrachte die Taylorreihe von f:

" " g
f@g:f@@+f@@@—x@+ié£%x—%f+féﬁ%x—%ﬁ+”.
W N ° N ° s
0 Parabel ;,rOrdnung Vernac;lfa'ssigbar

ist & ~ xg, s0 ist (z — x¢)> gegeniiber (z — x()? vernachliissighar.
Y Y

flao) > Flao) [

Lo

%o
f"(x¢) > 0: Parabel nach oben offen; x ist Minimalstelle
f"(x¢) < 0: Parabel nach unten offen; z, ist Maximalstelle

Gilt auch f”(x¢) = 0 verschwindet der dritte Summand und der vierte wird wichtig.

f// (ZE()) f/”<~r0)

ﬂ@:f@@+f@@@_x®+\2!(x—%ﬁ+:§r%x—%ﬁ+”,
’ T Parabel 3. Ordnung ()
Y Yy
fao) | Flao) | S
| 2 | P

f"(xg) > 0:  (x) dndert Kriimmung (—/4); xo ist Terrassenstelle

" (z9) < 0: (%) dndert Kriimmung (4/—); xo ist Terrassenstelle

Gilt auch f"”(xy) = 0 verschwindet der vierte Summand und der fiinfte wird wichtig. In
diesem Fall haben wir wieder dieselbe Situation wie bei der Parabel 2. Ordnung.
Bemerkung

Eine ganzrationale Funktion von Grad n hat nach einmaligem Ableiten den Grad n — 1.
Nach dem Hauptsatz der Algebra hat eine solche Funktion hochstens n — 1 Nullstellen
und somit auch hochstens n — 1 Extremstellen.



11.3 Die geometrische Deutung der 2. Ableitung

Uberblick
f"(x) > 0 (Linkskurve) f"(x) < 0 (Rechtskurve)
Ya Yy = f(l') Y B
/ y=f'(z) y=Jfl)
T

f(@) >0 -

f'(x) <0

11.4 Wendepunkte

Wechselt der Graph von f an einer Stelle xy von einer Links- in eine Rechtskurve oder
von einer Rechts- in eine Linkskurve, so wird xy Wendestelle und P(xq,yo) Wendepunkt
genannt.

Yy

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen
xo Wendestelle = f"(z9) =0

Da die Wendestellen die Extremstellen der 1. Ableitung sind, kénnen wir die Wendestellen
analog zu den Extremstellen berechnen, indem wir in der Theorie der Extremstellen f’
durch f”, f” durch f"” usw. ersetzen.



Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen

f sei eine auf dem offenen Intervall I n-mal differenzierbare Funktion und fiir zy € I gelte

f"(xo) = f"(wg) =+ = f("_l)(xo) =0 aber f(”)(q;o) £ 0.

Falls n ungerade ist, so ist z; eine Wendestelle und es gilt:
e f(™(x4) < 0: Graph wechselt von Links- zur Rechtskriimmung
e f((zy) > 0: Graph wechselt von Rechts- zur Linkskriimmung

Terrassenpunkte

Eine Wendetangente ist eine Tangente in einem Wendepunkt. Ein Terrassenpunkt ist ein
Wendepunkt mit horizontaler Tangente.

Yy
f y=f()
l . 7
Lo
Bemerkung

Eine ganzrationale Funktion von Grad n hat nach zweimaligem Ableiten den Grad n — 2.
Nach dem Hauptsatz der Algebra hat eine solche Funktion hochstens n — 2 Nullstellen
und somit auch hochstens n — 2 Wendestellen.



12 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

Beispiel 12.1

Untersuche die Funktion mit der Gleichung f(z) = z* — 222

(a) Definitionsbereich

D =R

(b) Symmetrie
Vermutung: f ist gerade (symmetrisch zur y-Achse)

Beweis: f(z) = f(—=x) fiir alle 2 € D [nur gerade Exponenten]

(c) Asymptotisches Verhalten

lim f(z) = lim (z*) = +o00

lim f(x) = lim (2*) = 400 oder via Symmetrie

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt

IQ((L'Z_Q):O = x12071'2:\/§7l'3:—\/§

e) Ableitungen
(e) g
f(z) =423 — 4z
f(x) = 1222 — 4

f"(x) = 24x

(f) Extrempunkte

fl(z) =42 -4z =0=4z(2* - 1) =0
Kandidaten: 1 =0, x5 =1, 3 = —1
f"(0) = —4 < 0 = HoP(0,0)

f'(1) =8> 0= TiPy(1,-1)

TiPy(—1,—1) [Symmetrie]



(g) Wendepunkte

flx) =120 —4=0= 2% =3

Kandidaten: x; = % = ? Ty = _% = _V3

Symmetrie: WePy (—ﬁ7 — 5) (LKRK)

3

(h) Graph

[y

Beispiel 12.2

Untersuche die Funktion mit der Gleichung f(z) = 3z? — 2.

(a) Definitionsbereich

D =R

(b) Symmetrie

(s ist weder symmetrisch zur y-Achse noch symmetrisch zum Ursprung, da weder f(—x) =
f(z) noch f(~a) = —f(x)

(c) Asymptotisches Verhalten

lim f(z) = lim (—2%) = +o0

T—r—00 T—r—00
lim f(r) = lim (—2%) = —o00

10



(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt
f)=0=2’B—2)=0=>2,=0,20 =3

f(0)=3-02-0%=0

(e) Ableitungen

f'(x) = 62 — 32?
f"(x) =6 —6x
fm<I) - _6

(f) Extrempunkte
fl(x)=6x—-322=0=32(2—2)=0
Kandidaten: z; =0, x93 = 2

f"(0) = 6 > 0 = TiP(0,0)

f"(2) = =6 < 0 = HoP(2,4)

(g) Wendepunkt
f'(x) =6—62z=0
Kandidat: x =1

f"(1) = -6 <0 = WeP(1,2) (LKRK)

(h) Graph
Yy
\
\
\ \
\ \
1 &
\
\

11



Beispiel 12.3

Diskutiere die Funktion f(x) = 22° — 2a* + 22% + 1.

(a) Definitionsbereich

D =R

(b) Symmetrie

weder gerade noch ungerade

(c) Asymptotisches Verhalten

lim f(z) = lim 22°=—o0
T—>—00 T—>—00

li = lim 22° =
S S0) = B st = oo

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt
f2) =02 2~ —0.64

f(0)=1

(e) Ableitungen
f/(m):%xZL_ 3+lo 2
f”(CC) — % 3 _ 45 2 + 152

F(x) = 22 — 453 + 15

(f) Extrempunkte
fl(z) = 2at — %J’d + 222 =0

2o (a? —dr+4) = 22 (x —2)* =0
Kandidaten: z; =0, x5 = 2

f7(0) = 0 (weiter testen)

f"(0) =15 > 0 (— Wendepunkte)
f"(2) = 0 (weiter testen)

f"(2) =15 > 0 (— Wendepunkte)

12



(g) Wendepunkte

F(a) = B — a4 150 =0

aa? — 32 4+2) = Sa(e — Dz -2 =0
Kandidaten: xy =0, 2o =1, x3 =2
TeP(0,1) (siehe oben, RKLK)

(1) = =75 < 0= WeP(1,2) (LKRK)

TeP(2,3) (siehe oben, RKLK)

(h) Graph

Y

13



13 Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Beispiel 13.1

f ist eine ganzrationale Funktion vom Grad 4 und besitzt ...

e bei z = —2 eine Nullstelle,

e bei x = 1 eine Extremstelle,

e im Punkt P(0,—8) eine Wendetangente mit der Steigung 2.
Bestimme die Gleichung dieser Funktion.
Ansatz: f(x) = az* + bx® + ca® + dv + e
f'(x) = dax® + 3bx* + 2cx + d

f"(x) = 12ax? + 6bx + 2c

Nullstelle: f(—2) =0 16a —8b+4c—2d+e=0
Extremstelle: /(1) =0 da +3b+2c+d=0
Punkt P: f(0) = —8 e=—8
WP: f7(0) =0 2c=0
WP: f/(0) = 2 d=2

PlySmlt2/SimultEqnSolver: f(z) = tz* — 2® + 22 — 8

Beispiel 13.2

Welches zur y-Achse symmetrische Polynom 4. Grades geht durch A(0,2) und hat in
B(1,0) ein Minimum?

Ansatz: f(z) = ax* 4+ br? + ¢

f'(z) = dax® + 2bx

A(0,2) € Gy
f(0) =2 c=2
B(1,0) € Gy:
f(1)=0 a+b+c=0

x = 1 ist Extremstelle:

F(1)=0 da+2b =0

PlySmlt2/SimultEqnSolver: f(x) =2x% — 42® + 2

14



Beispiel 13.3

Ein Polynom 3. Grades hat dieselben Nullstellen wie g(z) = 2z — 1223, Beide Graphen
stehen im Ursprung senkrecht aufeinander. Bestimme die Funktionsgleichung des unbe-

kannten Polynoms.

Ansatz: f(z) = az® + bz + cx +d

f'(z) = 3az® + 2bx + ¢

g:2x(1—6x2):0:>x1:0,x2:%,xg——%
f(0)=0

) =0

(=% =0

g (z) =2 — 3627

F(0) - (0) = -1 c2=-1

PlySmlt2/SimultEqnSolver:

15

d=0
1 1 1 . _

1 1 1, _



14 Extremwertaufgaben

Beispiel 14.1 (Offene Schachtel)

Von einem quadratischen Stiick Karton mit der Seitenldnge [ = 10 cm werden an allen
Ecken Quadrate mit gleicher Seitenlénge ausgeschnitten.

Wie gross ist die Seitenldnge dieser Quadrate zu wéhlen, damit der Rest eine oben offene
Schachtel mit maximalem Volumen ergibt? Wie gross ist dieses Volumen?
Zielfunktion

V(bR =1-b-h
Nebenbedingung(en)

o [=b=10—-2x
e h=u=x

e Jcm<x<bHcm

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

Vi(x) = (10 — 2z) - (10 — 2z) - x = 42 — 402 + 100z

Extremum bestimmen
V'(z) = 1222 — 80x + 100 = 0
V"(z) = 242 — 80
122% — 80z + 100 = 0
=2
Tog =05

(sinnlos)

V'(2)=24-2-80=-40<0 = =2 ist Maximalstelle

Losung

Vinax = V(2) = 8% ~ 74.07 cm?

16



Beispiel 14.2

Ein Rechteck, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind, hat eine Ecke in
A(0,0). Die Ecke C(x,y) liegt im I. Quadranten auf der Kurve f(z) = 3 — y/z und soll
so bestimmt werden, dass der Inhalt des Rechtecks maximal wird.

2 Y

y=3-=

Zielfunktion

Alz,y)=zy

Nebenbedingung

y=3—+/x, wobei 0 <z <9

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

A(z) = z(3 — Vx) =3z — 2z = 3z — 2°/?

Extremum bestimmen

3
0=3— g2
21’
3 1/2
-z =3
2$
% =9
r=4

3 3
A"(4) = i 4712 = —3 < 0 =z =4ist ein lokales Maximum

Losung

y:3—\/zl:1
A4)=3-4—4%* =12 -8 =4FE

17



Beispiel 14.3

Auf dem Halbkreis mit der Gleichung f(z) = /8 — 22 wird ein Punkt P(u,v) gewé&hlt.
Lasst man das rechtwinklige Dreieck P(u,v), Q(u,0), R(—1,0) um die z-Achse drehen,
entsteht ein gerader Kreiskegel.

Bei welcher z-Koordinate u hat der Kreiskegel maximales Volumen und wie gross ist
dieses?

Zielfunktion

Vizgy)=m-r* - h=m-y*-2-x

Nebenbedingung

y=+V8— x? wobei —/8 < z < /8

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

™

V(x) 3

(8—1}2)‘(1‘4—1):g(—x3—1;2+8x+1)

Extrema bestimmen

V'(z) = Z(=32% — 22 + 8)

3

V(z) = (—6x — 2)

—32® —224+8=0

I‘]:—Q

QO W~

To —

1y = —2= f"(2) = ¢ > 0 Tiefstelle

xo =3 = f"(3) = —§* < 0 Hochstelle

Losung

V(3) = 2rVE~ 1520 VE

18



Beispiel 14.4

Welcher Punkt P(z,y) der Kurve k: y = 22 — 4x + 5 hat die kiirzeste Entfernung vom
Ursprung?

Zielfunktion

d(x,y) = \/JTQI/2 (Distanz vom Ursprung)

Nebenbedingung

y=a>—4r+5

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

= /22 + (22 — 4z + 5) (2% — 4z + 5)

)
)

7) = Va2 + z* — 823 + 1022 + 1622 — 40z + 25
)

Extrema bestimmen

Wegen d(x) > 0 und der Monotonie von d?(z) kénnen wir
d*(z) = D(z) = 2" — 823 + 272* — 40x + 25

statt d(z) differenzieren:

D'(x) = 423 — 2422 + b4z — 40

D"(z) = 1222 — 48z + 54

42 — 242% + 5dx — 40 = 0

TI-844: PolySmlt2/Poly Root Finder/3/... /SOLVE/STOx/L1

1 = 1.4464
D(1.4464)" = 9.67 > 0 (z; ist Minimalstelle)

Losung

flz) =131 = P(1.45,1.31)

19



Beispiel 14.5

Fiir die Oberfléche einer zylinderférmige Biichse mit einem Volumen von 1 ¢ soll moglichst
wenig Material verbraucht werden. Wie gross miissen Hohe A und Radius r gewéahlt wer-
den?

S
~ N
Zielfunktion
S(r,h)=27r*+2mrh
Nebenbedingung
V=1U/=1dn’=7r"h = h=—
Tr

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

1 2
S(r) = 27TT2+27T7’—2 =27mr? =
Tr r

Extrema bestimmen

2
S'(r):47rr—r—2
4
"neoN o
S (r)—47r+7'3
2
47rr—r—2:
drr®—2=0
‘ 1
=
2m
5 1
r=/=
2m

r =~ 0.542dm
1/ 3 1 4 3 1 . ..
S — | =47+ —=127>0 = r =4/ — ist lokales Minimum
27 1/27 27

Losung

1
h = — A 1.084
Tr

20



Beispiel 14.6

Dem Halbkreis mit der Gleichung y = v/12 — 22 wird, wie in der Abbildung dargestellt,
ein Rechteck einbeschrieben.

Dreht man dieses Rechteck um die x-Achse, so entsteht ein Zylinder. Wie gross kann das
Volumen dieses Zylinders maximal werden?

Zielfunktion

Viey)=m-r* - h=m-y*-2-x

Nebenbedingung

y=+V12 — 22 = y* = (12 — 2?)
mit —v12 <z < V12

Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen

Vi(z) =n(12 — 2?) - 2x = 247z — 27a®

Extrema bestimmen

V'(z) = 247 — 672? = 67(4 — 2?)

V' (z) = —127x

r1=2= f"(2) = =247 < 0 = x; = 2 ist Hochstelle

o = —2= f"(-2) =241 > 0 = x5 = —2 ist Tiefstelle (Symmetrie!)

Losung

V(2) =487 — 16w = 327 VE

21



Funktionenscharen

Aufgabe 1

Gegeben: fi(z) =2* +tx+t (¢t € R Parameter)
Gesucht: fi(x) firt=-1,0,1, 2
foa(@)=a—2—1

folx) = ?

filz) =2+ 2 +1

fo(z) = 2% + 20 + 2

Aufgabe 2
Gegeben: fi(z) =2 +tx+t (t€R)

Gesucht: f/(z) firt = -1, 0, 1, 2

fila) =20+
flo(z) =22 —1
folz) =2z
filz) =22+ 1
fi(z) = 22+ 2
Aufgabe 3

Gegeben: fi(z) =2*+tx+t (t €R)

Fiir welches t gilt f;(2) = 17

fi(2) =1
4+t-24t=1
4+3t=1
t=-—1

22



Aufgabe 4
Gegeben: fi(z) =2 +tz+t (t€R)
Fiir welches ¢ gilt f/(2) = 17
fl(x) =2x+1t
fi(2) =1
2:-24+1t=1
44+t=1

t=—3

Aufgabe 5
Gegeben: fi(z) =x*+tz+t (t €R)
Bestimme die Nullstellen von f;(z) in Abhéngigkeit von ¢.
filx) =0
2 Ftr4+t=0
D=1V —dac=1"—4t

b VD VA

o 2 2
—b—VD —t—12—4t
I’Q = =
2a 2
Aufgabe 6

Gegeben: fi(z) =24tz +t (t €R)

Auf welcher Kurve £ liegen die Extrempunkte von f;?

t
filxy=0 = 22+t=0 = Te =3
Test: f/'(x) =2>0 = Tiefpunkte

T in fi(z) einsetzen:

=f oL 2+t L +t—ﬁ—ﬁ+t——ﬁ+t
Yy=nh{75) =\ "2 2 I R

t 2
=T —=,—+1
(55 +)

23



t aus den Koordinaten von

x y
eliminieren:
= 2 = 4o® 2 2_9
—= =z = 27 =—— —2x=—2°—2x
2 YT
Kurve, auf der alle Extrempunkte liegen: k: y = —2% — 22
Aufgabe 7

Gegeben: fi(z) =2*+tx+t (t €R)
Welche Punkte haben alle Graphen G; gemeinsam?
Suche z, so dass fi(z) = fs(z) fir s # ¢

fex) = fs(x)

Prtrtt=a+svr+s || —a?
tr+t=sr+s || — sz —s
tr —sv+t—s=0 x ausklammern
(t—s)z+(t—s)=0 || : (t—s)
r+1=0
r=—1

Einsetzen: y = fy(=1) = (=1)*+t- (-1)+t=1—-t+t=1

gemeinsamer Punkt: P(—1,1)

24



15 Gebrochenrationale Funktionen

Begriffe
Eine gebrochenrationale Funktion ist ein Quotient aus zwei ganzrationalen Funktionen

A" + Q1™ a1 + ag _ p(o)

f(.%) = bnl’n + bn_lxn_l + -+ blx + bO B Q(I>

wobei

e p(x) ein Zihlerpolynom vom Grad m ist,

e ¢(z) ein Nennerpolynom vom Grad n ist.

Weitere Bezeichnungen und Sonderfille:

n=0: Der Nenner go(z) = by ist konstant und f(z) ist eine ganzrationale Funktion.
m>n: f ist eine unecht gebrochenrationale Funktion.
m < n: f ist eine echt gebrochenrationale Funktion.

15.1 Polynomdivision

Ein Verfahren, um eine unecht gebrochenrationale Funktion als Summe aus einer ganzrationalen-
und einer echt gebrochenrationalen Funktion darzustellen. (vgl. £ =2+ 1)

2 .
(22 + xz+1) @ (2x—1) = x+1—|—2x_1
—(22%2 - )
20 + 1
—(2z — 1)
2
Definitionsbereich

D =R\ {z: q(z) =0}

Menge aller reellen Zahlen, die nicht Nullstellen des Nennerpolynoms sind.

Beispiel 15.1

r—>5 r—>5

I€) = o s~ 9w

= D =R\ {3,4} (Definitionsliicken)

Nullstellen

Eine Nullstelle von f ist eine Nullstelle von p(z), die nicht auch Nullstelle von ¢(x) ist.

25



Beispiel 15.2

?—2rx—3  (z+4+1)(x—3)
2 —6x—9  (v—3)2

flw) = = N={-1)

Hebbare Definitionsliicken

Eine Definitionsliicke, die sich als Faktor aus dem Nenner wegkiirzen lasst, wird hebbar
genannt.

Beispiel 15.3

)(x—2
f(z) = (z+ )(xz ) =z + 1, falls x # 2 = x = 2 ist hebbare Definitionsliicke.
‘x J—
Y
SR
Polstelle

Eine Definitionsliicke, die sich als Faktor nicht aus dem Nenner wegkiirzen ldsst, wird
Polstelle genannt.

Ist der Grad des gekiirzten Linearfaktors ungerade, so ist es eine Polstelle mit Vorzeichen-
wechsel (mVzw), sonst eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel (oVzw).

Beispiel 15.4

1
flz) = p—
y |
) . 1
lim = —oo0 und lim = 400
z—1-x — 1 =1t x — 1

f(z) besitzt bei xy = 1 einen Pol mit Vorzeichenwechsel.

26



Beispiel 15.5

1

3 %
li =+ d ! =+
vl I £ e

f(z) hat bei xy = 1 einen Pol ohne Vorzeichenwechsel.

Asymptotisches Verhalten
Welchen Grenzwert haben lim f(z) und lim f(x)?

T—00 T—r—00
Beispiel 15.6
3z +1

fl@) = x?2+1

lim f(z)=0
Toee = lim f(z) =0 (Kurzschreibweise)

lim f(x) =0 |z]—00
T——00

(horizontale) Asymptote: y = 0 (x-Achse)

Beispiel 15.7

249 2w +1
fla) = S50 =14 =1 (Polynomdivision)

lim f(x)=1 Asymptote: y =1

|z|—o00

e
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Beispiel 15.8

fz) =

2 _ Q0 — 4
L e x — 1 — —— (Polynomdivision)
r—1 r—1

Asymptote: a(z) =x — 1

Fiir grosse |z| gilt: f(z) ~ a(z) bzw. lim [f(z) —a(x)] =0

|z]—o0

~
~

Na
N
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15.2 Kurvendiskussion

Beispiel 15.9

r—2 T —2
21 (z—-1)(z+1)

fx) =

e Definitionsbereich:
D=R\{-11}

o Symmetrie:

Weder ordinaten- noch ursprungssymmetrisch

e Nullstelle(n):
flz)=0 < x=2
e Ordinatenabschnitt:
0—2
=——=2
e Verhalten an den Definitionslicken:

x =1 (Pol mit Vorzeichenwechsel):

lim f(xr) =—00 lim f(z)=+o0
r——1" x——1t
x = —1 (Pol mit Vorzeichenwechsel):
lim f(z) =400 lim f(z) = —oc0
x—1- z—1t

o Verhalten im Unendlichen (asymitptotisches Verhalten)
r—2 0

11m 5 =

o Ableitungen:
1l =1)—(x—2) -2z

!
f (‘T) - (I2 _ 1)2
2% — (227 + 4a)
o (22—1)?
B —2?+4x—1
@ =17
,, (=22 +4)(2? = 1)? — (=2 + 4o — 1)2(2* — 1)2x
f (x) = (Kettenregel)
@ =1
(24 4)(a? = 1) — (—2P 4z — 1)da
@@= 1)
_ —2x3 4+ 20 + 4% — 4 + 423 — 162° + 4z
@ =1y
B 203 — 1222 + 6x — 4
R PV
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o FEaxtrempunkte:
fllx)=—2+42x—-1=0 = 1x~3731xy~0.27,
Test:
f7(3.73) = —0.02 = HoP(3.73,0.13)
f7(027)~4.02>0 = TiP(0.27,1.87)

o Wendepunkte:
Kandidaten f”(z) =22% — 1222 + 62 —4=0 = 13 ~5.52
W(5.52,0.12)7

e Graph:

-
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16 Diskussion transzendenter Funktionen

Beispiel 16.1

2

Diskutiere die Funktion mit der Gleichung f(z) = (z — 2) - €2

(a) Definitionsbereich: D = R
(b) Symmetrie:
f(—2) = (= —2) - e2™ # f(x) fiir alle # € R = nicht ordinatensymmetrisch
—f(x) = (—x +2) - e2®” # f(—z) fiir alle € R = nicht ursprungssymmetrisch
(c) Asymptotisches Verhalten:
lim f(x) = —o0 und mh_}rgo f(z) = +o0

T——00
(d) Ordinatenabschnitt und Nullstellen:
(x—2)-e"/2=0
T =2
f(0)=(0-2)-c"=-2

(e) Ableitungen:
Flay=1-e 4 (z—2) 2 e = (22— 2z +1)e2"

2 2

@)=z —2) e + (2> —2x+1)-2-e2* = (2% — 22>+ 30— 2) - 2"

F(x) = (32® — 4z +3) - e 4 (2® — 22° + 32— 2) -z - e2”
= (z* — 22° + 62° — 62 + 3)e%z2
(f) Extrempunkte:

e Kandidaten: f'(z) =
2
o Test: f/(1) = (2®— 222 +30—2)-e2' =0-e2=0 = unklar
(g) Wendepunkte:

e Kandidaten: f(z) =

-1

[NIES

e Test: f”(1) = (2* — 22° + 62> — 62+ 3) - e
—(1-246—-6+43)-¢7=2-¢7 >0
e y-Koordinate: f(1) = (1 —2)-e2 ~ —e2 = —1.65 = WeP(1]|—1.65)
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(h) Graph:

[

y
/
/

Beispiel 16.2

Diskutiere die Funktion mit der Gleichung f(z) = In(2z — z?).

(a) Definitionsbereich:
27 — 2% > 0
z(2—1x)>0
D = (0,2) [Das ist ein offenes Intervall; kein Punkt.]
(b) Symmetrie:
Die innere Funktion 2z — x? ist weder gerade noch ungerade also auch f(z) nicht.
(c) Asymptoten:

lim f(x) = —ocound lim f(z)= —o0
z—0t =2~

(d) Nullstellen und Ordinatenabschnitt:

flz)=0

In(2z —2*) =0

2r—2=1
0=a2—2z+1

r=1

Der Ordinatenabschnitt f(0) ist nicht definiert

(e) Ableitungen:
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1 2 — 2 2 — 2

flw) = 20 — x? (2-20) = 22 —2r 22— 2z
" 2(2? = 22) — (20 — 2)(20 — 2)  22% —4x — (42 — 8z + 4)
Ji) = (2% —2x)? - (2% —2x)?
24 4r—4 22 —dx+4
(e 22 (22 —21)2
() = — (4o —4) - (2% — 22)* — (2(22 :gz;— 4) - 2(2? — 2x)1 (22 — 2)
(4 —4) - (2®—22) — (22° —da +4) - 2(22 — 2)
B (2?2 — 2x)3
A1) (@ —220) — (22 —dx +4) -4z - 1)
B (2?2 —2z)3
_ A1) (2% — 22) — (222 — 4z + 4)]
(2% —2x)3
A -] -2 22 —4] Ao -1)(2" -2z +4)
T (2% —2z)3 B (2% —2z)3

(f) Extrempunkte:

e Kandidaten:  f'(z) =0

2r—2
r2—2x
20 —2=0
r=1
2—-444 2
o Test: f”(l)——ﬁ——I——2<O = x =1 ist Hochstelle

e y-Koordinate:
y=f(1)=In(2-1-1)=In(1) =0 = HoP(1|0)

(g) Wendepunkte:

e Kandidaten: f(x) =0
—22° + 4z —4=0
keine Losung = keine Wendepunkte

(h) Graph:
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