e
Differenzialrechnung

Differenzialrechnung

Theorie (1)

DA



Differenzialrechnung

L1 Grenzwerte von Folgen

Folgen, Monotonie und Beschranktheit
Eine reelle Zahlenfolge (ap) ist eine Funktion, die jeder natiirlichen
Zahl n € {1,2,3,...} eine reelle Zahl a(n) = a, zuordnet.

Eine Folge (ap) ist monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt:
dn+1 > ap.

Eine Folge (ap) ist streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N
gilt: apy1 > an.

Analog werden (streng) monoton fallende Folgen definiert.

Eine Folge (ap) ist beschrdnkt, wenn es eine positive reelle Zahl K
gibt, so dass fiir alle n € N gilt: |a,| < K.
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Der Umgebungsbegriff

Ist a€ R und £ > 0, dann ist eine e-Umgebung U(a,¢) von a die
Menge der Zahlen

U(a,e) ={x e R: [x —a| < ¢}

U(a,¢)
€ ! € |
! T T
a—ec h a+e¢

~
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Haufungspunkte (informell)

der Umgebung U(h, ¢) liegen.

Eine reelle Zahl h ist ein Hiufungspunkt der Zahlenfolge (a,),
wenn fiir jedes noch so kleine € > 0 unendlich viele Folgeglieder in

Fasst man eine Folge
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Visualisierungsversuch von Haufungspunkten

Bei einem Haufungspunkt h geniigt es, dass in jeder noch so
kleinen Umgebung von h unendlich viele Folgeglieder liegen. Das
verbietet nicht, dass auch ausserhalb dieser Umgebungen unendlich

viele Folgeglieder (mdglicherweise mit weiteren Haufungspunkten)
liegen.
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Grenzwerte (informell)

Eine reelle Zahl a ist ein Grenzwert der Zahlenfolge (a,), wenn fiir
jedes noch so kleine € > 0 alle bis auf endlich viele Folgeglieder in
der Umgebung U(a, ) liegen.

Beachte: Jeder Grenzwert ist auch ein Haufungspunkt aber nicht
umgekehrt.
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Visualisierungsversuch eines Grenzwerts

ai
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Konvergenz und Divergenz

schreibt

Eine Folge mit einem Grenzwert wird konvergent genannt und man
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I—l Grenzwerte von Folgen

Konvergenz und Divergenz

schreibt

Eine Folge mit einem Grenzwert wird konvergent genannt und man

a= lim a,

n—o00

Eine Folge (ap), die nicht konvergent ist, wird divergent genannt.
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Nullfolge

Eine Folge (an) mit dem Grenzwert a = 0 heisst Nullfolge.
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uneigentliche Konvergenz

Erweitert man die reelle Zahlengerade um die zwei unendlich
entfernten , Punkte" —oo und oo, so sagt man, dass dass eine
Folge (an) uneigentlich gegen +o00 konvergiert, wenn fiir jedes
noch so grosse K > 0 alle bis auf endlich viele Folgeglieder grosser
als K sind.

Eine Folge (a,) konvergiert uneigentlich gegen —oo, wenn fiir jedes
noch so kleine K < 0 alle bis auf endlich viele Folgeglieder kleiner
als K sind.

Uneigentlich konvergente Folgen werden auch bestimmt diverent
genannt. Folgen die weder konvergent noch uneigentlich
konvergent sind, heissen dann unbestimmt divergent.
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Beispiel 1.1

dpn =

n
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Beispiel 1.1

dpn =

n

1,
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Beispiel 1.1
ap = —
n
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1 5,
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Beispiel 1.1

dpn =

— 0

W= S|

1
1, =
2

Sl o
o1 =

—H

monoton fallend, nach unten beschriankt, ein Haufungspunkt
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Beispiel 1.1

dpn =

Wl S

1
1, -, — 0
2'

Sl o
o1 =

—H

monoton fallend, nach unten beschriankt, ein Haufungspunkt

a, ist konvergent
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Beispiel 1.1

dp =

1,

Wl S

_)

Sl o
o1 =

1
2

—H

monoton

a, ist konvergent

—— - EmmINO0- OO O OO

0

allend, nach unten beschrankt, ein Haufungspunkt

0
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Beispiel 1.2

an = n!

11 21
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an = n!

1, 2,6,
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an = n!

1, 2,6, 24,
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Beispiel 1.2

an = n!

1, 2,6, 24, 120, ...
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Beispiel 1.2

an = n!

1, 2,6, 24, 120, ..

— 0

monoton wachsend, unbeschrankt, kein Haufungspunkt
(uneigentlicher HP)
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Beispiel 1.2
an = n!
1,2,6,24,120,... — o©

monoton wachsend, unbeschrankt, kein Haufungspunkt
(uneigentlicher HP)

(an) ist divergent (oder: uneigentlich konvergent)
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ap =
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ap =
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2n
ap =

4
1, =
3
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5 2n
" p4+1
4 6 8

11 _l _1 _'
345
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5 2n

" p4+1
46810 .
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Beispiel 1.3

5 2n

" n+1

4 6 8 10
220 2
L3256 ~

DA
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Beispiel 1.3
2n
n+1

dpn =

11

Wl
INIG)
1| 0o

10
[P T 2
6 —

monoton

<

achsend, nach oben beschrankt, ein Haufungspunkt
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Beispiel 1.3
2n
n+1

dpn =

11

Wl
INIG)
1| 0o

10
= ... =2
6

monoton

<

achsend, nach oben beschrankt, ein Haufungspunkt

(ap) ist konvergent
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

2
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an=(-2)"

_27 41

DA
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

-2, 4, =8,
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an=(-2)"

-2, 4, -8, 16,
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

—2,4, -8, 16, =32, ...

—

DA
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

-2, 4, -8, 16, —32,

—  {—o00,+00}
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

-2, 4, -8, 16, —32,

—  {—o00,+00}
nicht monoton, unbeschrankt, kein Haufungspunkt (zwei
uneigentliche HP)
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Beispiel 1.4

an=(-2)"

-2, 4, -8, 16, —32,

—  {—o00,+00}
nicht monoton, unbeschrankt, kein Haufungspunkt (zwei
uneigentliche HP)

(an) ist divergent (auch nicht uneigentlich konvergent)
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Beispiel 1.5

n
— P n'
an=(=1) n+1
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Beispiel 1.5

n
— P n'
an=(=1) n+1

2 1

DA
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Beispiel 1.5

n
— P n'
an=(=1) n+1

N =
Wl N
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Beispiel 1.5

ap = (~1)" —

DA



Differenzialrechnung

|—1 Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.5

DA



Differenzialrechnung

I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.5

ap = (~1)" —
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Beispiel 1.5

ap = (~1)" —

DA
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Beispiel 1.5

ap = (~1)" —

—  {-1,+1}

DA
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Beispiel 1.5

— P n. n
an=(=1) n+1

L2345
23 45 6

—  {-1,+1}
beschrankt, nicht monoton, zwei Haufungspunkte
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Beispiel 1.5

n
n— _1n.
2 (=1) n+1

L2345
23 45 6

—  {-1,+1}

beschrankt, nicht monoton, zwei Haufungspunkte
(an) ist divergent
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Formale Definition der Konvergenz (PAM)

Eine Folge (ap) ist konvergent mit dem Grenzwert a, wenn es fiir
jede (noch so kleine) Zahl € > 0 einen Index n. € N gibt, so dass
die Ungleichung

la—an <e

fiir alle n > n. erfiillt ist.

Das ¢ in n. zeigt an, dass der Index n. in der Regel von € abhingig ist.
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Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
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Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert:
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Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0
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Beispiel 1.6
Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n

vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:
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Beispiel 1.6
Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n

vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

la — ap
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Beispiel 1.6
Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n

vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:
1
la—an| = ‘O—‘
n
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Beispiel 1.6
Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n

vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—
n

1

n
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Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—
n

1

n

1
n

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



Differenzialrechnung

I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—
n

1

n

1 1

n - on
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Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—

y_i_ 11
n| |n| n " n. " 1/e
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Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—

1 1< 1 1
= |— = — _ —_— =
n n n o ne 1/e
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Beispiel 1.6

Beweis der Konvergenz von Beispiel 1.1: a, =1/n
vermuteter Grenzwert: a = 0

Sei € > 0. Jedes n. € N mit n. > 1/¢ hat die geforderte
Eigenschaft, denn:

1
|a—a,,|:‘0—

1 1< 1 1
= |— = — _ —_— =
n n n o ne 1/e
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Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?

vermuteter Grenzwert:



Differenzialrechnung

I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.7

Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?

vermuteter Grenzwert: a =0
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Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a = 0

Seie >0

Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)
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Beispiel 1.7

Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a = 0

Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

la — anl

DA

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 1.7
Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a =0
Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1
\a—a,,]:‘O—E

DA

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 1.7

Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a = 0

Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1
\a—a,,]:‘O——

2n 2n

DA

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 1.7

Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a = 0

Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1

1 1
\a—a,,]:‘O——

on = one

2!1

DA

u}
o)
I
i
it
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Beispiel 1.7

Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a = 0

Seie >0

Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1 1 1 1
\a—a,,]: O—E :§<—

one < 2log,(1/¢)
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Beispiel 1.7
Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a =0
Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1
\a—a,,]:‘O—E

1 1 1 1

on < 2_ne < 2Iog2(1/s) - 1/5

DA

u}
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I
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Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a =0
Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1
\a—a,,]:‘O—E

1 1 1 1

on < 2_ne < 2Iog2(1/s) - 1/5

DA

u}
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Ist die Folge a, = 1/2" konvergent?
vermuteter Grenzwert: a =0
Seie >0
Wabhle n. so, dass n. > log,(1/¢)

1
\a—a,,]:‘O—E

1 1

O

1

on < 2_ne < 2log,(1/¢) -

1
1—/528 Vn>na

o)

I

i
it
)
»
?)
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Reihen

Zur Erinnerung: Ist (a,) eine beliebige Folge, so ist die durch

n
Sp = E dp
i=1

definierte Folge (s,) die Teilsummenfolge oder Reihe von (a,).
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an=34+2-n

DA
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an=34+2-n
51

DA
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an=34+2-n

517,

DA
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an=34+2-n

57,9,
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an=34+2-n

57,9, 11,

DA
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an=34+2-n

57,9, 11, ...
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an=34+2-n

57,9, 11, ...

— 0
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an=34+2-n

57,9 11, ..

— 0

Die Folge (ap) ist divergent

DA
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

57,9 11, ..

— 0

Die Folge (ap) ist divergent
Sp: b,
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

5 7,9,11, ... — o0
Die Folge (ap) ist divergent
Sh: b, 12,
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

5 7,9,11, ... — o0
Die Folge (ap) ist divergent

sp: b, 12, 21,
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

57,9 11, ..

— 0
Die Folge (ap) ist divergent

sp: b, 12, 21, 32,
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an=34+2-n

57,9 11, ..

— 0
Die Folge (ap) ist divergent

sp: b, 12,21, 32, ...
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

5 7,9,11, ... — o0
Die Folge (ap) ist divergent

sp: b, 12,21, 32, ..

— 00
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Beispiel 1.8

an=34+2-n

57,9 11, ..

— 00
Die Folge (ap) ist divergent

sp: b5, 12,21,32,... — x>

Die Reihe (s,) ist divergent.
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1 n
dp =

2

DA
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Beispiel 1.9

)

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
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Beispiel 1.9

)

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
Sn: !
n- 21
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Beispiel 1.9

)

1 3
Sn:

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
51 Zl
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Beispiel 1.9

)

1 37
Sn:

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
- 51 Zl g,
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9
J— 1 !
()

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
137 15

248 16’
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9
J— 1 !
()

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.
137 15

514816
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9
J— 1 !
()

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.

1 37 15 ?
: — —1

514816
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9

)

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0

R S
248 16
1 1
Summenformel der GF: a; = 5> qg= 5
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9

)

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.

13715 2
48 16

1
Summenformel der GF: a1 = =, ¢ = 5

N —

1/2
s= lim s, = /

=1
n—o0 ]_—]_/2
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.9

)

Beispiel 1.7: Folge (a,) konvergiert gegen 0.

13715 2
48 16

1
Summenformel der GF: a1 = =, ¢ = 5

N —

1/2
s= lim s, = /

=1
n—o0 ]_—]_/2

GR sind konvergent, wenn |g| < 1
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Beispiel 1.10

dpn =

n

DA
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.10

dpn =

n

Beispiel 1.1: (a,) ist eine Nullfolge

DA
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.10

dpn =

n

Beispiel 1.1: (a,) ist eine Nullfolge

S SV VI I I S
I T2 T3 a5 6 7 78 9" 10
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.10

—1+1+1+1+1+1+1+1+1+l+ + =
M1 T2 T3 a5 6 778 9 10
t ! 1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+ +1
"1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 n
\/—/ ~~ ~~
1/2 1/2 1/2

u}
o)

I

i
it
)
»
?)
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.10

ap = —
n

Beispiel 1.1: (a,) ist eine Nullfolge

—1+1+1+1+1+1+1+1+1+l+ +l
M1 T2 T3 a5 6 778 9 10 n
t—l 1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+ +1
"1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 n
\/—/ ~~ ~~
1/2 1/2 1/2

(tn) ist offensichtlich divergent (1+ 2 + 3 +1+4...).

u}
o)
I
i
it

DA
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I—l Grenzwerte von Folgen

Beispiel 1.10

ap = —
n

Beispiel 1.1: (a,) ist eine Nullfolge

s—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1
"1 2 345 6 7 8 9 10 n
t—l 1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+ +1
"1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 n
N—— ~~
1/2 1/2 1/2

(tn) ist offensichtlich divergent (1+ 2 + 3 +1+4...).
VneN: t,<s, = (sp)istauch divergent

(sn) wird die harmonische Reihe genannt.

u}
o)

I

i
it
)
»
?)
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L1 Grenzwerte von Folgen

Grenzwertsatze

Sind (a,) und (by) konvergente reelle Zahlenfolgen mit den
Grenzwerten a und b, so kann die Grenzwertbildung mit den
rationalen Operationen (4, —, X, <) vertauscht werden. Genauer:

> lim (ap £ bn) = ( lim ap) £ ( lim by)

n—oo n—00 n—oo
> lim (an- o) = (Jim_a) - ( Jim_b)

» lim (a,: by) = ( lim an) : ( lim b,,) wenn n|l_>rT;o b, #0

n—o0 n—oo n—o00
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Ll Grenzwerte von Folgen

Zwei niitzliche Konvergenzkriterien

» Jede monoton wachsende und nach oben beschrankte Folge
(an) ist konvergent.

» Jede monoton fallende und nach unten beschréankte Folge (a,)
ist konvergent.
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I—l Grenzwerte von Folgen

Aufgaben (Rhyn ab Seite 9)

84a—i
85a—-c
86

87a-f

89 (PAM)
90a—m

91a

92 (nur Formel)
95ab (PAM)

96abde
97a-d
100abc
103
106

107
109
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Gegeben ist eine Funktion f und eine Stelle xg




Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Gegeben ist eine Funktion f und eine Stelle xg

Wir untersuchen, wie sich die Funktionswerte f(x,) = y, verhalten,
wenn x, gegen Xxp strebt.
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1

f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn

f(xn)

Xn

f (xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1

f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn

f(xn)
2.9

Xn

f (xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1

f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn

f(xn)
2.9
2.99

Xn

f (xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1

f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn

f(xn) f(xn)
2.9
2.99

2.999
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn

f (xn)

2.9
2.99
2.999
2.9999
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn

f (xn)

2.9
2.99
2.999
2.9999

I
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn

f (xn)

2.9
2.99
2.999
2.9999

I
-
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f (xn)

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn
2.9 6.61

2.99

2.999

2.9999

1

3—
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f (xn)

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn
2.9 6.61
2.99 6.9601
2.999
2.9999
1
3—
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f (xn)

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn
2.9 6.61
2.99 6.9601
2.999 6.996001
2.9999
1
3—




Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61
2.99 6.9601

2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001

!
-
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61
2.99 6.9601

2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001

1 1
3
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61
2.99 6.9601

2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001

+ 4
3- 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1
2.99 6.9601

2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001

+ 4
3- 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn
2.9 6.61 3.1
2.99 6.9601 3.01

2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001

+ 4
3- 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn
2.9 6.61 3.1
2.99 6.9601 3.01
2.999 6.996001 3.001
2.9999 | 6.99960001
\ 1
3~ 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1
2.99 6.9601 3.01
2.999 6.996001 3.001
2.9999 | 6.99960001 3.0001
\ 1
3~ 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)

2.9 6.61 3.1

2.99 6.9601 3.01

2.999 6.996001 3.001

2.9999 | 6.99960001 3.0001

\ 1 \

3~ 7
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn)
2.9 6.61
2.99 6.9601
2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001
A X
3~ 7

f(xn)

31
3.01
3.001
3.0001

3+
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn)
2.9 6.61
2.99 6.9601
2.999 6.996001
2.9999 | 6.99960001
A X
3~ 7

f(xn)

3.1
3.01
3.001
3.0001

3+

7.41
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001
2.9999 | 6.99960001 3.0001
\ 1 1
3~ 7 3t
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3
Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001
A X 1
3~ 7 3t
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001 | 7.00040001
{ { \
3~ 7 3+

u}
o)
I
i
it
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001 | 7.00040001
{ { \ l
3~ 7 3+

u}
o)
I
i
it
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001 | 7.00040001
{ { \ l
3~ 7 3t 7

u}
o)
I
i
it
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001 | 7.00040001
3 1 1 \
3~ 7 3t 7

Grenzwert lim f(x) = 7 existiert.
x—3

u}
o)
I
i
it
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.1
f(x) =x*>—2x+4und xp =3

Xn f(xn) Xn f(xn)
2.9 6.61 3.1 7.41
2.99 6.9601 3.01 7.0401
2.999 6.996001 3.001 7.004001
2.9999 | 6.99960001 3.0001 | 7.00040001
3 1 { i
3~ 7 3t 7

Grenzwert lim f(x) = 7 existiert.
x—3

Funktionswert f(x) =32 —2-3 + 4 = 7 existiert

u}
o)
I
i
it
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

f(x) =

x2

x—1

Xn

und XoZ].

f(xn)

Xn

f(xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

x2 —
f(x) = o und xp =1
Xn f(xn)
0.9

Xn

f(xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

x2 —
f(x) =

x—1

Xn

0.9

und XoZ].

f(xn)

0.99

Xn

f(xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

x2 —
f(x) =

x—1

Xn

0.9

und XoZ].

f(xn)

0.99
0.999

Xn

f(xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

2

f(xn)

f(x):); _11 und xp =1
Xn f(xn) Xn
0.9
0.99
0.999
0.9999
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
f(x) = o

x _11 und Xp = 1
Xn f(xn) Xn
0.9

f(xn)

0.99
0.999
0.9999

I
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

2
f(x) = o

xc—1
Xn f(xn) Xn

f(xn)

1 undxozl
0.9

0.99
0.999
0.9999

I
n
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2

2
f(x) = o

xc—1
Xn f(xn) Xn

f(xn)

1 und Xp = 1
0.9 1.9

0.99
0.999
0.9999

I
n
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
f(x) = o

xc—1
Xn f(xn) Xn f(xn)

1 und Xp = 1
0.9 1.9

0.99 1.99
0.999
0.9999

I
n
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2 _
f(x)= );_11 und xp =1
Xn f(xn)

0.9 1.9

0.99 1.99

0.999 1.999
0.9999
1
1~

Xn

f(xn)
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.2
2 _
f(x)= );_11 und xp =1
Xn f(xn) Xn
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1
1~
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.2
2 _
f(x)= );_11 und xp =1
Xn f(xn) Xp

0.9 1.9

0.99 1.99

0.999 1.999

0.9999 1.9999

1 1
1-
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn) Xn
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn) Xn
0.9 1.9 1.1
0.99 1.99 1.01
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2




Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

f(xn)

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn) Xn
0.9 1.9 1.1
0.99 1.99 1.01
0.999 1.999 1.001
0.9999 1.9999
A X
1~ 2
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
1.01
1.001
1.0001
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
1.01
1.001
1.0001
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
1.01
1.001
1.0001

1+
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
1.01
1.001
1.0001

1+

2.1
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
-1
f(X):);—l und xp =1
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn

f(xn)

1.1
1.01
1.001
1.0001

1+

2.1
2.01
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2 _
f(x)= );_11 und xp =1

Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
3 1
1~ 2

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001
1
1t
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
x> -1
f(x) = =1
(x) o und Xp

Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001
{
1t
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
x> -1
f(x) = =1
(x) o und Xp

Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001
{ \
1t
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
x> -1
f(x) = =1
(x) o und Xp

Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001
{ i
1t 2
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
X J—
f(x) = =1
(x) o und Xp
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
A X
1~ 2

Grenzwert lim f(x) =2

x—1

existiert

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001
{ i
1t 2
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.2
2
X J—
f(x) = =1
(x) o und Xp
Xn f(xn)
0.9 1.9
0.99 1.99
0.999 1.999
0.9999 1.9999
1 1
1~ 2
Grenzwert lim f(x) =2
x—1

Funktionswert f(1) =

1-1

existiert

12—1 0

Xn f(xn)
1.1 2.1
1.01 2.01
1.001 2.001
1.0001 2.0001
{ i
1t 2

existiert nicht!

=] F
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Graph von f

Fir x # 1 gilt:

DA
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y

A
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A
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[y
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Fir x # 1 gilt: f(x) = );_ 11 = (x Xl)_(xl—i— D x+1=g(x)
y
L 5
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2
Fiir x # 1 gilt: f(x) = );__11 = (x —Xl)_(xl—i— ) =x+1=g(x)
0
- X

Die Ersatzfunktion g ist nur an der Stelle x = 1 unbrauchbar
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Eine Funktion f besitzt an der Stelle xp den Grenzwert g, wenn fiir

jede Folge (x,) mit x, — xo die Folge (y,) der Funktionswerte
yn = f(xn) gegen g konvergiert.
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DA
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f(x) =
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x+1
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f(-1)= 5 =

g (kiirzen moglich?)



Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.3

f(x) =

x3—4x°>+x+6

x+1
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(kiirzen moglich?)
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oder alternativ mit Horner-Schema:

| -4 1 6
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x+1
~1-4-146 0

(kiirzen moglich?)
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oder alternativ mit Horner-Schema:

| | -4 1 6
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f(x) =

x3—4x°>+x+6

x+1
~1-4-146 0

(kiirzen moglich?)

Polynomdivision: (x3 — 4x? + x +6) : (x + 1) = (x> — 5x + 6)
oder alternativ mit Horner-Schema:

-

6

-1|1]-5

1
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f(x) =

x3—4x°>+x+6

x+1
~1-4-146 0

(kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x3 — 4x% + x +6) : (

oder alternativ mit Horner-Schema:

X +
|4
L

1) = (x2 —

5

1
1/-5 6

ol X

+6)
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x3—4x2 +x+6
f(x) =
() x+1
f(-1) = —1—40—1+6 0

(kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x

4x° 4+ x46): (x+1) =
oder alternativ mit Horner-Schema

-1[1
(x +1)(x* - 5x-|-6)
fl) = (x +1)

x? —Bx + 6 fiir x # —1
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Flx) = x+1
1-4-1 0
F(-1) = 1 . +6_0

(kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x

4x° 4+ x46): (x+1) =
oder alternativ mit Horner-Schema

—5x+6)
| | -4 1 6
-1|/1|-5 6 0
1 _
f(x) = (x+ )((;+1)5X+6) 2 _5x +6 fiir x # —1
Xl—I>rT—]1f(X):
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X3 —4x2 4 x+6

f) = x+1
F(—1) = -1-4

0_ tro 0 (kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x3 — 4x? + x +6) : (x + 1) = (x> — 5x + 6)
oder alternativ mit Horner-Schema ‘ ‘ -4 1 6
-1|/1|-5 6 0
(x +1)(x? —5x-|-6)
-5 6 fi -1
f(x) = x5 1) x + 6 fiir x #
= (—1)?
Jim () = (-1)

—5(—1)+6=
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X3 —4x2 4 x+6

f) = x+1
F(—1) = -1-4

0_ tro 0 (kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x3 — 4x? + x +6) : (x + 1) = (x> — 5x + 6)
oder alternativ mit Horner-Schema ‘ ‘ -4 1 6
-1|/1|-5 6 0
(x +1)(x? —5x-|-6)
-5 6 fi -1
f(x) = x5 1) x + 6 fiir x #
= (—1)?
Jim () = (-1)

(-1)+6=1+5+6=
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X3 —4x2 4 x+6

f) = x+1
F(—1) = -1-4

0_ tro 0 (kiirzen moglich?)
Polynomdivision: (x3 — 4x? + x +6) : (x + 1) = (x> — 5x + 6)
oder alternativ mit Horner-Schema ‘ ‘ -4 1 6
-1|/1|-5 6 0
(x +1)(x? —5x-|-6)
-5 6 fi -1
f(x) = x5 1) x + 6 fiir x #
= (—1)?
Jim () = (-1)

(-1)+6=1+5+6=12
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. sinx
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. sinx
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sin(x)/x
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bs sin(x)/x X sin(x)/x
0.1 | 0.998334 -0.1
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x—=0 X
X sin(x)/x X sin(x)/x
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0.01 | 0.999983 —0.01 | 0.999983
0.001 | 0.999999 —0.001 | 0.999999
i + +
o+ 1 0~
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lim sin x =7
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X sin(x)/x X sin(x)/x
0.1 | 0.998334 —0.1 | 0.998334
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0.001 | 0.999999 —0.001 | 0.999999
i + + i
o+ 1 0~
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x—=0 X
X sin(x)/x X sin(x)/x
0.1 | 0.998334 —0.1 | 0.998334
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0.001 | 0.999999 —0.001 | 0.999999
i + + i
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lim sin x =7
x—=0 X
X sin(x)/x X sin(x)/x
0.1 | 0.998334 —0.1 | 0.998334
0.01 | 0.999983 —0.01 | 0.999983
0.001 | 0.999999 —0.001 | 0.999999
\J 3 1 1
ot 1 0~ 1
lim X =1
x—=0 X
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1

1
fcosx-sinx<§~1-x<7-1-tanx
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Formaler Nachweis (PAM)

o'

e £ -

A(OQP) < A(OSP) < A(OSR)
1

. 1
fcosx-smx<§~1-x<7-1-tanx

2

sin x
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sin x
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DA
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X 1
cosx < — <
sinx  cosx

1 sin x
> > COoS X
COS X X

x — 0:
. sinx sin x
1>lim—>1 = I|lm—=1
x—0 X x—0 X

DA
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Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.5 (PAM)
F(x) = cosx +1
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X — T

Funktionswert: ()
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X =T
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F(x) = cosx +1

X —T

 Xo =T

1
Funktionswert: f(7) = cosmt

—1+1
=T

_0

0 0

Kiirze mit Hilfe der Produktformel (Formelsammlung S. 99)
COS X — COSTr

X =T

X =T

—2-sin([x + 7]/2) - sin([x — 7] /2)

—sin([x 4+ 7]/2) - sin([x — 7]/2)
[x —7]/2
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F(x) = cosx +1

iX0 =T
X — T

Funktionswert: ()

™ =T

_cost+1 —-1+1 0

0 0
Kiirze mit Hilfe der Produktformel (Formelsammlung S. 99)
COS X — COS T

X =T

—2-sin([x + 7]/2) - sin([x — 7] /2)

X =T

_ - sin([x + 7]/2) - sin([x — 7]/2)
[x —7]/2
—sin([x + 7]/2) -

sin([x — 7]/2)
[x —7]/2

m]

=
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. COSX — COST
[im

X—>T

X —T

DA
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) COSX —CosT

[im = —
X—>T X — T

lim sin(2a + )2
a—0

a
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[im

L sina
= — limsin(2a+ 7)—
X—=m X =T a—0

— [sin(7) - 1]

(Beispiel 2.4)
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Substitution: =a & x=2a+m
X =T <=

a—0

. COSX — COST L sin a
lim = — limsin(2a+ 7)—
X—T X — T a—0

— [sin(7) - 1]

(Beispiel 2.4)
=0
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A

Y
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-~J
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flx) = X1

X0 =1
x—1 0

= (1)
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9
1.01 | 201
1.001 | 2001
\ 1
1" +o00

oI
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.6

x+1
f(x):x—l'

X():l

f(x)
1.1

=

f(1)

f(x)

1.01
1.001

1+

201
2001

—+00

0.9
0.99

oI
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= =1 f(1) == 7
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9
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\ 1
1t 400
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X f(x) X f(x)
1.1 21 0.9
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x+1 2
= =1 f(1 —
X f(x) X f(x)
1.1 21 0.9

1.01 | 201 0.99
1.001 | 2001 0.999

\ 1 \
1t 400 1~
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x+1 2
= =1 f(1 —
X f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 —19

1.01 | 201 0.99
1.001 | 2001 0.999

\ 1 \
1t 400

1-
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x+1 2
= =1 f(1 —
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 -19

1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999

\ 1 \
1t 400

1-
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=" 0=1 = f1)=
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 -19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
~L + \
1t +00 1
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Beispiel 2.6

=" 0=1 = f1)=
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 -19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
~L + \ ¢
1t +00 1

oI
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x+1 2
= =1 f(1 —
f(x) 1 0 = f(1) 5
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 —19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
! 1 \J 1
1t 400 1~ —00
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x+1 2
= = F(1) = < 7
f(x) 1 0 1 = f(1) 5
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 —19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
! 1 \J 1
1t 400 1~ —00
lim f(x)=—o0
x—1-
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|—2 Grenzwerte von Funktionen
Beispiel 2.6
x+1 2
= = F(1) = < 7
f(x) 1 0 1 = f(1) 5
X f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 —19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
! 1 \J 1
1t 400 1~ —00
lim f(x)=—o0
x—1-

lim f(x) =
xl>rT11Jr (X)

= +00
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Beispiel 2.6

|—2 Grenzwerte von Funktionen

x+1
= =1 F(1
f(x) 1 0 = f(1)
bs f(x) X f(x)
1.1 21 0.9 -19
1.01 | 201 0.99 | —199
1.001 | 2001 0.999 | —1999
\ 1 \ \
1" +o00 1~ —00
lim f(x)=—o0
x—1-

oI

lim f(x) =400
x—1t
Grenzwert existiert nicht
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Graph von f

y

A

>

Y

\
|
|

f hat an der Stelle x = 1 einen Pol.



Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?



Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

x—too x —1




Differenzialrechnung

|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim X L)/x

i 1+1/x
= m =
x=+o00 (x —1)/x  x=4001—1/x
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim X L)/x

140

i 1+1/x 1
- m = e
X—+00 (X—].)/X x—>+ool—1/X 1-0
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Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim XL/

1+1/x

X—H—oo(X—].)/X_ x—>+ool—1/X_ 1-0 -
. x+1
analog: lim =

140
x——o00 X —1
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Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim XL/

1+1/x

X—H—oo(X—].)/X_ x—>+ool—1/X_ 1-0 -
. x+1
analog: lim =

1
_ 140

x——00 X — 1
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Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim XL/

1+1/x

X—H—oo(X—].)/X_ x—>+ool—1/X_ 1-0 -
. x+1
analog: lim =

1
_ 140
':1

x——00 X — 1
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Asymptotisches Verhalten

Wie verhilt sich f(x) fiir grosse |x|?
.oox+1
lim =

X—+00 X —

jim XL/

1+1/x

x—H—oo(X—].)/X_ x—>+ool—1/X_ 1-0 -
. x+1
analog: lim =

140
1+ 1

xﬁfooX—]._

y = 1 ist die Gleichung der horizontalen Asymptote.
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x?+1
f(x) = x—l—l'XOZ_l

=

F(—1) =

|
[« ]
-~

DA
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Beispiel 2.7

2
f(x):x +1

1 :_1
x+1 0

Polynomdivsion (Horner):

=

F(~1)

olIN
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Beispiel 2.7

2
f(x):x +1

1 :_1
x+1 0

Polynomdivsion (Horner):

x? 41 2
—x 14+ =
x+1 * +1
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.7
x?+1 N
x+1' 70

f(x) =

Polynomdivsion (Horner):

x?+1 2
—x—14—"
x+1 T T T
lim f(x) =—oc und
x——1"

2
= f(-1) o

| [ o 1
-1[1]-1 2
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.7
x2+1 2
- — 1 f(—1) = 2 7
f(x) x+1' 70 = =1 0
Polynomdivsion (Horner): | |0 1
-1[1]-1 2

x?+1 2

—x—14—"
x+1 T T T

lim f(x)=—ocound lim f(x)=4o00

x——17 x——1T
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.7
x2+1 2
Polynomdivsion (Horner): | |0 1
-1[1]-1 2
x?+1 2
—x—14 =
x+1 T T T

lim f(x)=—ocund lim f(x)= 400
x——1" x——1T

Fiir grosse |x| gilt f(x) = x —1
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|—2 Grenzwerte von Funktionen

Beispiel 2.7
x> 41
= =-1 f(—1) =

f(x) 1 = f(-1)

Polynomdivsion (Horner): | o
-1]1]-1

2

x“+1 14 2

x+1 x+1

lim f(x)=—ocound lim f(x)=4o00

x——17 x——1T
Fiir grosse |x| gilt f(x) = x —1

g = x — 1 ist eine Ersatzfunktion fiir f
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Differenzialrechnung
|—2 Grenzwerte von Funktionen
L-2.1 Stetigkeit

Eine Funktion f ist an der Stelle xg stetig, wenn gilt:

XILr?(O f(x) = f(x0)

wobei alle Ausdriicke in der Gleichung definiert sein miissen.

N
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L2 Grenzwerte von Funktionen

2.1 Stetigkeit

Aufgaben (Rhyn ab S. 15)

13a—i 16a-h
14a—i 17a—c
15a—f

Hinweise: Das Buch bezeichnet mit [x] die ,,floor"-Funktion |x],

die jede reelle Zahl x auf die nachsttiefere ganze Zahl a abrundet;
also [7.7] = |7.7] =7, [5] = |[5] =5, [-1.414] = | —1.414] = -2
und [-8] = |—-8] = -8

Die Signum-Funktion (Vorzeichenfunktion) ist wie folgt definiert:

1 falls x > 0
sgn(x) =<0 fallsx=0
—1 fallsx <0
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|—3 Der Differenzialquotient

Das Tangentenproblem

y

Gegeben: eine geeignete Funktion f und eine Stelle xg
Gr

t

X

Gesucht: Steigung der Tangente von Gr an der Stelle xp
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ms =
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L3 Der Differenzialquotient

Differenzenquotient

Steigung der Sekante durch Py und P (in zwei Darstellungen)
Ay

Me = — =

T Ax
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L3 Der Differenzialquotient

Differenzenquotient

Steigung der Sekante durch Py und P (in zwei Darstellungen)
By ()~ f()
T Ax

_ f(xo + h) — f(xo)
X — Xo n h
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L3 Der Differenzialquotient

Differenzenquotient

Steigung der Sekante durch Py und P (in zwei Darstellungen):

ms = Ay = Flx) — f(x0) = fho+h) = ) (Differenzenquotient)
Ax X — Xo h
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Der Differenzialquotient
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L3 Der Differenzialquotient

Der Differenzialquotient

Existiert der Grenzwert

im f(x) — f(xo) —Im f(xo + h) — f(x0)
X=X X — X h—0 h
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L3 Der Differenzialquotient

Der Differenzialquotient

Existiert der Grenzwert

lim M = lim
x=xo X — X h—0 h

f(xo + h) — f(x0)

so wird dieser Differenzialquotient oder Ableitung der Funktion f
an der Stelle xp genannt und mit f/(xp) abgekiirzt.
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|—3 Der Differenzialquotient

Geometrische Deutung

Der Grenzwert

i F0) ()

X—rX0 X — X0
ist gleich der Steigung der Tangente an den Graphen
Stelle xp.

von f an der
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|—3 Der Differenzialquotient

Aus praktischen Griinden ersetzen wir in der obigen Formel
X = xpg + h und schreiben

f'(x0) =

lim f(Xo —+ h) — f(Xo)
h—0 h
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Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)
der Stelle xg = 1.

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)
der Stelle xg = 1.

F(1) =

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)
der Stelle xg = 1.

2
(1) = i F(1+h) — f(1)

= X~ an

; _
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)
der Stelle xg = 1.

f(1+h)—f(1

F(1) = lim LD =)

h—0

. (14 h)?—12
h = h50 h

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)
der Stelle xg = 1.

-~ 2 12
7(1) = jim f(1+hf)] f(1) _ (h?-1

h—0 h
1+2h4+h -1

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x) = x? an
der Stelle xg = 1.

f(1+h)—f(1 1+ h)2—-12
/(1) = lim (Ah) = FA) _y, QA7 =17
h—0 h h—0 h
. 14+2h+h—1  h(2+h)
= lim = lim ——=~
h—0 h h—0 h
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

der Stelle xg = 1.

f(1+h)—f(1 1+ h)2—-12
h—0 h h—0 h
. 14+2h+h—1  h(2+h)
= lim = lim ——=~
h—0 h h—0 h
= lim(2+ h) =
Jim(2+h)

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

der Stelle xg = 1.

f(1+h)—f(1 1+ h)2—-12
h—0 h h—0 h
. 14+2h+h—1  h(2+h)
= lim = lim ——=~
h—0 h h—0 h
= lim(2+h) =2
Jim(2+h)

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)

=X2 an
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|—3 Der Differenzialquotient

Beispiel 3.1

der Stelle xg = 1.

Gesucht: Gleichung der Tangente und Normale von f(x)

=X2 an
f(1+h)—f(1 1+ h)2—-12
h—0 h h—0 h
. 14+2h+h—1  h(2+h)
— lim = lim ———
h—0 h h—0 h
= lim(2+h) =2
yim (2 + )

Bei xp = 1 hat Gf eine Tangente mit der Steigung m = 2
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Gleichung der Tangente: t: y = myx + g

Funktionswert: y = f(1) =1
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|—3 Der Differenzialquotient

Gleichung der Tangente: t: y = myx + g

Funktionswert: y = f(1) =1

Steigung: m; = 2

DA
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|—3 Der Differenzialquotient

Gleichung der Tangente: t: y = myx + g
Funktionswert: y = f(1) =1
Steigung: m; = 2

P(1,1) e t:

DA
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|—3 Der Differenzialquotient

Gleichung der Tangente: t: y = myx + g

Funktionswert: y = f(1) =1

Steigung: m; = 2
P(1,1)et:1=2-14q =

g=-1
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|—3 Der Differenzialquotient

Gleichung der Tangente: t: y = myx + g
Funktionswert: y = f(1) =1

Steigung: m; = 2
P(1,1)et:1=2-14q = g¢g=-1

=t y=2x—-1
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L3 Der Differenzialquotient

Eine Normale ist eine Gerade, die senkrecht zu einer anderen

Gerade steht. Hier steht die Normale senkrecht zur Tangente und
geht ebenfalls durch den Kurvenpunkt (xo, f(xo)).
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Eine Normale ist eine Gerade, die senkrecht zu einer anderen
Gerade steht. Hier steht die Normale senkrecht zur Tangente und
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Gleichung der Normalen: n: y = myx + q
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L3 Der Differenzialquotient
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h—0 h h—0

_ im x3 +3x2h4+3xh2 + h® — X3

a h—0 h

. 3x?h+3xh® + h®
= lim

h—0 h
i h(3x% + 3xh + h?)
 h—0 h
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Die kubische Funktion f(x) = x®

h—0 h

h—0
lim x3 4+ 3x2h 4+ 3xh? + h3 — X3
=1

h—0 h

. 3x2h+3xh?> + h3
= lim
h—0 h

= |im

h(3x% + 3xh + h?)
h—0

h
(3x% + 3xh + h?)

= lim
h—0

I C )
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Die kubische Funktion f(x) = x®

f’(X) _ /!'lno f(X + h) _ f(X)

3 _
= lim (x+h)
h h—0
_ im x3 +3x2h4+3xh2 + h® — X3
a h—0 h
. 3x%h 4 3xh? + h3
= |im
h—0 h
i h(3x% + 3xh + h?)
o0 h
= lim
h—0

(3x% + 3xh + h?) = 3x°
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Die kubische Funktion f(x) = x®

f’(X) _ /!'lno f(X + h) _ f(X)

3 _
= lim (x+h)
h h—0
_ im x3 +3x2h4+3xh2 + h® — X3
a h—0 h
. 3x%h 4 3xh? + h3
= |im
h—0 h
i h(3x% + 3xh + h?)
o0 h
= lim
h—0

(3x% + 3xh + h?) = 3x°
[X3]/ = 3x2
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y="f'(x)

\ ]/

y=f(x)
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Die quartische Funktion f(x) = x*
Vermutung:
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|—4.1 Elementare Funktionen

Die quartische Funktion f(x) = x*
Vermutung: [x*]" = 4x3
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Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”
[x"]l =n-x
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[x"]lzn-x

Beweis:

Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”

fl(x)=li
0= fim

(x+ h)"—x"
h
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Beweis:

Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”
[x"]l =n-x""
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Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”
[x"]l =n-x""1

Beweis:
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Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”
[x"]/ =n-x""1

Beweis:

F(x) = fim SFA)" =X
h—0

—I'ml Mxr o (7 )xn-
i n (o) 1)*
—I'ml
a0 h

v (s (4
2 n
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[x"] =n-x""

1

Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”

Beweis:

f(x)

— lim (x+h)"—x
h—0

1
ol
—I'ml Mmoo (M r1p 4
% h | \o)* 1)%

1
= lim —

h—0

p [nx”_1h+ (n

2

>Xn—2h2 et <n)hn:|
n
= |im [nx”_:l + (n
h—0

)Xn_2h+"'+ (n>hn—1:|
2 n
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Die allgemeine Potenzfunktion f(x) = x”
[x"]/ =n-x""1

Beweis:

F(x) = fim SFA)" =X
h—0

1
ol
—I'ml Mmoo (M r1p 4

% h | \o)* 1)%

o1
= |lim —

an_1h+ n Xn_2h2—|—---—|— n hn
h—0 h 2 n
= lim [nx”_:l + (n) X" 2hp (n) h”_l]
h—0 2 n
= nx"1
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x
f'(x) = lim

f(x+ h) —f(x)
h—0 h
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x
. f(x+h)—~f(x) . 1] 1 1
/ _ — =
Fx) = Jim, h =AM h | x+h
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f'(x) = li

Die reziproke Funktion f(x) =1/
o f(x+ h) —f(x)

X
i1

ho0 h TS0k [ x+h  x

—Iiml X X+ h

~ h»0h [ x(x+h)  x(x+h)
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x

x) =1/
. f(x+h)—f(x) 1 1 1
! . — _ N
Flx) = fim, h Xt x
1 X X+ h .1 x—x—nh
= lim = — = lim — -
h—0 h | x(x+h)  x(x+h) h—0h  x(x+ h)
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x

x) =1/
. f(x+h)—f(x) 1 1 1
! . — _ N
Flx) = fim, h Xt x
1 X X+ h 1 x—x—nh
= |im — = |lim — -
h—0 h | x(x+h)  x(x+h) h—0h  x(x+ h)
_ 1 —h
=0 h x(x+h)
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x

x)=1/
. f(x+h)—f(x) 17 1 1
! . — _ —
Pl = Jim, h “iTh xth x
1 X X+ h .1 x—x—h
= lim — — = lim — -
h—0 h | x(x+h)  x(x+h) h—0h  x(x+ h)
T I S
=0 h x(x+h) =0 x(x+ h)
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x

x)=1/

. f(x+h)—f(x) 17 1 1
! . — _ —
P = fim, h 0k [x+h X

o1 X x4+ h .1 x—x—h
= lim — — = lim — -

h—0 h | x(x+h)  x(x+h) h—0h  x(x+ h)
—im .M -
~h=0h x(x+h) h

. -1
m x(x+h)  x2
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Die reziproke Funktion f(x) = 1/x

x)=1/
. f(x+h)—f(x) 17 1 1
! . — _ —
Pl = Jim, h “iTh xth x
1 X X+ h .1 x—x—h
= lim — — = lim — -
h—0 h | x(x+h)  x(x+h) h—0h  x(x+ h)
W S
~h=s0h x(x+h)  hsox(x+h) x2
-1
x| x?
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Die Wurzelfunktion f(x) = 1/x
f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x)
h—0 h
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Die Wurzelfunktion f(x)

fl(x)=li
0= fim

= VX

f(x+ h) —f(x)
h

= lim
h—0

x+h—/x

h
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Die Wurzelfunktion f(x)

— Vx
f'(x) = lim

f(x+ h) —f(x) — m Vx+h—/x
h h—0 h
o (VTR R AT VR)
h=>0 h(vx +h+/x)

h—>0
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Die Wurzelfunktion f(x)

-k
f'(x) = lim

f(x+h)—f(x)

= lim \/_
h h—0
i R VR (ViR f)

h=>0 h(vx +h+/x)

h—>0

X+ h—x
h=0 h(v/x + h + v/X)
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Die Wurzelfunktion f(x)

— Vx
f'(x) = lim

f(x+ h) —f(x )—Ilm VX \/_
h h—0
R R (VR "
h=>0 h(vx +h+/x)
X+ h—x

h—>0

h=0 h(v/x + h+ /x)

h—0 /x + h+ /x
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Die Wurzelfunktion f(x)

— Vx
f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x) — lim
h

Vx+h—/x
h—0 h
= lim

h—>0

(Vx+h=vx)(Vx+htx)
h=>0 (\/F+f)

X+ h—x
h—=0 h(v/x + h+ y/x)

1
=0 VxRt /X VX E VX
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Die Wurzelfunktion f(x)

— Vx
f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x) — lim
h

Vx+h—/x
h—0 h
= lim

h—>0

(Vx+h—vx) (Vx+htVx)
h=>0 (\/F+f)
X+ h—x
h=0 h(v/x + h+ /x)
1 1
0 VX T A+ X VXEVX 2Vx



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4 1 Elementare Funktionen

Die Wurzelfunktion f(x)

S::

F) = lim f(x + h) — f(x) lm\/— VX
~ 50 h ~ Al
N s e R
h=>0 h(vx +h+/x)

X+ h—x
h=0 h(v/x + h+ /x)
1 1
0 VX T A+ X VXEVX 2Vx
VA = 5
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y = f(x)
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y = f(x)
gt
. y = f'(x)
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Verallgemeinerung

e -

a-x?~1 (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
>
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Verallgemeinerung

e -

a-x?~1 (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
> [x]'=[x1]'=1-x0=1-1=1
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Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
> [x]'=[x1]'=1-x0=1-1=1
> [
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L4.1 Elementare Funktionen

Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
> [~

X' =1-x0=1-1=1
> [xz]/:2-x1:2‘x
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L4.1 Elementare Funktionen

Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
> [~

X' =1-x0=1-1=1
> [xz]/:2-x1:2‘x

> [x7],
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Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern
> [~

X' =1-x0=1-1=1
> [xz]/:2-x1:2‘x

> [x7]'=7x
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Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern:

> [x]'=[x1]'=1-x0=1-1=1
> [ ]/—2 xI=2.x
> [x7]—7 x0
> |

l/x]
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Verallgemeinerung

[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)

Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern:

> [x]'=[x1]'=1-x0=1-1=1
P[ ]/—2 xt=2.x
>[x7]—7x

> [1/x]'= [ = 1= 1
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Verallgemeinerung
[x"]’ = a-x?~! (Potenzregel)
Dadurch lassen sich (b)—(h) verallgemeinern:

> [x]'=[x1]'=1-x0=1-1=1

> |
> [x7],:7-x6
> |

[

v
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I
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x
f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x)
h—0 h
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x

f'(x) = li
0= fim,

F(x + h) — F(x)

h

h—0

. B <
msm(x+ ) —sinx

h
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x

f'(x) = lim fict h) = F(x)

X sin(x + h) —sinx
= lim
h—0 h h—0 h
i sinx - cos h+ cosx - sin h — sin x
= lim
h—0 h

(FTB S. 99)
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x

f'(x) = lim fict h) = F(x)

. sin(x + h) —sinx
= |im
h—0 h h—0 h
. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh
= |im + lim
h—0 h h—0

(FTB S. 61)
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x

f'(x) = lim fict h) = F(x)

. sin(x + h) —sinx
= |im
h—0 h h—0 h
. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh
= |im + lim
h—0 h h—0

(FTB S. 61)
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x

f'(x) = lim fict h) = F(x)

sin(x + h) —sinx
= |im
h—0 h h—0 h
. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh
= |im lim
h—0 h h—0

. . cosh—1
=sinx- lim
h—

(FTB S. 61)
h

. sinh
+cosx - lim ——

h—0 h
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x
f'(x) = lim fix+h) = F(x)

h—0

sin(x + h) —sinx
= |im

h h—0 h

. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx

= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh

= |im lim
h—0 h h—0

. . cosh—1
=sinx- lim
h— h

(FTB S. 61)
=sinx-0+cosx-1

. sinh
+cosx - lim ——

h—0 h
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x
f'(x) = lim fix+h) = F(x)

h—0

sin(x + h) —sinx
= |im

h h—0 h

. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx

= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh

= |im lim
h—0 h h—0

(FTB S. 61)

. . cosh—1 sin h

=sinx- lim + cos x - —_—
h— h

h
(FTB S. 62)

[im
h—
=sinx-0+cosx-1=cosx
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Die Sinusfunktion f(x) = sin x
f'(x) = lim fix+h) = F(x)

h—0

sin(x + h) —sinx
= |im

h h—0 h

. sinx-cosh-+ cosx-sinh—sinx

= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. sinx-(cosh—1) cosx -sinh

= |im lim
h—0 h h—0

(FTB S. 61)

. . cosh—1

=sinx- lim + cos x -
h— h

i sinh

im —

h— h

=sinx-0+cosx-1=cosx (FTBS.62)
. /

[sinx]" = cosx
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x
f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x)
h—0 h
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x
F(x) = lim f(x+ h) — f(x) — lim cos(x + h) — cos x
h—0 h h—0

h
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

fI(X) — Iim f(X + h) - f(X) — lim COS(X =+ h) — COS X
h—0 h h—0 h
lim S22 cos h —sinx - sin h — cos x
= 1
h—0 h

(FTB S. 99)
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x
F(x) = lim f(x+ h) — f(x) — lim cos(x + h) — cos x
h—0 h h—0 h
. cosx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
— im cos x(cos h — 1)
h—0 h

. sinx-sinh
— lim
h—0 h
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

_ h) —
F(x) = lim flx+h) —f(x) _ im cos(x + h) — cos x
h—0 h h—0 h
. cosx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. cosx(cosh—1)  sinx-sinh
= lim — lim (FTB S. 61)
h—0 h h—0
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

o h—0

f'(x) = lim fict h) = F(x)

X . cos(x + h) — cos x
= |im
h h—0 h
. cosx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. cosx(cosh—1)  sinx-sinh
= lim — lim (FTB S. 61)
h—0 h h—0
. cosh—1
=cosx - lim
h—

h

—sinx- lim —— (FTBS. 61
h—0 h ( )
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

f'(x) = li

fx+h) — f(x)

X . cos(x + h) — cos x
= |im
h—0 h h—0 h
. cosx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. cosx(cosh—1)  sinx-sinh
= lim — lim (FTB S. 61)
h—0 h h—0
. cosh—1
=cosx - lim
h—

h

—sinx- lim —— (FTBS. 61
h—0 h ( )
—=cosx-0—sinx-1
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

f'(x) = li

fx+h) — f(x)

X . cos(x + h) — cos x
= lim
h—0 h h—0 h
. COSXx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. cosx(cosh—1)  sinx-sinh
= lim — lim (FTB S. 61)
h—0 h h—0
. cosh—1 . .
=cosx - lim —sinx- lim —— (FTBS. 61)
h— h h—0 h
=cosx:-0—sinx-1=—sinx (FTBS. 62)
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Die Cosinusfunktion f(x) = cos x

f'(x) = li

F(x + h) — F(x)
h0

i cos(x + h) — cos x
= lim
h h—0 h
. COSXx-cosh—sinx-sinh— cosx
= lim (FTB S. 99)
h—0 h
. cosx(cosh—1)  sinx-sinh
= lim — lim (FTB S. 61)
h—0 h h—0
. cosh—1 . .
=cosx - lim —sinx- lim —— (FTBS. 61)
h— h h—0 h
=cosx:-0—sinx-1=—sinx (FTBS. 62)
/ .
[cosx] = —sinx
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Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion
|—4.1 Elementare Funktionen

= f(x)

>

e




e
Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion
|—4.1 Elementare Funktionen

y = 1)
/2

y =f(x)

>




Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

F(x) = ,Ili_"go f(x+h) —f(x)




Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

F(x) = ,Ili_"go f(x+ h/))— f(x)

ex—l—h

= lim



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

F(x) = ,Ili_"go f(x+ h/))— f(x)

ex—l—h _ X
= lim

h—0
_ o eX.eh—ex
= lim

h—0 h



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

o x+h X
F(x) = lim TXEN =) e €
h—0 h h—0
X . eh — ex eX(eh—l)
p— | pu— |.
il;ino h hTO h



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

o x+h X
F(x) = lim TXEN =) e €
h—0 h h—0
h X x(Ah
o eX.eh— . e¥(eh —1)
n il;ino h B flrino h
.o eh—1
=e&* - lim
h—0




Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e &~ 2.71828 Eulersche Zahl)

o x+h X
F(x) = lim TXEN =) e €
h—0 h h—0
_ o eX.eh—ex . eX(eh—l)
n il;ino h N flrino h
h—1
=e*. |lim ¢ =e*.1
h—0



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e ~ 2.71828 Eulersche Zahl)

o x+h X
F(x) = lim TXEN =) e €
h—0 h h—0
_ o eX.eh—ex . eX(eh—l)
n fl;ino h B flrino h
h_1
= e~ /I7im0e =e*-1=¢" (FTBS.62)
_>



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = e*

(e ~ 2.71828 Eulersche Zahl)

—f x+h X
F(x) = lim TXEN =) e €
h—0 h h—0
X . eh _ X eX (eh - 1)
p— | pu— |.
fl;ino h hTO h
h_1
— . |im & =e*-1=¢" (FTBS.62)
h—0
#)=e



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

y=e




Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen




Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x)

=lnx

F(x) = ’|7i_r>n0 f(x+ hi),— f(x)



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

f'(x) = li
0= fim,

F(x + h) — £(x)

h

=l
h—0

I h) —1
0 n(x+ h) —Inx

h



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

oy o fx+Hh)—f(x) . In(x+h)—Inx
f(x)_’lgno h _illno h

— lim In [(X—i—h)/x]

h—0 h



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

X . In(x+h)—Inx
= lim
h h—0

h
- (x+ h)/x] —m In(1+ h/x)
h—0



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

X . In(x+h)—Inx
= lim
h h—0

h

h
- (x + h)/x] —m In(1+ h/x)
h—0 h—0 h
Substitution: h = k - x, wobei h -0 k — 0



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

X . In(x+h)—Inx
= lim
h h—0

h
h
- (x + h)/x] —m In(1+ h/x)
h—0 h—0 h
Substitution: h = k - x, wobei h -0 k — 0
— lim In(1+ k)
k—0 kx



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx
f'(x) = li

o f(x+ h) — f(x) — lim In(x + h) —Inx
h—0 h h—0

h
- (x+ h)/x] o
h—0

o In(1+ h/x)
h—0

h
Substitution: h = k - x, wobei h -0 k — 0
— fim In(1+ k) _ 1 im In(1+ k)
k—0 kx X k—0

k



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

f'(x) = lim flct h) = F(x)

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx
h

— lim In(x + h) —Inx
—0 h a h—0 h
| h
I [(x + h)/x] i In(1+ h/x)
h—0 h h—0 h
Substitution: h = k - x, wobei h -0 k — 0
— |im le lim M [ (FTBS.62)
k—0 kx X k—0 k X
1



Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion

|—4.1 Elementare Funktionen

Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx

f h) —f [ h) — |
f'(x) = lim (x+h) = f(x) = lim n(x +h) = Inx
h—0 h h—0 h
| h
I [(x + h)/x] i In(1+ h/x)
h—0 h h—0 h
Substitution: h = k - x,

wobei h -0 k—0
— lim In(1 + k) 1
k—0

. In(l+k) 1
— = — (FTBS.62
kx X kTO k X ( )

—_——

1

[Inx]lzl/x
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Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion
|—4.1 Elementare Funktionen

y = In|x|

>

Y




e
Differenzialrechnung
|—4 Die Ableitungsfunktion
|—4.1 Elementare Funktionen
;

y =In[x|
[

\/
I

Es gilt sogar: [In \x\]’ =1/x

Sy =1/x




Differenzialrechnung
L4 Die Ableitungsfunktion
L4.2 Der Differenzialoperator

Ist eine Funktion f fiir jedes x aus ihrem Definitionsbereich
differenzierbar, so wird durch f’ eine neue Funktion definiert:

Funktion x — f(x)
Ableitungsfunktion x — f/(x)

Diese Tabelle kdnnen wir auch so interpretieren, dass der Funktion
f, eine Funktion f’ zugeordnet wird. Diese , Meta-Funktion",
welche einer Funktion ihre Ableitungsfunktion zuordnet, wird
Differentialoperator genannt und so dargestellt:

d , d
d—x.f—>f oder de—f

. ..d :
Beispiel: — cos x = —sin x
dx



e
Differenzialrechnung

L4 Die Ableitungsfunktion

L4.3 Zusammenfassung

f(x) f'(x)

¢ (const.) 0

X 1

VX 1/(2vx)  (x>0)
1/x ~1/x>  (x#0)
x" (r € R) rox—t

sin x CoSs X

Cos x —sinx

e ex

In |x| 1/x

Zusatzliche Ableitungsfunktionen erhalten wir aus den
Ableitungsregeln.

u}

o)
I
i

it



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

Wie werden Summen, Produkte, Quotienten, und Verkettungen
von Funktionen differenziert?



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

Ls1 Summenregel

gilt:

Sind die Funktionen f und g an der Stelle x differenzierbar, dann

[F(x) +8(x)]" = F(x) +&'(x).



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

Ls1 Summenregel

Beweis

[F(x) +&(x)] = Jim

h

[F(x+ h) +g(x + h)] = [f(x) + g(x)]
0




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.1 Summenregel

Beweis

09 + ()] = im 11 2 80 D] = [F) + ()]

= lim
h—0

h
f(x+h) — f(x) + g(x + h) — g(x)

h




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

LS.I Summenregel

Beweis

09 + ()] = im 11 2 80 D] = [F) + ()]

h
_im f(x+h) — f(x)+g(x+ h) — g(x)
h—0 h
i TN =) g h) — g(x)
h—0 h h—0 h




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

Lsi Summenregel

Beweis

[F(x) + g(x)]

i LEh) + g+ h)] — [F(x) + g(x)]
h—0 h
= |im
h—0

f(x+ h)—f(x)+g(x+h)—g(x)
h

— lim f(x+ h) —f(x) . g(x+ h) —g(x)
h—0 h h—0 h
f'(x) + &'(x)




Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

Ls1 Summenregel

Beispiel 5.1

(x> +sin x)/

DA



Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

Ls1 Summenregel

Beispiel 5.1

(x> +sin x)/

= (x5)/ + (sin x),

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

Ls1 Summenregel

Beispiel 5.1

(x> +sin x)/

= (x*)"+ (sin x)' = 5x* + cosx

DA



e
Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.2 konstante Faktoren

Ist ¢ eine reelle Zahl und die Funktion f an der Stelle x
differenzierbar, dann gilt:

[c- f(x)] = c- f'(x).



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beweis

[c- f(x)]

! .
= |im
h—0

c-f(x+h)—c-f(x)




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beweis

[ f(x)]" = lim

c-f(x+h)—c-f(x)
h—0 h

L c [f(x+ h) — f(x)]
h—0 h




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beweis

e 1) = Jim SR =0

h
_ i S [FOt ) = ()
h—0 h
~ . lim f(x+ h) —f(x)
h—0 h




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beweis

e 1) = Jim SR =0

h
_ i S [FOt ) = ()
h—0 h
=c-li

F(x + h) — F(x)
h0

h
=c-f'(x)




Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.2
(5-x%)

DA



Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.2
(5-x%)

5. (X3)/

DA



Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.2
(5-x%)

5. (X3)/ _

5 - 3x2

DA



Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.2
(5-x%)

5. (x3) =5-3x% = 15x2

DA



Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.3

(log, x)’

DA



Differenzialrechnung

|—5 Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.3

/

(log, x)' =

Inx

Ina

DA



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.3

/
, In x 1
(log,x) = | — =(— " Inx
Ina Ina

DA



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.3

(log, x)' = ('I—X)



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.2 konstante Faktoren

Beispiel 5.3

(log, x)' = ('I—X)

X | =



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.3 Produktregel

gilt

Sind die Funktionen f und g an der Stelle x differenzierbar, dann

[F(x) - g(x)]" = F'(x) - g(x) + f(x) - &'(x).



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beweis

[f(x) - g(x)]" = lim

f(x+ h)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.3 Produktregel

Beweis

[F(x) - g(x)]" = lim f(x + h)g(x + h) — f(x)g(x)

h
h—0

_ f(x+ hg(x+ h) — f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
L5.3 Produktregel

Beweis
70050 = fimy O+ B0 B = (g
i PO R4 ) — F(X)g(x + ) + F(x)g(x+ ) — F(x)e(x)
h—0 h
i LGB = FOO] g0 ) () - [g(x + 1) — 8(x)]
h—0 h



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
L5.3 Produktregel

Beweis
[7(x) - )] = Jim O PECE) — 70809
i A g(x+ h) — F(x)g(x + h) + F(x)g(x + h) — F(x)g(x)
h—0 h
o LG B) = F00) - gt ) 4 F() - [g(x + ) — g ()]
h—0 h
= AT@ w g(x+ h):| + ’l@o |:f(X) . g(x+ hg_g(x)



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
L5.3 Produktregel

Beweis

[F(x) (0] = Jim f(x+ h)g(x +hh) — f(x)g(x)

i FE Dg(x + h) — F()g(x + h) + F(x)g(x + h) — F(x)g(x)
h—0 h

o LG B) = F00) - gt ) 4 F() - [g(x + ) — g ()]
h—0 h

= AT@ w g(x+ h):| + ATO |:f(X) . g(x+ /7/)7 - g(x)

= lim w - lim g(x+ h) + £(x) - A@Ow



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
Ls3 Produktregel

Beweis

[f(x)- g(x)] = lim f(x+ h)e(x +hh) — f(x)g(x)

— Iim f(x + h)g(x + h) — f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h

i LGt B) = FOO] - g+ h) + £(x) - [8(x + h) — g(x)]
h—0 h

= AT@ w g(x+ h):| + ATO |:f(X) . g(x+ /7/)7 - g(x)

— AT{)M . ’|7;_>mog(x+ h) + f(x) - ’li_>mO g(x+ hz —&(x)

= f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)



Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.4

(x2 - cos x)/

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.4

(x2 - cos x)/

— (x2) ccosx + x2- (cosx)'

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.4

(x2 - cos x)/ =

(xz)/ ccosx + x2- (cosx)'

= 2x cos x + x*(—sin x)



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.4

(x2 - cos x)/

(xz)/ ccosx + x2- (cosx)’

2x cos x + x3(—sinx) = 2x cosx — x

2

sin x



Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

()

DA



Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

(X3'X

) = ()

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

(X3'X

) = ()

= 8x'’

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

(3 x8) = (x%) = 8x7

naiv aber falsch:

()



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

(x333) = () = 8x
naiv aber falsch:

()" # () ()



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5

clever:

(3 x8) = (x%) = 8x7

naiv aber falsch:

(02 £ () () =3¢

- 5x*



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln
[ 5.3 Produktregel

Beispiel 5.5
clever:
(x333) = () = 8x
naiv aber falsch:

(x3 -x5)l #* (X3)I . (XS)I = 3x2.5x% = 15x°

falsch!



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.3 Produktregel

Beispiel 5.5
clever:
(X3 -x5)l = (XS) = 8x’
naiv aber falsch:
(x3 -x5)l #* (x3)l : (XS)I =3x?.5x* = 15x% falsch!

umstandlich aber korrekt:

(27’



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.3 Produktregel
:

Beispiel 5.5
clever:
(X3 -x5)l = (XS) = 8x’
naiv aber falsch:
(x3 -x5)l #* (x3)l : (XS)I =3x?.5x* = 15x% falsch!
umstandlich aber korrekt:

(x3 'xs), = (X3)/ x4 X3 (Xs)/



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.3 Produktregel

Beispiel 5.5
clever:
(X3 -x5)l = (XS) = 8x’
naiv aber falsch:
(x3 -x5)l #* (x3)l : (x5)l =3x?.5x* = 15x% falsch!

umstandlich aber korrekt:

(x3 'xs), = (x3)/ x>+ x3. (XS)/ =3x2.x° + x3 . 5x*

u}
o)
I
i
it

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.3 Produktregel

Beispiel 5.5
clever:
(X3 -x5)l = (XS) = 8x’
naiv aber falsch:
(x3 -x5)l #* (x3)l : (x5)l =3x?.5x* = 15x% falsch!
umstandlich aber korrekt:
(x3 'xs), = (x3)/ x>+ x3. (XS)/ =3x2.x° + x3.5x*

= 3x" + 5x’

u}
o)
I
i
it

DA



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.3 Produktregel

Beispiel 5.5
clever:
(X3 -x5)l = (XS) = 8x’
naiv aber falsch:
(x3 -x5)l #* (x3)l : (x5)l =3x?.5x* = 15x% falsch!
umstandlich aber korrekt:
(x3 'xs), = (x3)/ x>+ x3. (XS)/ =3x2.x° + x3.5x*

=3x" +5x" =8x’

u}
o)
I
i
it

DA



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.4 Ableitung des Kehrwerts

dann gilt

Ist die Funktion g an der Stelle x differenzierbar und g(x) # 0,

Folc




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis

] =]

1

g(x+ h)

g(x)



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5 4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis

Lﬁ]/:' H(xih) g(lx)]
N [h g(X+fi(XgJEXI;)]




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

LS 4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis

[g%]/:' H x1+h> (lx)]
gx+m]

gx+h)-gx)

i
[ x~|—h g(x)]

‘ 1
g(x+h)-g(x)

1 g(x
h

:~_




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

L5.4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis

® EXJ

[xim gl

g(x)

1
o h
[ x—i—h)]
g(X+ h) - g(x)
= lim [ X+h (X)] .

1
h—0 g(X‘l‘h)'g(X)]
. &lx+h) —g(x) 1
N _hino h

h—0 g(x + h) - g(x)




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

L5.4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis
171 1 1
[@] Y [g(x +h) g(x)]
i [£ S0t )
h—0 [ h  g(x+ h)-g(x)
o [Flexem—e] 1
h—0 h g(x+h)-g(x)
_ i BN e () L
h—0 h h—0 g(x + h) - g(x)
Hx) o L
=80 002




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

L5.4 Ableitung des Kehrwerts

Beweis

[g(IX)]/

[xim gl

m L
Toh g(x)
[ glx+ h)]
(X + h) g(x)
i - g(x)] 1
h—0 g(x+h)-g(x)
. 8x+h)—g(x) im 1
B hlno h "0 g(x+h)-g(x)
1 W
= T e



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

L5.5 Quotientenregel

Sind die Funktionen f und g an der Stelle x differenzierbar und ist
g(x) # 0, dann gilt

[f(X)]' _ (%) -g(x) = f(x) - &'(x)
g(x) g(x)?
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Beweis

-

rel



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.5 Quotientenregel

Beweis

] - [

= f/(x) -

9500

1 1
M‘Ff(x)[

g(x)}/ (Produktregel)
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LS.S Quotientenregel

Beweis
-

= (%)

|

5+ [L

g(x)} (Produktregel)
= f'(x) - g(lx) + f(x) - ( (( )Z) (Kehrwert-Regel)
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Beweis
e - 2]

(Produktregel)

= f'(x) - 1 + f(x) - (— gl(X)) (Kehrwert-Regel)

g(x) g(x)?
/ g(x) g'(x)
= g0 T gy
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Beweis
e - 2]

(Produktregel)

= f'(x) - 1 + f(x) - (— gl(X)) (Kehrwert-Regel)

g(x) g(x)?
_ f(x) - g(x) — f(x) - &'(x)
g(x)?
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,direkter” Beweis

-
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,direkter” Beweis

f(x+ h)

h—0

flx+h) f(x)
[@]'z im 8+ g(x) _
g(x)

h
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,direkter” Beweis

[f( )] Fx+h)  F(x)
a% =1

, _ Y
~ lim X1 H)
h—0

() _ Ot h)g(x) — F(x)  g(x + h)

g(x+h)-g(x)-h
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LS.S Quotientenregel
|

,direkter” Beweis
f(x+ h) f(x)

(100 gy SN 600 _ ) 0 =100 g0 )
g(x) h—0 h h—0 g(x—+h) g(x)-h

o FOE ) g — F(x) - g0 + () - £() — F() - (x + )
h—0 g(x+h)-g(x)-h
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LS.S Quotientenregel
| |

,direkter” Beweis
f(x+ h) f(x)

FQQmegw+m () _ Ot h)g(x) — F(x)  g(x + h)

g(x) h—0 h h—0 g(x—+h) g(x)-h

i FOcE B 800~ F(x) - 8(x) + Fx) 8() ~ F(x) - g(x + )

h—0 g(x+h)-g(x)-h
—lim [f(x+ h) — f(x)] - g(x) — f(x) - [g(x + h) — g(x)]
h—0 g(x+h) -g(x)-h
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Lss Quotientenregel
: :

,direkter” Beweis
f(x+ h) f(x)

FQQmegw+m () _ Ot h)g(x) — F(x)  g(x + h)

g(x) h—0 h h—0 g(x—+h) g(x)-h

i FOcE B 800~ F(x) - 8(x) + Fx) 8() ~ F(x) - g(x + )

h—0 g(x+h)-g(x)-h
—lim [f(x+ h) — f(x)] - g(x) — f(x) - [g(x + h) — g(x)]
h—0 g(x+h) -g(x)-h

. (f(x+ h) — f(x) g(x) )

h—0

h g(x+h)-g(x)
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Lss Quotientenregel
: :

,direkter” Beweis
f(x+ h) f(x)

F&Qmegw+m () _ Ot h)g(x) — F(x)  g(x + h)

g(x) h—0 h h—0 g(x—+h) g(x)-h

i FOcE B 800~ F(x) - 8(x) + Fx) 8() ~ F(x) - g(x + )

h—0 g(x+h)-g(x)-h
—lim [f(x+ h) — f(x)] - g(x) — f(x) - [g(x + h) — g(x)]
h—0 g(x+h) -g(x)-h
(xR =) e(0)
= h'ﬁo( h g(x+ h) -g(x))

| Fx) g+ h)—g(x)
~im (a1 a0 )
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: :

,direkter” Beweis
f(x+ h) f(x)

[£0]'_ B0 BC) _ ). 80) - ()t 1)
g(x) h—0 h h—0 g(x—+h) g(x)-h
o FOE ) g — F(x) - g0 + () - £() — F() - (x + )

hao g(x+h)-g(x)-h
o RO D) = F0)] g0 — £(x) - g(x + ) — ()]

h—0 g(x+h) -g(x)-h
L (e f) ()
=jm ( h g(x+ h)- g(x))

e (L F) a0
" (g(x +h)-g(x h )

_ (%) 8(x) = f(x) - &'(x)
g(x)?
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Beispiel 5.6

. !
sin x
tanx) =
(tan x) (cosx)

DA
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Beispiel 5.6

. !
sin x
tanx) =
(tan x) (cosx)

cos? x

_ COSX - COSX — sinx - (—sinx)
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Beispiel 5.6

(tanx)" = (ji)r;x)’ _ COSX-COSX — sinx - (—sin x)
X

cos? x
cos? x + sin? x

cos? x
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Beispiel 5.6
, sinx)’  cosx-cosx —sinx - (—sinx)
(tanx) = = 5
€os X cos? x
B cos? x + sin? x B 1
a cos? x cos? x



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.5 Quotientenregel
Beispiel 5.6
. ! . .
, sin x Cos x - cos X — sin x - (— sin x)
(tanx) = = 5
€os X cos? x
cos? x + sin? x 1
a cos? x cos? x
oder:
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:
Beispiel 5.6
, sinx)’  cosx-cosx —sinx - (—sinx)
(tanx) = = 5
€os X cos? x
B cos? x + sin? x B 1
a cos? x cos? x
oder:
/
(tanx) = ...
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:
Beispiel 5.6
, sinx)’  cosx-cosx —sinx - (—sinx)
(tanx) = = 5
€os X cos? x
B cos? x + sin? x B 1
a cos? x cos? x
oder:
/
(tanx) = ...

cos? x + sin? x
cos? x
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Beispiel 5.6

. / . .
, sin x Cos x - cos X — sin x - (— sin x)
(tanx) = = 5
oS X cos? x
cos? x + sin® x 1

cos? x

cos? x

oder:

, cos?x +sin>x  cos®x  sin®x
(tanx)' =... = 5 =
cos? x

= +
cos?2x = cos?x



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.5 Quotientenregel

Beispiel 5.6

. / . .
, sin x Cos x - cos X — sin x - (— sin x)
(tanx) = = 5
oS X cos? x
cos? x + sin® x 1

cos? x

cos? x

oder:

, cos?x +sin>x  cos®x  sin®x
(tanx)' =... = 5 =
cos? x

= +
cos?2x = cos?x

= 1+tan’x
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L5.6 Kettenregel

Ist die Funktion g an der Stelle x differenzierbar und ist die
Funktion f an der Stelle y = g(x) differenzierbar, so gilt:

[f(g(x)] = f'(g(x) - &'(x)
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Beweis

Vorbereitungen:

Setze k = gix+h)—gx) < gx+h) () g(x)+ k
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L5.6 Kettenregel

Beweis

Vorbereitungen:

Setze k = gix+h)—g(x) < g(x+h) ()

g(x) + k
Da g an der Stelle x differenzierbar ist, gilt

lim ke = lim [g(x + h) - g(x)] =0
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Beweis
Vorbereitungen:

(%)
) =

Setze k = gx+h)—gx) < g(x+h g(x)+ k

Da g an der Stelle x differenzierbar ist, gilt
lim k = 1li h) — =
my k= Jim, lg(x+ ) = ()] = 0

Wenn h gegen 0 konvergiert, dann konvergiert k gegen 0. (x * %)
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[F(g(x))]" = lim

f(g(x+h) —f(g(x))
h—0 h
i 800+ ) — g ()
h—0 h

mit (o)
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L5.6 Kettenregel

[f(g(x))]/ = lim

f(g(x+h) —f(g(x))
h—0

h

o FE0) + K) — F(g(x))
h—0 h
o [FlE() + k)~ F(g(x)
h—0 k

mit ()

multipliziere mit 1 = —
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[ (g(x)] = Jim (€)= Flg0)

h—0 h
_ o flex) + k) —fle(x) .
= ATO p mit ()
. [flg(x) + k) — f(g(x)) kK o k
= lleQo [ P . F] multipliziere mit 1 = P
- [flg(x) + k) — f(g(x)) &(x+h)—g(x) ,
= [ k ' h ] mit (+)
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[ (g(x)] = Jim (€)= Flg0)

h—0 h
B CORR) B R
= ll)i_ngo [f(g(x) + kz — flg(x)) . %] multipliziere mit 1 = —
- [flg(x) + k) — f(g(x)) &(x+h)—g(x) -
= jm, [ k ' h ] mit (+)
o FE0) k)~ flg(x) | glxt k)~ g(x)

h—0 k h—0 h
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[F(g(x))]" = lim p
_ o fle() + k) —fle(x)

,Irino p mit (%)
= ,IriLnO [f(g(x) + kz — flg(x)) . :] multipliziere mit 1 = %

- [flg(x) + k) — f(g(x)) &(x+h)—g(x) -
=im [ k ' h ] mit (+)
e B0 TR~ Flg() | st )~ g(x)

h—0 k h—0 h

f(g(x) + k) — f(g(x)) g(x+h) —g(x)

- lim mit (* x %)

k—0 k h—0 h
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[F(g(x))]" = lim p
_ o flex) + k) —fle(x) .
,Irlno p mit (%)
= flrino [f(g(x) + kz — flg(x)) . :] multipliziere mit 1 = %
- [flg(x) + k) — f(g(x)) &(x+h)—g(x) ,
=im [ k ' h ] mit (+)
e B0 TR~ Flg() | st )~ g(x)
h—0 k h—0 h
B O R Tt F1C0) B R E ) B
k—0 k h—0 h
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Beispiel 5.7
(sin(x?))’

DA
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Beispiel 5.7
(sin(x?))’

innere Funktion

DA
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|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.7

(sin(x?))’

innere Funktion: g(x) = x?

g'(x) =2x
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Beispiel 5.7

(sin(x?))’

innere Funktion: g(x) = x?

x
g'(x) =2x

dussere Funktion: f(y) = sin(y)

mit y = g(x) = x

2
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Beispiel 5.7

(sin(x?))’

innere Funktion: g(x) = x?

x
g'(x) =2x

dussere Funktion: f(y) = sin(y)

mit y = g(x) = x
fi(y) = cos(y)

2
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Beispiel 5.7

(sin(x?))’

innere Funktion: g(x) = x?

x
g'(x) =2x

dussere Funktion: f(y) = sin(y)

-+ =cos(y) - 2x

mit y = g(x) = x
fi(y) = cos(y)

2
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|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.7

(sin(x?))’

innere Funktion: g(x) = x?

x
g'(x) =2x

dussere Funktion: f(y) = sin(y)

mit y = g(x) = x
fi(y) = cos(y)

- = cos(y) - 2x = 2x cos(x?)

2
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[ 5.6 Kettenregel

Beispiel 5.8

(sin? x)/

DA
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Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin

2

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
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Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin?

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
innere Funktion: g(x) = sinx
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Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin?

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
innere Funktion: g(x) = sinx

g'(x) = cosx
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Beispiel 5.8

(sin? x)/ =

Zur Erinnerung: sin’

innere Funktion: g(x) = sinx
g'(x) = cosx

jussere Funktion: f(y) =y? mity =sinx

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
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Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin’

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
innere Funktion: g(x) = sinx

g'(x) = cosx

jussere Funktion: f(y) =y? mity =sinx

f'(y) =2y
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|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin’

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
innere Funktion: g(x) = sinx

g'(x) = cosx

jussere Funktion: f(y) =y? mity =sinx

f'(y) =2y
- =2y -cosx
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Beispiel 5.8

(sin? x)/

Zur Erinnerung: sin’

x ist eine Kurzschreibweise fiir (sin(x))2
innere Funktion: g(x) = sinx

g'(x) = cosx

jussere Funktion: f(y) =y? mity =sinx
f'(y) =2y

- =2y -cosx = 2sinx - CoS X
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Beispiel 5.9
()

DA
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[ 5.6 Kettenregel

Beispiel 5.9

() = ("))

DA



Differenzialrechnung
|—5 Ableitungsregeln

|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.9

(@) = (")) = (") =

DA
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Beispiel 5.9

() = ("))

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

_ () =



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
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Beispiel 5.9

() = ("))

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g(x)=1Ina

_ () =
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Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((elna)x>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina

dussere Funktion: f(y) =¢”

mity =1Ina-x
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Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((elna)x>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina

dussere Funktion: f(y) =¢”

mity =1Ina-x
fily)=¢
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Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((elna)x>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina
dussere Funktion: f(y)=¢" mity=1Ina-x
fily)=¢

-=¢e-lna
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Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((elna)x>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina

dussere Funktion: f(y) =¢”

mity =1Ina-x
fily)=¢

-=e . Ing=enax

-Ina



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((elna)x>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina

dussere Funktion: f(y)=¢" mity=1Ina-x
fily)=¢

. X
.=¢ lna=ée"* . na= (e'"a) Ina
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Beispiel 5.9

(ax)/ _ ((eln a)X>/ _ (elna-x)' _—

innere Funktion: g(x) =1Ina- x

g'(x)=1Ina

dussere Funktion: f(y) =¢”

mity =1Ina-x
fily)=¢

. X
.=¢ lna=ée"* . na= (e'"a) -lna=1Ina-a*
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Beispiel 5.10

(In(In(x)))’

DA
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Beispiel 5.10

(In(In(x)))’

DA
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Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion

c g(x)=Inx



Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln

|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion
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|—5.6 Kettenregel

Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion: g(x) =Inx

g'(x)=1/x

dussere Funktion: f(y)=Iny mity =Inx
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Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...
innere Funktion: g(x) =Inx
g'(x) =1/x
dussere Funktion: f(y)=Iny

f'ly)=1/y

mit y = Inx
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Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion: g(x) =Inx

g'(x)=1/x
dussere Funktion: f(y)=Iny
Fily) =1/y
1t
=y

mit y = Inx
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Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion: g(x) =Inx

g'(x)=1/x

dussere Funktion: f(y)=Iny

Fily) =1/y
_tiotr
x y  x Inx

mit y = Inx
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Beispiel 5.10

(In(In(x))) = ...

innere Funktion: g(x) =Inx

g'(x)=1/x
dussere Funktion: f(y)=Iny
Fily) =1/y
N
Xy X

Inx xlInx

mit y = Inx
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion
Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:




e
Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion
Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:

F(F1(x)) =x.
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Ls Ableitungsregeln
L5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:
F(F1(x)) =x.

Nun leitet man die linke Seite (Kettenregel) und die rechte Seite
der Gleichung ab:

u}
o)
I
i
it




R

Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln
L5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:
F(F1(x)) =x.

Nun leitet man die linke Seite (Kettenregel) und die rechte Seite
der Gleichung ab:

FIFH ) - (F) () =1
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Ls Ableitungsregeln
LS.? Die Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:
F(F1(x)) =x.

Nun leitet man die linke Seite (Kettenregel) und die rechte Seite
der Gleichung ab:

FI(FL(x) - (FY)(x) =1

und 16st die Gleichung algebrisch nach (f~1)(x) auf:
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Ls Ableitungsregeln
L 5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f~1 die Umkehrfunktion von f, so gilt:
F(F1(x)) =x.

Nun leitet man die linke Seite (Kettenregel) und die rechte Seite
der Gleichung ab:

FI(FL(x) - (FY)(x) =1

und 16st die Gleichung algebrisch nach (f~1)(x) auf:

N 1
0= )
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx

DA
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx

Umkehrfunktion:
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx

Umkehrfunktion:
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx

Umkehrfunktion:
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx

Umkehrfunktion:
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.11

f(x)=y=Inx
Umkehrfunktion:  f~(y) =¢”
(F ) =¢
;1 1 1
(In X) = e—y =
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

DA
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

Umkehrfunktion: f_l(y) =y"
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

Umkehrfunktion: f_l(y) =y"
(FY )y =n-y""
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

Umkehrfunktion: f_l(y) =y"

(FY)=n-y"?
(V)
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y = flx) = x = x"

Umkehrfunktion: f_l(Y) =y"
(FY ) =n-y""
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

Umkehrfunktion: f_l(y) =y"
(FY )y =n-y""
N
(\/)_() n .ynfl -

n- (x/n) el



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y = flx) = x = x"

Umkehrfunktion: f_l(Y) =y"
(FY ) =n-y""

1
.ynfl - n- (Xl/n)”_l
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y = flx) = x = x"

Umkehrfunktion: f_l(Y) =y"
(FY ) =n-y""
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12

y=fx) = x=x1"

Umkehrfunktion: f_l(y) =y"
(FY () =n-y"t
W=\ 1 1
X o —
(\/_) n ynfl n (Xl/n) n—1
= 1 — 1 . 1 — 1 . Xl/n—l
n-x(n=1/n " n x1-1/n " p
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.12
y = f(x) = ¢x = x'/"
Umkehrfunktion: f_l(y) =y"
(f_l)'(y) —n. yn—l
n ! 1 1
x) = =
(\/_) n ynfl n- (Xl/n)”_l
.t 1 1
T op.x(n=1)/n T p

_ 1 1/n—1
. = — . X
x1=1/n n

(x #0)
Die Potenzregel gilt also auch fiir rationale Exponenten.
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:

f_l(y) =siny
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny
(F) () = cosy
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/ -

cos y
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/ -

B 1
cosy

1 —sin?(y)
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/ -

B 1
cosy

1 —sin?(y)
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:  f~1(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/ -

B 1
cosy

1 —sin?(y)

- 1
\/1 — sin?(arcsin(x))
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|—5.7 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Beispiel 5.13

y = f(x) = arcsin x

Umkehrfunktion:

f_l(y) =siny

(F)(y) = cosy
(arcsin(x))/ -

B 1
cosy 1 —sin?(y)
B 1 N 1
\/1 — sin?(arcsin(x)) VI

(-1<x<1)
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LS.S Hohere Ableitungen

Leitet man die Ableitung einer Funktion ein zweites Mal ab, so
vierte,

spricht man von der zweiten Ableitung. Analog wird die dritte,
, n-te Ableitung definiert.

2
> Statt (f’)’ schreibt man f” oder —

dx?2




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
L5.8 Hohere Ableitungen

Leitet man die Ableitung einer Funktion ein zweites Mal ab, so
spricht man von der zweiten Ableitung. Analog wird die dritte,
vierte, ..., n-te Ableitung definiert.

d*f
> Statt (f’)’ schreibt man f” oder ]
3

N . d°f
> Statt ((f’)’) schreibt man " oder i3
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L5.8 Hohere Ableitungen

Leitet man die Ableitung einer Funktion ein zweites Mal ab, so
spricht man von der zweiten Ableitung. Analog wird die dritte,
vierte, ..., n-te Ableitung definiert.

2
f'
> Statt (f’), schreibt man f” oder :7
N/ : " d3f
> Statt ((f) ) schreibt man """ oder e
4

> Statt (((f')")")" schreibt man f(*) oder 377:
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L5.8 Hohere Ableitungen

Leitet man die Ableitung einer Funktion ein zweites Mal ab, so
spricht man von der zweiten Ableitung. Analog wird die dritte,
vierte, ..., n-te Ableitung definiert.

2
f'
> Statt (f’), schreibt man f” oder :7
N/ : " d3f
> Statt ((f) ) schreibt man """ oder e
4

> Statt (((f')")")" schreibt man f(*) oder 377:

5
> Statt ((((f’)/),)/), schreibt man £(®) oder :7);
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L5.8 Hohere Ableitungen

Leitet man die Ableitung einer Funktion ein zweites Mal ab, so
spricht man von der zweiten Ableitung. Analog wird die dritte,
vierte, ..., n-te Ableitung definiert.

2

f'

> Statt (f’), schreibt man f” oder :7
N/ : " d3f

> Statt ((f) ) schreibt man """ oder e

4

> Statt (((f')")")" schreibt man f(*) oder 377:

5
> Statt ((((f’)/),)/), schreibt man £(®) oder :7);

> usw.
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.14
d3 2x
@(e )

DA



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.14
d3

2x d2 2x
cm(e ):d7(2e )

DA
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|—5 8 Hohere Ableitungen

BdsMeI5J4

d3
dxs( 2x) _

d

(2 )=

5 (4e™)
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|—5 8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.14

d3 d2
dxs( 2x) _

d

(e =

(4e2x) = 8e*
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)(®

DA
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|—5 Ableitungsregeln

|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)® = (cos x)®

DA
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (—sinx)(")

DA
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)® = (cos x)® = (= sinx)(7) = (= cos x)(©®)
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)
= (cos x)*)
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)

= (cos x)* = (—sinx)"”
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Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)

= (cos x)* = (—sinx)" = (- cos x)”
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|—5.8 Hohere Ableitungen

Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)

= (cos x)* = (—sinx)" = (—cosx)” = (sinx)’
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Beispiel 5.15

(sinx)®) = (cos x)® = (= sinx)(V) = (= cos x)©®) = (sin x)®)

= (cos x)* = (—sinx)" = (—cosx)” = (sinx)’
= cos x
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 1

Berechne die Steigung der Tangente im Punkt P(l,yo), der auf
der Kurve k: x2 + y? = 4 liegt und eine positive Ordinate hat.

N



e
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(a) Leite die linke und rechte Seite der impliziten

Funktionsgleichung nach x ab. Dabei werden Ausdriicke der
Form h(y) mit der Kettenregel

dh(y) _ dh(y) dy _

_dhly) dy _ dhly)
dx dy  dx dy
nach x abgeleitet:
x? + y2 =4
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(a) Leite die linke und rechte Seite der impliziten

Funktionsgleichung nach x ab. Dabei werden Ausdriicke der
Form h(y) mit der Kettenregel

dh(y) _ dh(y) dy _ dh(y)
dx dy  dx dy
nach x abgeleitet:
X4+ y?=4

d
1w

dx
2x+2y-y' =0
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(a) Leite die linke und rechte Seite der impliziten

Funktionsgleichung nach x ab. Dabei werden Ausdriicke der
Form h(y) mit der Kettenregel
dhly) _ dhly) dy _dhy)
dx dy  dx dy
nach x abgeleitet:
x? + y2 =4

d
1w

dx
2x+2y-y' =0

2y -y = —2x
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(a) Leite die linke und rechte Seite der impliziten

Funktionsgleichung nach x ab. Dabei werden Ausdriicke der
Form h(y) mit der Kettenregel
dhly) _ dhly) dy _dhy)
dx dy  dx dy
nach x abgeleitet:
x? + y2 =4

d
1w

dx
2x+2y-y' =0

2y -y = —2x
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(b) Ldse die Gleichung aus (a) nach y’ auf.
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(b) Ldse die Gleichung aus (a) nach y’ auf.

J = —2x

X
2y_

y
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(c) Berechne die Koordinate yp und setze sie mit xp = 1 in die
Gleichung von (b) ein:
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Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

(c) Berechne die Koordinate yp und setze sie mit xp = 1 in die
Gleichung von (b) ein:

P+y?=4 = y*=3

= y=4+V3 = P(1,V3)
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(c) Berechne die Koordinate yp und setze sie mit xp = 1 in die
Gleichung von (b) ein:

’+y>=4 = y>=3 = y=+V3 = P(1,V3)
Steigung im Punkt P(1,/3):

u}
o)
I
i
it
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(c) Berechne die Koordinate yp und setze sie mit xp = 1 in die
Gleichung von (b) ein:

’+y>=4 = y>=3 = y=+V3 = P(1,V3)
Steigung im Punkt P(1,/3):

u}
o)
I
i
it
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

(c) Berechne die Koordinate yp und setze sie mit xp = 1 in die
Gleichung von (b) ein:

’+y>=4 = y>=3 = y=+V3 = P(1,V3)
Steigung im Punkt P(1,/3):

= @ =arctanm = —30°

u}
o)
I
i
it
N
»
?
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A
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

/ TN
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y
A
(1,v3)
/ \(\




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 2

Berechne die Winkel zwischen der Kurve 3x3 —12x + y3 +3y =0
und der x-Achse.
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 2

Berechne die Winkel zwischen der Kurve 3x3 —12x + y3 +3y =0
und der x-Achse.

Schnittpunkt(e) der Kurve mit der x-Achse:
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Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 2

Berechne die Winkel zwischen der Kurve 3x3 —12x + y3 +3y =0
und der x-Achse.

Schnittpunkt(e) der Kurve mit der x-Achse
y=0:3x3-12x=0

X3—

4x =0
x(x? —

4)=0
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Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 2

Berechne die Winkel zwischen der Kurve 3x3 —12x + y3 +3y =0
und der x-Achse.

Schnittpunkt(e) der Kurve mit der x-Achse
y=0:3x3-12x=0

X3—

4x =0

X(X2 —4)=0

Schnittpunkte: 51(0,0), S2(2,0), S3(—2,0)



Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 2

Berechne die Winkel zwischen der Kurve 3x3 —12x + y3 +3y =0
und der x-Achse.

Schnittpunkt(e) der Kurve mit der x-Achse
y=0:3x3-12x=0

X3—

4x =0

X(X2 —4)=0

Schnittpunkte: 51(0,0), S2(2,0), S3(—2,0)
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3 —12x+y> +3y =0 || d/dx
9x% — 124 3y%y + 3y’ =0
3y%y' + 3y =12 — 9x2
v 4y =43
y'(y?+1)=4—-3x?

,_4—3x2
v+l

y
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

33 —12x+y3 43y =0

|| d/dx
9x2 — 124+ 3y%y +3y' =0
3y%y' + 3y =12 — 9x2
vy +y =4 —3x?

V(2 4+1)=4-3x°

, 4-3x2
y:

y2+1
4-0
51(0,0): =——=14
1(0.0):m = 5=

= (1 = arctan4 = 75.96°
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

33 —12x+y3 43y =0

|| d/dx

9x2 — 124+ 3y%y +3y' =0
3y%y' + 3y =12 — 9x2

vy +y =4 —3x?

V(2 4+1)=4-3x°

, 4-3x2
y:

y2+1

= (1 = arctan4 = 75.96°

= o = arctan(—8) = —82.87°
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3 —12x+y> +3y =0 || d/dx
9x2 — 124+ 3y%y +3y' =0
3y%y' + 3y =12 — 9x2
Yy +y =4-3x

V(2 4+1)=4-3x°

, 4-3x2
Y =
yc+1
4-0
51(0,0): my = 0Tl 4 = 1 =arctan4 = 75.96°
12
$(2,0): my = 0r1 =-8 = (p=arctan(—8) = —82.87°
4 —12

|

I
o]
u}
o)
I
i
it




Differenzialrechnung
Ls Ableitungsregeln
Lso Implizite Differentiation (PAM)
\ Iy

/TN




Differenzialrechnung

Ls Ableitungsregeln

Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 3

Berechne die Ableitung von y = x* fiir (x > 0).
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Lso Implizite Differentiation (PAM)

Beispiel 3

y=x"

Berechne die Ableitung von y = x* fiir (x > 0).

[| In
Iny = Inx*

Iny = xInx

||d/dx

1
oy =1-Inx+x-=
y

y/:y(lnx—i-l)

(v durch x* ersetzen)
y' :XX(Inx+1)

Diese Methode heisst ,, Differenzieren nach Logarithmieren" oder
kiirzer , logarithmisches Differenzieren”



Differenzialrechnung
L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.1 Definitionsliicken

Ist eine Funktion f an einer einzelnen Stelle xg nicht definiert, so
spricht man von einer Definitionsliicke.

Im ,,Schulalltag"” entstehen Definitionsliicken an den Stellen, wo
man durch Null dividiert.
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|—6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.1

f(x):xil

y

A




Differenzialrechnung

[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
|—6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.1

y

A

x = 1 ist Polstelle mit Vorzeichenwechsel
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
|—6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.2

) =

[11
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
|—6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.2

) =

[11

x = 0 ist Polstelle ohne Vorzeichenwechsel
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L6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.3

f(X) _ (X — 2)(X + 1) *

x—2 -

\/
A7

x+1

[* nur erlaubt, wenn x # 2]

N
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L6.1 Definitionsliicken

Beispiel 6.3

f(X) _ (X — 2)(X + 1) *

x—2 -

x+1

[* nur erlaubt, wenn x # 2]
e

x = 2 ist eine stetig behebbare Definitionsliicke.
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6.2 Stetigkeit

Anschaulich

Eine Funktion f ist an einer Stelle xg stetig, wenn der Graph von f
in einer Umgebung von xp ohne Unterbruch gezeichnet werden
kann.

Achtung: Diese Beschreibung kann in einigen Fillen irrefiihrend
sein (siehe Beispiel 6.5).
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Formal (Limeskriterium)

Eine Funktion f ist an der Stelle xq stetig, wenn der Funktionswert
und der Grenzwert an der Stelle xy existieren und libereinstimmen;
d. h. wenn

XIi_)rr}(0 f(x) = f(xo)
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6.2 Stetigkeit

Formal (Limeskriterium)

Eine Funktion f ist an der Stelle xq stetig, wenn der Funktionswert
und der Grenzwert an der Stelle xy existieren und libereinstimmen;

d. h. wenn
lim f(x) = f(xo)

X—rX0

Eine Funktion ist auf einem Intervall / stetig, wenn sie an jeder
Stelle des Intervalls / stetig ist.
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Bemerkung

Fordert man nur, dass an der Stelle xg der links- oder der
rechtsseitige Grenzwert

lim_£(x) = £(x)

bzw.  lim f(x) = f(xo)
x—rxg

existiert, so spricht man von links- bzw. rechtsseitiger Stetigkeit.
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Bemerkung

Fordert man nur, dass an der Stelle xg der links- oder der
rechtsseitige Grenzwert

lim f(x)=f(x) bzw. lim f(x) = f(xo)
X=Xy X—)XJ

existiert, so spricht man von links- bzw. rechtsseitiger Stetigkeit
Beispiel:

f(x) = /x ist an der Stelle xo = 0 rechtsseitig stetig, denn:
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Bemerkung

Fordert man nur, dass an der Stelle xg der links- oder der
rechtsseitige Grenzwert

lim f(x)=f(x) bzw. lim f(x) = f(xo)
X=Xy X—)XJ

existiert, so spricht man von links- bzw. rechtsseitiger Stetigkeit
Beispiel:

f(x) = /x ist an der Stelle xo = 0 rechtsseitig stetig, denn:
lim f
Xlg;* (X)

li =0=1(0).
erg+\/; ()
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Beispiel 6.4

f(x) =

—1 wennx<1
2

sonst
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Beispiel 6.4

f(x) =

—1 wennx<1
2

sonst

f ist an der Stelle x = 1 nicht stetig

N
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit

6.2 Stetigkeit
Beispiel 6.4
-1 wenn x<1
f(x) = B
2 sonst
red

f ist an der Stelle x = 1 nicht stetig. (x = 1 ist Sprungstelle)

m]

=

N
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Beispiel 6.5

f(x) =

1 wennxe@

-1 wennx e R\Q
y

A




Differenzialrechnung

[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Beispiel 6.5

f(x) =

1 wennxe@

-1 wennx e R\Q
y

A

f ist an keiner Stelle stetig!

N
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Vorsicht

Die Funktion f(x) = 1/x ist fiir jedes x € D stetig!
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
6.2 Stetigkeit

Vorsicht

Die Funktion f(x) = 1/x ist fiir jedes x € D stetig!

f ist fir x = 0 bloss nicht definiert.
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6.2 Stetigkeit

Eine Auswahl stetiger Funktionen

» Potenzfunktionen: xX, k € Z
» Trigonometrische Funktionen: sin(x), cos(x), tan(x)
» Exponentialfunktionen: a*

» Logarithmusfunktionen: log, x
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6.2 Stetigkeit

Eigenschaften

Sind die Funktionen f und g auf einem gemeinsamen
Definitionsbereich stetig, dann gilt:

> f + g ist stetig
f — g ist stetig
f - g ist stetig
f/g ist stetig
f o g ist stetig
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.3 Differenzierbarkeit

Anschaulich

Eine Funktion f ist an der Stelle xg differenzierbar, wenn dort
(eindeutig) die Tangtente an den Graphen gezeichnet werden kann.

y

A

f(x):|2'|x|74’72

f ist an den Stellen x = —2, x = 0 und x = 2 nicht differenzierbar.
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[ Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.3 Differenzierbarkeit

Formal

Eine Funktion f ist an der Stelle xg differenzierbar, wenn der
Grenzwert

lim f(Xo + h) — f(Xo)
existiert.

h—0 h

N
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.3 Differenzierbarkeit

Formal

Eine Funktion f ist an der Stelle xg differenzierbar, wenn der

Grenzwert
. f(Xo + h) — f(Xo)
lim
h—0 h

existiert.

Eine Funktion ist auf dem Intervall | = (a, b) differenzierbar, wenn
sie an jeder Stelle x € | differenzierbar ist.
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.3 Differenzierbarkeit

Formal
Eine Funktion f ist an der Stelle xg differenzierbar, wenn der
Grenzwert
. f(XO + h) - f(Xo)
lim
h—0 h
existiert.

Eine Funktion ist auf dem Intervall | = (a, b) differenzierbar, wenn
sie an jeder Stelle x € | differenzierbar ist.

Analog zur links- und rechtssetigen Stetigkeit werden links- und
rechtssetige Differenzierbarkeit definiert.
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L6 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
L6.3 Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Wenn eine Funktion f an der Stelle xg differenzierbar ist, dann ist
sie dort auch immer stetig. Die Umkehrung gilt nicht, wie das
Beispiel der Funktion f(x) = |x| an der Stelle x = 0 zeigt.
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L7 Monotonie

Definitionen
Ist die Funktion f auf einem Intervall | definiert, so heisst f

» monoton wachsend, wenn V xq1, xo € | mit x;3 < x» die
Ungleichung f(x1) < f(x2) erfiillt ist.

» monoton fallend, wenn V x1, xo € | mit x; < xp die
Ungleichung f(x1) > f(x2) erfiillt ist.

» monoton, wenn f auf dem Intevall /| entweder monoton
wachsend oder monoton fallend auf / ist.

» nicht monoton, wenn f auf dem Intervall | weder monoton
wachsend noch monoton fallend ist.

Gilt statt f(x1) < f(x2) bzw. f(x1) > f(x2) sogar f(x1) < f(x2)
bzw. f(x1) > f(x2), so ist f streng monoton wachsend bzw. streng
monoton fallend.
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Beispiel 7.1

>

f ist streng monoton wachsend auf | = [—4, 4]
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|—7 Monotonie

Beispiel 7.2

y

A

>

f ist monoton fallend auf /| = [—4, 4]

y = f(x)
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Beispiel 7.3

y

A

Y

f(x) = x? ist auf | = [~2,2] nicht monoton.
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|—7 Monotonie

Beispiel 7.4

y

A

>

X <
I
—_

f(x) =1 ist auf

» jedem Intervall | C R monoton.

» auf keinem Intervall | C R streng monoton
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Satz 7.1

» Ist f im Intervall | differenzierbar und monoton steigend, so
gilt f'(x) > 0 fir alle x € /.

» Ist f im Intervall / differenzierbar und monoton fallend, so gilt
f'(x) <0 fir alle x € /.
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L7 Monotonie

Beweis

Es sei f auf | monoton steigend und xp € /. Wegen der Monotonie
gilt fiir alle x; € | mit xp < x3:

f(x1) — f(x0) >0
X1 — Xo

im f(x1) — f(x0) >0
X1—>X0 X1 — X0

f/(Xo) Z 0

Analog fiir monoton fallende Funktionen
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Die Umkehrung dieses Satzes gilt auch; ist aber etwas schwieriger
zu beweisen. Dazu bendtigt man den
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L7 Monotonie

Satz 7.2 (Mittelwertsatz)

Ist die Funktion 7 im Intervall [a, b] stetig und differenzierbar in
(a, b), dann gibt es eine Stelle £ mit a < £ < b, so dass

y
I y=f(x)
"9 5' [I) > X

(der Beweis folgt spater)
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Satz 7.3 (Monotoniesatz)

Ist die Funktion f auf dem Intervall | differenzierbar und gilt
f'(x) > 0 [f'(x) < 0] fur alle x € I, dann ist f in | streng monoton
wachsend [fallend].
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L7 Monotonie

Beweis

Es sind x1, x2 € | mit x3 < xo. Gemdss Mittelwertsatz gibt es eine
Stelle £ € | mit x; < £ < x2, so dass

fxe) — f(xa)

X2 — X1

= f'(£)

Da nach Voraussetzung f'(£) > 0 und x2 — x; > 0 sind, gilt
f(x2) — f(x1) > 0. Daraus folgt f(x2) > f(x1).

Also ist f monoton wachsend. O
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Die Standardaufgabe

Auf welchen Intervallen, ist die Funktion mit der Gleichung

f(x) = 2x* +2x° + 3x* = 12x + 1
monoton wachsend bzw. fallend?
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Schritt 1

Erste Ableitung berechnen:
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Schritt 1

Erste Ableitung berechnen:
f'(x) = x> + 6x2 + 5x — 12
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Schritt 2

Bestimme die Stellen mit horizontaler Tangente (f'(x)

=0):
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Schritt 2

TR

Bestimme die Stellen mit horizontaler Tangente (f'(x) = 0):
flix) =x>+6x2+5x—12=0 =
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|—7 Monotonie

Schritt 2

TR

Bestimme die Stellen mit horizontaler Tangente (f'(x) = 0):
flix) =x>+6x2+5x—12=0 =

X1=—4,X2=—3,X3=1
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich

f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Falktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < —4

f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < —4 | -4 < x < -3

f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1

f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich

x < —4

—4 < x< =3

-3 <x<1

1< x

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich

x < —4

—4 < x< =3

-3 <x<1

1< x

x+4

x4+ 3

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4

x4+ 3

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 —

x4+ 3

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativ Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — +

x4+ 3

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativ Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + +

x4+ 3

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieat dann ict der Falktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +

x4+ 3

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieat dann ict der Falktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +

x+3 -

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieat dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +

x+3 - -

x—1
f'(x)
f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieat dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +
x+3 - - +

x—1

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann et der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +
x+3 - - + +
x—1
f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann et der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +
x+3 - - + +
x—1 —

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Falktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +
x+3 - - + +
x—1 — —

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Falktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + + +
x+3 - - + +
x—1 — — —

f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + +

x+3 - - +

x—1 — — — +
f'(x)

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Weann v im Intervall 4 « v « —2 lieot dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)

Bereich | x < 4| -4<x<-3] -3<x<1 1< x

x+4 — + +

x+3 - - +

x—1 — — — +
f'(x) -

f(x)

Der Eintrag in Zeile ,x + 3" und Kolonne ,,—4 < x < —3" ist so zu ermitteln:

Wenn v im Intervall 4 « v « —2 lieat dann ict der Faktar v L 2 nagativy Dac
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Schritt 3

Zerlege ' aufgrund der Nullstellen in Linearfaktoren und erstelle
damit eine Vorzeichentabelle:

f/(x) = x>+ 6x + 5x — 12 = (x + 4)(x + 3)(x — 1)
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X—

—00

lim a*¥=o00
X——+00
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lim —
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;

Die Funktionen sin x, cos x, tan x haben keine Grenzwerte fiir
X — —oo und x — +00.

Aufgrund der Beschrénktheit von sin(x) und cos(x) kann im
Verbund mit anderen Funktionen das asymptotische Verhalten

jedoch definiert sein.
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Ist f eine reelle Funktion mit dem Definitionsbereich D, so ist

xo € D eine Nullstelle von f, wenn gilt f(xg) = 0.
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sollten bekannt sein. Kubische und quartische Gleichungen werden
(teilweise) im PAM-Unterricht behandelt.
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L10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Fiir ganzrationale Funktionen (Polynome) bis zum Grad 4 gibt es
Losungsformeln zur Nullstellenbestimmung.

Die Formeln zum Losen linearer und quadratischer Funktionen
sollten bekannt sein. Kubische und quartische Gleichungen werden
(teilweise) im PAM-Unterricht behandelt.

Fiir Polynomfunktionfunktionen vom Grad 5 und héher ist man auf
numerische N&herungsverfahren angewiesen.
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Abspalten von Linearfaktoren

(x — xo) abspalten.

Wenn von der Polynomfunktion f vom Grad n eine Nullstelle xq
bekannt ist, lasst sie sich durch Polynomdivsion der Linearfaktor
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Abspalten von Linearfaktoren
Wenn von der Polynomfunktion f vom Grad n eine Nullstelle xq
bekannt ist, lasst sie sich durch Polynomdivsion der Linearfaktor

(x — xo) abspalten.

f(x) = &(x) - (x =)
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Abspalten von Linearfaktoren

Wenn von der Polynomfunktion f vom Grad n eine Nullstelle xq
bekannt ist, lasst sie sich durch Polynomdivsion der Linearfaktor

(x — xo) abspalten.

f(x) = &(x) - (x =)

wobei g(x) ein Polynom vom Grad n — 1 ist.
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Beispiel 10.4

Die Polynomdivision zeigt, dass x = 3 eine Nullstelle von
f(x) = x3 —5x% + 7x — 3 ist.

(x"3 - 6x2+7x-3): (x-3)=x"2-2x+1

-(x"3 - 3x72)
-2x72 + 7Tx
-(-2x"2 + 6x)
x -3
-(x - 3)
0
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Das Horner-Schema

Durch Ausklammern kann die Auswertung des Polynoms auf eine
Folge von Multiplikationen und Additionen reduziert werden:
f(x) = a3x3 + axx? + a1x + ag
f(x) = x(a3x® + axx + a1) + ao
f(x) = x(x(asx + a2) + a1) + ap = x(xa + a1) + ap = x5 + ap
N——— N— — N———
a B Y

Die geschickte tabellarische Anordnung dieser Operationen ergibt
das Horner-Schema:

x‘a3‘a Jo R

dy ar 4o
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Beispiel 10.5

x‘ ‘—5 7 -3
31

Ist x = xo Nullstelle des Polynoms f(x) vom Grad n, so sind die

ersten n — 1 Zwischenresultate im Horner-Schema die Koeffizienten
des Quotienten g(x) = f(x) : (x — xo)-




Differenzialrechnung
L-10 Nullstellen

LlO.l Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.5

x‘ ‘—5 7 -3
3‘1‘—2

Ist x = xo Nullstelle des Polynoms f(x) vom Grad n, so sind die

ersten n — 1 Zwischenresultate im Horner-Schema die Koeffizienten
des Quotienten g(x) = f(x) : (x — xo)-




Differenzialrechnung
L-10 Nullstellen

LlO.l Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.5

x‘ ‘—5 7 -3
3‘1‘—2 1

Ist x = xo Nullstelle des Polynoms f(x) vom Grad n, so sind die

ersten n — 1 Zwischenresultate im Horner-Schema die Koeffizienten
des Quotienten g(x) = f(x) : (x — xo)-




Differenzialrechnung
L-10 Nullstellen

LlO.l Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.5

x‘ ‘—5 7 -3

3‘1‘—2 1 0

Ist x = xo Nullstelle des Polynoms f(x) vom Grad n, so sind die

ersten n — 1 Zwischenresultate im Horner-Schema die Koeffizienten
des Quotienten g(x) = f(x) : (x — xo)-




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1

—4  Nullstellen:




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

1

4

3

—4

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

—4  Nullstellen:



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 [1]5

—4  Nullstellen:



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen
Beispiel 10.6
f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4
X 4 3 —4 —4 Nullstellen
1 |1|5 8




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 [1]5

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 [1]5

0

—4  Nullstellen:
8 4
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10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

X

1

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
15

1

0

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

L-10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen
Beispiel 10.6
f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4
X 4 3 —4 —4 Nullstellen:
1|15 8 4
1

0
1




Differenzialrechnung
10 Nulistellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 —4 —4 Nullstellen:
1 |1]5 8 4 0
1 |1]6




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 —4 —4 Nullstellen:
1 |1]5 8 4 0
1 |1]6 14




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 —4 —4 Nullstellen:
1 |1]5 8 4 0
1 |1]6 14 18




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 |15 0

1 |1|6 14 18

-1

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 |15 0
1 |1|6 14 18
-1|1

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 |15 0
1 |1|6 14 18
—-1|1|4

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 —4
1|15 0
1 1|6 14 18

11|44 4

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 |15 0
1 |1|6 14 18
-1/1}4 4 0

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

4 3 -4
1 |15 0
1 |1|6 14 18
-1/1}4 4 0
-2

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2 11

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-211]2

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2(1]2 0

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2(1]2 0
-2

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2(1]2 0
-2 11

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4

X 4 3 -4
1 |1]5 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2(1]2 0
-211]0

—4  Nullstellen:
8 4



Differenzialrechnung
=10 Nullstellen
|—10.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Beispiel 10.6

f(x) =x*+4x3+3x2 —4x— 4
X 4 3 —4 —4 Nullstellen: x; =1, xp = —1 und
1 1|5 8 4 0
1 |1|6 14 18
-1(1]14 4 0
-2(1]2 0
-211]0

x3=x4 = —2



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion ist ein Quotient aus zwei
ganzrationalen Funktionen.



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

L10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

f(x) =

o]

(x)

Q
—

x)

Eine gebrochenrationale Funktion ist ein Quotient aus zwei
ganzrationalen Funktionen

N



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

L10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

o]

f(x) = (3

Eine gebrochenrationale Funktion ist ein Quotient aus zwei
ganzrationalen Funktionen.

Q
—

Xp ist genau dann Nullstelle von f, wenn xg Nullstelle von p aber
nicht von q ist.




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.7

x+1
1"(x)=x_1

DA



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.7

x+1
1"(x)=x_1

x=-1

DA



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.8

f(x) =

x2 —Tx+12

-3



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.8

f(x) =

x2 —Tx+12
-3

x2—7x+12_
x—3 a



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.8

x2 —Tx+12
f(x) = ~—3

x2—Tx+12  (x—3)(x—4)
x—3 B

x—3



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.8

x2 —Tx+12
f(x) = ~—3

x2—Tx+12  (x—3)(x—4)
x—3 B

x—3
x = 4 ist Nullstelle



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.2 Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Beispiel 10.8

x2 —Tx+12

Flx) = x—3

x2—Tx+12  (x—3)(x—4)
x—3 B

x—3
x = 4 ist Nullstelle

(x = 3 ist eine (be)hebbare Singularitat)



Differenzialrechnung

10 Nulistellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.9
f(x) =€~

DA



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.9
f(x) =€~

e* > 0 fur alle x € R

DA



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.9

f(x) =€~

e* > 0 fur alle x € R

f hat keine Nullstellen



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.10

f(x) = (x> —9) e




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.10

f(x) = (x> —9) e

Ein Produkt reeller Zahlen ist null, wenn mindestens ein Faktor
null ist.



Differenzialrechnung
10 Nulistellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.10
f(x) = (x> —9)-e*

Ein Produkt reeller Zahlen ist null, wenn mindestens ein Faktor

null ist.

Nullstellen: x; =3, xo = =3



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.11

f(x) = logyg x

DA



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.11

f(x) = logyg x

Die Graphen aller Logarithmusfunktionen gehen durch (1,0).



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.11

f(x) = logyg x

Die Graphen aller Logarithmusfunktionen gehen durch (1,0).
X0 = 1



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)

X2—5X+7:1



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)

X2—5X+7:1
x> —5x+6=0



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)

X2—5X+7:1
x> —5x+6=0

(x=2)(x—3)=0



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)

X2—5X+7:1
x> —5x+6=0

(x=2)(x—3)=0

X1:2



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.3 Nullstellen von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Beispiel 10.12

f(x) = In(x?> = 5x +7)

x> —bx+7=1

x? —5x+6=0
(x—2)(x—3)=0
x1 =2

X2:3



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.13

f(x) = sin(ax + b)




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.13

f(x) = sin(ax + b)

sin(ax + b) =0



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.13

f(x) = sin(ax + b)

sin(ax + b) =0

sin(ax + b) = sin(k - )

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.13

f(x) = sin(ax + b)

sin(ax + b) =0
sin(ax + b) =sin(k - m) (k € Z)
axx+b=k-7

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.13

f(x) = sin(ax + b)

sin(ax + b) =0

sin(ax + b) = sin(k - )
axy +b=k-mw

k-m b
=,

(keZ)
(keZ)

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.14

f(x) = cos(ax + b)




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.14

f(x) = cos(ax + b)

cos(ax + b) =0



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.14

f(x) = cos(ax + b)

cos(ax + b) =0

cos(ax + b) = cos (g + k-w) (kez)
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10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.14

f(x) = cos(ax + b)

cos(ax + b) =0

cos(ax + b) = cos (g-i—k-w) (kez)
an—i—b:z—i-k-ﬂ’

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.14

f(x) = cos(ax + b)

cos(ax + b) =0

cos(ax + b) = cos (g + k-w) (kez)

3Xk+b:g+k'ﬂ’ (keZ)
k T b
Xk—;'ﬂ' Z—; (kEZ)
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10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.15

f(x) = tan(ax + b)




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.15

f(x) = tan(ax + b)

tan(ax + b) =0



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.15

f(x) = tan(ax + b)

tan(ax + b) =0

tan(ax + b) = tan(k - )

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.15

f(x) = tan(ax + b)

tan(ax + b) =0
tan(ax + b) =tan(k - w) (k € Z)
axx+b=k-7

(keZ)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.4 Nullstellen trigonometrischer Funktionen

Beispiel 10.15

f(x) = tan(ax + b)

tan(ax + b) =0
tan(ax + b) =tan(k - w) (k € Z)
axk +b=k-m (keZ)
Xk:k.Tﬂ—g (kez)



Differenzialrechnung

10 Nullstellen

L 10.5 Das Bisektionsverfahren

Das folgende Verfahren erlaubt es, eine Nullstelle £ einer stetigen

Funktion f im Intervall a < £ < b ndherungsweise zu berechnen,
wenn f(a) und f(b) unterschiedliches Vorzeichen haben.




Differenzialrechnung

10 Nullstellen

|—10.5 Das Bisektionsverfahren

Vorbereitung

» Gebe die Genauigkeit ¢ der Lésung vor (z.B. ¢ = 107°).
» Wahle a < b mit f(a) - f(b) < 0.
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10 Nullstellen

L 10.5 Das Bisektionsverfahren

Vorbereitung

» Wahle a < b mit f(a) - f(b) < 0.

» Gebe die Genauigkeit ¢ der Lésung vor (z.B. ¢ = 107°).



Differenzialrechnung
L-10 Nullstellen
L10.5 Das Bisektionsverfahren

[terationsschritt

» Berechne (a+ b)/2 > m
» Wenn f(a)-f(m)<0:m—b
sonst: m — a

» Wenn |b — a| < e: gib m aus und beende das Verfahren
sonst: wiederhole den Schritt

u}
o)
I
i
it
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10 Nullstellen

|—10.5 Das Bisektionsverfahren

A\
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10 Nullstellen

|—10.5 Das Bisektionsverfahren
+
- > X
d m
m
> —
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10 Nullstellen
L-10.5 Das Bisektionsverfahren

PROGRAM:BISECT
:Prompt A,B,E
:Repeat abs(B-A)<E
: (A+B) /2—M
:A—X:prgmF:Y—S
:M—X:prgmF:Y—T
:If S*T<O0

:Then

:M—B

:Else

:M—A

:End

:Disp M

13 :End

© 00 N O O WN =

= e
N = O

Das Programm setzt voraus, dass sich die Funktionsgleichung von
f in der Form f (X)—Y im Programm prgmF befindet.
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