Vektorgeometrie (1)
Losungen+



Aufgabe 5.1

-21
Gegeben: 3= | 24
15

Gesucht: —%é’



Aufgabe 5.1

28
—33=|[-32
20



Aufgabe 5.2
Gegeben: |3] = /3, |b| = 4, <I(5,E) = 30°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.2

- - 3
5-b:|51-|b|-cos<p:\/§-4-cos30°:\/§-4-\2[:6



Aufgabe 5.3
Gegeben: 3] = 3, |b| = v/2, <I(5,E) = 45°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.3

- - 2
5-b:|51-|b|-cos<p:3-\ﬁ-cos45°:3~\f2-\2[:3



Aufgabe 5.4
Gegeben: |3] = 5, |b| = 8, <z(5,5) = 60°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.4
F-b=|3]-|b|-cosp=5-8-cos60° =40-0.5 = 20



Aufgabe 5.5
Gegeben: 3] = 4.5, |b| = 2.1, 4(5,5) =90°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.5
F-b=|3]-|b|-cosp=45-2.1-c0s90° =45-2.1-0=0



Aufgabe 5.6
Gegeben: 3] = 11, |b| = 6, 4(5,5) = 120°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.6
-1

5-5:|§]-\5]-cos¢:11-6-cosl200:11-6-7:—33



Aufgabe 5.7
Gegeben: [3] =9, |b| = 2, <z(5,5) = 180°

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.7
F-b=|3]-|b|-cosp=9-2-cos180° = 18- (—1) = —18



Aufgabe 5.8
Gegeben: |3] =4, |b| =2, 5-b=—4
Gesucht: ¢ = <((3, b)



Aufgabe 5.8

o b
="
|4l - |b]
— -1 .
(p = arccos = arccos — = 135

4-4/2 V2



Aufgabe 5.9
Gegeben: |3] =3, |b| =4, - b =63
Gesucht: ¢ = <(3, E)



Aufgabe 5.9
b
|a- |b]

cosp =

(p = arccos 3.2 = arccos - = 30°



Aufgabe 5.10
Gegeben: [3] =5, |b| =2, 3-b=0
Gesucht: ¢ = <(3, E)



Aufgabe 5.10
b
0sp =—=

ER

0
p = arccos o = arccos 0 = 90°



Aufgabe 5.11
Fiir welchen Winkel ¢ = <(3, E) gilt - b=|a]- |b|?



Aufgabe 5.11
5'5ﬁ _ !aTlfi! _q
|al- || [a]- b

cosp =

@ = arccos1 = 0°



Aufgabe 5.12
Fiir welchen Winkel ¢ = <(3, E) gilt 3 b= —3lal- |b|?



Aufgabe 5.12
S RC

cosp =

a- .
a1 - |b] a1 - |b]

1
( = arccos <—2> = 120°



Aufgabe 5.13

Zeige, dass fiir das Skalarprodukt gilt: 3 3= |a]?



Aufgabe 5.13
7-3=1al-|a] - cos0° = |a]-[a] -1 = |a]?



Aufgabe 5.14

Beweise den Satz von Pythagoras mit Hilfe des Skalarprodukts.

Hinweis: Verwende die folgende Figur und |V|?> = V- V.




() wegen & L bgilt 5-b=0



Aufgabe 5.15

N AN
Gegeben 3= <3> b= (_1>

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.15

7 b= @)-(_‘11):2-“3-(—1):5



Aufgabe 5.16

-~ (-7\ =~ (3
Gegebena—<3>,b—<7>

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.16

7 b= <_3’7>-<§>=(—7).3+3'7:0



Aufgabe 5.17

5 _ 3
Gegeben 3= | -2], b= (38
1 4

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.17

) 5 3
7 b=|-2] [8]=15-16+4=3
1 4



Aufgabe 5.18

Gegeben 3= (

Gesucht: 3- b



Aufgabe 5.18

4 4
ab=|-1]-|1-1]=164+14+9=26
3 3



Aufgabe 5.19

Gegeben 3=

Gesucht: 3- b

1
0

-3

2

oy



Aufgabe 5.19

1 7
- _|o 9| .. B
ib=|_, 5 | =7+0-15+8=0



Aufgabe 5.20

-~ (2 » (3
Gegeben: 3= (_1>, b= <2>

Gesucht: Zwischenwinkel ¢ = <((3, b)



Aufgabe 5.20

i b
( = arccos — = arccos ——— = 60.26°

2l 1B V513




Aufgabe 5.21

1 6
Gegeben: 3= [3],b=| 4
2 -2

Gesucht: Zwischenwinkel ¢ = <((3, b)



Aufgabe 5.21

a-b
( = arccos ————
al - |bl
= arccos ————— = 60°

Vid- /56



Aufgabe 5.22

6\ 3
Gegeben: 3= [3 ], b= 1
5 -3

Gesucht: Zwischenwinkel ¢ = <((3, b)



Aufgabe 5.22

a-b 0
( = arccos — = arccos ———— = 90°

ERE VT0-Via




Aufgabe 5.23

4 —6

-~ 10 » |0
Gegeben: 3= 6 , b= 9
2 -3

-,

Gesucht: Zwischenwinkel ¢ = <(3&, b)



Aufgabe 5.23

b —84
( = arccos 270 arccos —— 00— 180°

ERE V56 V126




Aufgabe 5.24
Gegeben: A(—9,6,6), B(—3,14,8), C(-7,13,11)

Gesucht: alle Innenwinkel des Dreiecks ABC



Aufgabe 5.24

(i) % ()



Aufgabe 5.24



Aufgabe 5.24



Aufgabe 5.24



Aufgabe 5.24

8 = arccos R : §>4 = arccos % 60°
|B?|-|BA\ V26 - /104

N =180° —a — 8 = 90°



Aufgabe 5.25
Gegeben: A(2,6,3), B(6,9,4), C(4,14,10)

Gesucht: alle Innenwinkel des Dreiecks ABC



Aufgabe 5.25

o) % ()



Aufgabe 5.25



Aufgabe 5.25

“ (=0



Aufgabe 5.25

“()=-0

BC . BA 13
[ = arccos = arccos ——— = 108.43°
|82|-|BA\ V65 - 1/26



Aufgabe 5.25

(= arccos ? = arccos — = 30°
\AE\ ) |A?| V26 - /117

“()=-0

BC . BA 13
[ = arccos = arccos ——— = 108.43°
|82|-|BA\ V65 - 1/26

v =180° — a — B = 26.57°



Aufgabe 5.26

3
Bestimme die fehlende Koordinate, so dass &= | 3 | und
2

-1
b= 5 einen rechten Winkel einschliessen.



Aufgabe 5.26

c0s90° — 12 42z
V22 -1/26 4+ z2
0=12+2z

z= -6



Aufgabe 5.27

t
Bestimme die fehlende Koordinate t, so dass a= | —7 |,
3

b= |t | einen rechten Winkel einschliessen.
4



Aufgabe 5.27
0s90° — t2 —Tt+12
Vt2 458 -1/2t2 + 16
0=(t—-3)(t—4)

t1 =3

th=4



Aufgabe 5.28

Bestimme die fehlende Koordinate z, so dass 3 =

einen Winkel von 45° einschliessen.

[y

N

oy

NN =



Aufgabe 5.28

. V2 142z
cos4b° = — = ——
2 V1+22-3

\ﬁ'\/H722~3:2+4z
18(1 4 2%) = (2 + 42)?
18 +182% = 4 + 162 + 162>
272 — 1624+ 14 =0
22-8z47=0 & (z-1)(z-7)=0
z1=1

22:7



Aufgabe 5.29

Fiir welche Werte von z schliessen 3=

Winkel von 60° ein?



Aufgabe 5.29

cos 60° = 1 — $
2 2-V2+22

V2 \V2+422=27-2
22+ 2%) = (22 — 2)?
44272 =42>—8z+4

0=12z%>-8z
0=2z(z—4)
21:0

=4



Aufgabe 5.30
Gegeben: A(5,9,-3), B(1,2,5)
L=
Gesucht: Punkt P auf der x-Achse mit PA L ﬁ



Aufgabe 5.30

5—x 1—x
P(x,070),5>4( 9 )ﬁ( 2 )
3 5

PA.PB =0
5-x)(1-x)+18—-16=0
5—6x+x2+3=0
x?—6x+8=0
(x—=2)(x—4)=0

xx=2 = Py(2,0,0)

xx=4 = Pi(4,0,0)



Aufgabe 5.31
Gegeben: A(6,0,4), B(—5,7,9)
L=
Gesucht: Punkt P auf der y-Achse mit PA L ﬁ



Aufgabe 5.31

6 -5
o (3)2-(5)
4 9

PA.PB =0
—30-y(7T—y)+36=0
Y2 —Ty+6=0
(-1 -6)=0
n=1

y2 =6

= P1(0,1,0)
= P»(0,6,0)



Aufgabe 5.32

Berechne den Winkel zwischen &+ 0 und b, wenn gilt: |3] = 3/b|
und (&—2b) - (7+4b) = 0.



Aufgabe 5.32

(5-26) - (4+4B) =0
5-5+23-b—8-b-b=0
25-b=8-b-b—3-3
25 b=8|b]” - 3> = 8|b|* — (3|b])°
7-b=—|b]
b —p2 1

cosp =

= —

-6l 31b|-16] 3

1
( = arccos <—3> =109.47°



Aufgabe 5.33

1 4
Berechne [ 2] x | 5
3 6



Aufgabe 5.33

()-C)



Aufgabe 5.33

1 4 2-6-3-5
2] x|5] =1|34-1-6
3 6 1.5-2-4



Aufgabe 5.33

1 4 2-6-3-5
2] x|5] =1|34-1-6
3 6 1.5-2-4



Aufgabe 5.34

4 1
Berechne [ 5] x | 2
6 3



Aufgabe 5.34

()-C)



Aufgabe 5.34

4 1 5.3-6:2
5| x|2)] =(|6-1-4-3
6 3 4.2-5.1



Aufgabe 5.34

4 1 5.3-6:2
5| x|2)] =(|6-1-4-3
6 3 4.2-5.1



Aufgabe 5.35

4
Berechne 0



Aufgabe 5.35

(&)L



Aufgabe 5.35

4 6 0-3-(-2)-0
(0) . <o) _ ((z>.(6)4.3)
2 3 4.0-0-(—6)



Aufgabe 5.35

4 —6 0-3—(-2)-0 0
5 ()i -6
—2 3 4.0-0-(—6) 0



Aufgabe 5.36

1 0
Berechne [0 ] x |1
0 0



Aufgabe 5.36

) 6)-C



Aufgabe 5.37

1
Berechne (2



Aufgabe 5.37



Aufgabe 5.38

Berechne den Flacheninhalt des von 3=

aufgespannten Parallelogramms.

3



Aufgabe 5.38




Aufgabe 5.39

4 5
Berechne den Flicheninhalt des von 3= [6 | und b= |8

3 3
aufgespannten Parallelogramms.






Aufgabe 5.40

6 9
Berechne den Flicheninhalt des von 5= | =2 | und b= | —3
4 6

aufgespannten Parallelogramms.



Aufgabe 5.40




Aufgabe 5.41

Berechne den Flacheninhalt des von 3= (

aufgespannten Dreiecks.

8
-5
9



Aufgabe 5.41

1 |
A:E-‘sxb

1

2




Aufgabe 5.42

-5 8
Berechne den Flacheninhalt des von 3= | 4 |, und b= | -4
2 1

aufgespannten Dreiecks.



Aufgabe 5.42

1 - 1
7.‘5xb‘:7.

1
= 2.27=13.
2 2 2 33




Aufgabe 5.43

Untersuche mit Hilfe des Vektorproduktes, ob die Vektoren

-6 . 9
3= —-6| und b= 9 kollinear sind.
8 -12



Aufgabe 5.43

—6 9 0
—6 | x 9 =10 = g und b sind kollinear.
8 -12 0



Aufgabe 5.44

Untersuche mit Hilfe des Vektorproduktes, ob die Vektoren

—4 2
3= 0 | und b= | 0 | kollinear sind.
15 30



Aufgabe 5.44

—4 2 0
0 x| 0] =1]150 = g und b sind nicht kollinear.
15 30 0



Aufgabe 5.45

Ist der Wert von (a . 5) - b ein Vektor, eine Zahl oder nicht
definiert?



Aufgabe 5.45

eine Zahl



Aufgabe 5.46

Ist der Wert von (5- E) X (Ex J) ein Vektor, eine Zahl oder nicht
definiert?



Aufgabe 5.46

nicht definiert



Aufgabe 5.47

Ist der Wert von (5>< lﬂ . (Ex J) ein Vektor, eine Zahl oder nicht
definiert?



Aufgabe 5.47

eine Zahl



Aufgabe 5.48

4
Berechne das Volumen, des von den Vektoren 3= [ —1 |,
2
1 3
b=|3]udeé= |0 aufgespannten Spates.
2 5



Aufgabe 5.48

[#x b]-¢= Kﬂ) X (
2



Aufgabe 5.48

4
[#x b]-¢= {(1
2

VSpat = |41| =41



Aufgabe 5.49

2
Berechne das Volumen, des von den Vektoren 3= | 2 |,
1

6 3
b=|1]undé=|3 aufgespannten Spates.
5 3



Aufgabe 5.49

B0

VSpat - |—15‘ - 15



Aufgabe 5.50
-7
Berechne das Volumen, des von den Vektoren 3= [ 1 |,
-2
4 5
b=|3|udc=|[-1 aufgespannten Tetraeders.
6 2



Aufgabe 5.50

-7
[leﬂ-f{(l)x(
2

1 1
VTetraeder = 6 VSpat =6 24 =4

12

)



Aufgabe 5.51

Untersuche mit Hilfe des Spatprodukts, ob 3= (

1
und ¢ = | —4 | linear (un-)abhangig sind.
7



Aufgabe 5.51

-5 1
[Fxb]-¢= (11) : (4) =0
7 7



Aufgabe 5.51

-5 1
[Fxb]-¢= (11) : (4) =0
7 7

3, b, € sind linear abhiangig.



Aufgabe 5.52

2 5
Fiir welche Werte von y spannen 3= [ 9|, b= y | und
1 2

7
c¢= | 4 | einen Spat mit dem Volumen von 213 auf?
-3



Aufgabe 5.52

[ax 8] -&| =213
2 5\1 /7
ol x [y ||-|4]l=213
1 2| \-3
18—y 7
1 ]| a]|=23
2y — 45 -3

1126 — 7y + 4 — 6y + 135| = 213
1265 — 13y| = 213
265 — 13y =213 = y; = 4
265 — 13y = —213 = y, = 478/13



Aufgabe 6.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g, die durch A(2,1,3) und
B(5,2,7) geht.



Aufgabe 6.1
5
Richtungsvektor: AB = B —rfp= (2) — (
7

)00



Aufgabe 6.2
Liegt der Punkt P(14,11,7) auf der Geraden mit der Gleichung

G-

N < X



Aufgabe 6.2

Koordinaten von P in die Geradengleichung einsetzen:
14 =—-1+3t 15 =3t =5

11=21-2t = -10=-2t = t=5 = Pé¢g



Aufgabe 6.3

Gib eine Gleichung der Geraden h an, die parallel zur Geraden

() () C)

verlduft und durch den Punkt Q(8,9,4) geht.

N < X



Aufgabe 6.3

Einfach den Anfangspunkt von g auswechseln:

-0+

N < X



Aufgabe 6.4

Bestimme eine Parametergleichung der Geraden, die durch den
Punkt A(5,2,3) geht und parallel zur y-Achse verlauft.



Aufgabe 6.4

®
7~
N < X



Aufgabe 6.5

Bestimme eine Parametergleichung der Geraden, die durch den
Punkt A(3,—4,1) geht und die z-Achse bei z = 7 schneidet.



Aufgabe 6.5

SNERE



Aufgabe 6.6

Bestimme eine moglichst einfache Parametergleichung der
Geraden, die durch die Punkte A(5,0,—3) und B(—1,4,7) geht.



Aufgabe 6.6

—6
Richtungsvektor: v = | 4
10



Aufgabe 6.6

—6
Richtungsvektor: v = | 4
10



Aufgabe 6.7

Bestimme eine Parametergleichung der Geraden, die parallel zur
x-Achse verlduft und durch den Mittelpunkt der Strecke mit den
Endpunkten A(—4,1,5) und B(6,—9,3) geht.



Aufgabe 6.7

1

Mittelpunkt: ry = %(F’A + FB) = (4) = M(1,—4,4)
4



Aufgabe 6.7

1
Mittelpunkt: ry = %(F’A + FB) = (4) = M(1,—4,4)

TR



Aufgabe 6.8

Bestimme eine Gleichung der Geraden, die durch den Punkt
P(—2,1,0) und den Schwerpunkt des Dreiecks mit den Ecken
A(1,1,-7), B(6,4,2), C(5,—2,8) geht.



Aufgabe 6.8
Schwerpunkt: S(4,1,1)



Aufgabe 6.8
Schwerpunkt: S(4,1,1)

OGB4

N < X



Aufgabe 6.9

Bestimme eine moglichst einfache Gleichung der Geraden, welche
die Hohe hc des Dreiecks mit den Ecken A(1,1, —3), B(3,4,1) und
C(0,2,4) enthilt.



Aufgabe 6.9

o 2) %



Aufgabe 6.9
A (i) 3 _ (f)
4 7

e AR xR (18)

5



Aufgabe 6.9



Aufgabe 6.9



Aufgabe 6.10

Welche der Punkte P(—2,-1,7), Q(8,9,8) und R(4,5,—2) liegen
auf der Geraden

TR RE



Aufgabe 6.10
—2=242t
> —1=3+2¢
7=1-3t

=

t=—2
t=—2
t=—2



Aufgabe 6.10

—2=2+2t =2

> - 1=342t = t=-2 = Peg
7=1-—3t t=-2

8§=2+2t t=3

» 9=3+2t = t=3 = Q¢g

8=1-3t t=-7/3



Aufgabe 6.10

—2=2+2t t=-2
> - 1=342t = t=-2 = Peg
=1-3t t= -2
8=2-+2t t=
> 9=34+2t = t= = Q¢g
8=1-3t t=-7/3
4 =242t t=1

» 5=342t = t=1 = Reg
-2=1-3t t=1



Aufgabe 6.11

Welche spezielle Lage hat die Gerade?

)06
()

O
o
N <
i

G
0
N < X
Il
-
|
U'le\.)
\_/

®
x

N < X
I



Aufgabe 6.11

(a) g ist parallel zur x-Achse.
(b) g geht durch den Ursprung.

(c) g ist parallel zur xz-Ebene (73).



Aufgabe 6.12

Gib eine Gleichung der Geraden g an, die durch den Punkt
P(7,6,3) geht und parallel zur Geraden

X 3 2
h: yl=1[-2)+¢t| 1 | verlduft.
z 7 -2



Aufgabe 6.12

-0

N < X



Aufgabe 6.13

Bestimme alle Spurpunkte der Geraden

TR



Aufgabe 6.13
51(3,1,0), S, existiert nicht, S3(3,0,2)



Aufgabe 6.14

Im welchen Verhiltnis teilt der mittlere der drei Spurpunkte der

Geraden
X -1 5
g lyl|l=1|5|+t]|—-7
z -3 8

die Verbindungsstrecke zwischen den dusseren beiden
Spurpunkten?



Aufgabe 6.14

f = 3 — 105
1= 38 = 280
th— 1 _ 56
2= 5 = 280
ta = 2 — 200
3= 7~ 280
h <t <t3

5 teilt die Strecke zwischen S, und Sz im Verhiltnis 49 : 95.



Aufgabe 6.15

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden
5 3
g: =12 ]+s|—-2] und
()-(2) ()
—4 -9
h: =18 |+t| 6 |].
()-(2)(:)

N < X

N < X



Aufgabe 6.15

> Vs und V, sind kollinear (v}, = —3V)
> Ag(5,2,-2)eh

Die Geraden g und h sind identisch. (g = h)



Aufgabe 6.16

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden
-2 1
g: =10 ]+s|[—-1] und
)-() )
-8 2
h: ()(4)+t(2 )
3 6

N < X

N < X



Aufgabe 6.16

> Vs und V, sind kollinear (v}, = 2;)
> Ag(=2[0|=2) & h

Die Geraden g und h sind parallel. (g || h)



Aufgabe 6.17

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden

R YRR

N < X
N < X



Aufgabe 6.17

» V4 und Vg sind nicht kollinear

» Das Gleichungssystem A, + sv; = A + tVj, hat genau eine
Losung: s = -3, t = 2.

Die Geraden schneiden sich



Aufgabe 6.18

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden

|
X

N < X

N < X

|
|

()-()



Aufgabe 6.18

» V4 und Vg sind nicht kollinear

» das Gleichungssystem A, + sV = Ap + tVj, hat keine Losung.

g und h sind windschief



Aufgabe 6.19

Zeige, dass sich die Geraden

X 5 2 X 2
g:ly|=15]+s|{1l])undh: |y]=12 |+t
z 0 2 z -5

schneiden und berechne den Schnittpunkt und den spitzen
Schnittwinkel.



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear



Aufgabe 6.19
Richtungsvektoren: nicht kollinear
54+2s=2-t

54+s=2+1t
2s = —h+t



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3
2s = —h+t 2s—t=-5



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3 =
2s = —h+t 2s—t=-5

s§= -2
t=



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3 =
2s = —h+t 2s—t=-5

s§= -2
t=

Schnittpunkt: S(1,3, —4)



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3 =
2s = —h+t 2s—t=-5

s§= -2
t=

Schnittpunkt: S(1,3, —4)

Schnittwinkel:



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3 =
2s = —h+t 2s—t=-5

s§= -2
t=

Schnittpunkt: S(1,3, —4)

Schnittwinkel:



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3
2s = —h+t 2s—t=-5

Schnittpunkt: S(1,3, —4)

Schnittwinkel:

2 -1
1]1-11
2 1
(p = arccos 5 —
1]]- 1
2 1



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3
S5+s=2+t = s—t=-3
2s = —h+t 2s—t=-5

Schnittpunkt: S(1,3, —4)

Schnittwinkel:

=

1
3v3

2 -1
1111
2 1
(p = arccos = arccos —=
2 -1
1]]- 1
2 1



Aufgabe 6.19

Richtungsvektoren: nicht kollinear

b+2s=2—1t 2s+t=-3 5

S—_

54+s=2+t = s—t=-3 = P 1
2s = -5+t 2s —t=-5 B

Schnittpunkt: S(1,3, —4)

Schnittwinkel:

2 -1

11-11

2 ! L 78.90°
p = arccos ;o N[ = arecos 358

1] 1

2 1



Aufgabe 6.20

Zeige, dass sich die Geraden

-3 3
g: =|5]+s|-5] und

-2 9

—16 8
h: = -6 |+t]| 3

9 -1

scheiden und bestimme den Schnittpunkt und den spitzen
Schnittwinkel.

N < X

N < X



Aufgabe 6.20

Schnittpunkt g N A:
—3+35s=-16+8t
5—5s=—-6-+3t
—2495s=90-1t
Schnittpunkt: 5(0,0,7)

spitzer Schnittwinkel:

=

3s —8t=-13
—bs —3t=-11
O9s+t=11



Aufgabe 6.20

Schnittpunkt g N A:
—3+35s=-16+8t
5—5s=—-6-+3t
—2495s=90-1t
Schnittpunkt: 5(0,0,7)

spitzer Schnittwinkel:

=

3s —8t=-13
—bs —3t=-11
O9s+t=11

3 8
-5 3
9 -1
( = arccos 3 5
-5 3
9 -1



Aufgabe 6.20
Schnittpunkt g N A:

—343s=-16+38t 3s — 8t =-13
5—5s=—-6+43t = —bs—-3t=-11 =
—2+9s=9—-1t 9s+t=11
Schnittpunkt: 5(0,0,7)
spitzer Schnittwinkel:
3 8
-5 3
9 -1 0
= arccos = arccos ——
4 3 8 VI15- V74
-5 3
9 -1



Aufgabe 6.20
Schnittpunkt g N A:

—343s=-16+38t 3s — 8t =-13
5—5s=—-6+43t = —bs—-3t=-11 =
—2+9s=9—-1t 9s+t=11
Schnittpunkt: 5(0,0,7)
spitzer Schnittwinkel:
3 8
-5 3
9 -1
= arccos = arccos ——
4 3 8 VI15- V74
-5 3
9 -1

= 90°



Aufgabe 6.21

Die Strecke mit den Endpunkten A(—4,5, —2) und B(5,—1,4) ist
in drei gleiche Teile zu zerlegen. Ermittle die Koordinaten der
Teilungspunkte.



Aufgabe 6.21
AB = Fg— 7p =



Aufgabe 6.21
AB = Fy — 7y = (



Aufgabe 6.21

5
4



Aufgabe 6.22
Bestimme den Abstand des Punktes P(0,3,7) von der Geraden

<))

und den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

N < X



Aufgabe 6.22
AF



Aufgabe 6.22
,ﬁ _ ,ﬁ -‘7\7 .

V-




Aufgabe 6.22
B 3
ﬁ:?'vv-vz(—l)- (2)

-2



Aufgabe 6.22
it AP

—

v

.\7(1).(



Aufgabe 6.22
it AP

—

v

.\7(1).(



Aufgabe 6.22




Aufgabe 6.22
/ﬁ:/ﬁ";-\?:(—l)- (

V-

2
e — Fa+ AF — (o)
1



Aufgabe 6.22

,ﬁ:’ﬁ";.y

V-

(-1)- (

3
2
-2

|



Aufgabe 6.22

. 3 -3
ﬁ:A—f;;V'v (1)-(2)(2)
V-V ) 2




Aufgabe 6.22

; 3 -3
ﬁ:A—fé;V'vz(—n- (2) — (2)
V-V ) 2

—2
“F“A+/F>(o = F(-2,0,1)




Aufgabe 6.22

3
2
-2

=

2

F(-2,0,1)

) 0




Aufgabe 6.22

=

3
2 | =
-2

2

F(-2,0,1)

) 0




Aufgabe 6.23

Bestimme den Abstand der Geraden

)

3
1
2

)

—7
0
0

- )



Aufgabe 6.23

0 5
o (53
d(g’h)_Kvg‘;\:,)‘?l;A | _[\-49 0 -10
’ 0
(2
_@:10




Aufgabe 6.24

Zeige, dass sich die beiden Geraden

-6 0)-6-0

schneiden und bestimme die Gleichungen ihrer Winkelhalbierenden.



Aufgabe 6.24
Schnittpunkt: 5(5,8,1)

o (1) 2) e 3)
o 1) )+ (2)

<
(&)



Aufgabe 6.25

Bestimme eine Gleichung der Geraden h, die orthogonal zur
Geraden

)-(2) ()

steht und durch den Punkt P(5,8,1) geht.



Aufgabe 6.25

Der Richtungsvektor v}, des Lots steht senkrecht auf dem
Richtungsvektor vz und der Ebene, die durch den Punkt P und die
Gerade g aufgespannt wird:



Aufgabe 6.25

Der Richtungsvektor v}, des Lots steht senkrecht auf dem
Richtungsvektor vz und der Ebene, die durch den Punkt P und die
Gerade g aufgespannt wird:

5 4 1
Ab=[8|-|2]=]|s
1 -2 3



Aufgabe 6.25

Der Richtungsvektor v}, des Lots steht senkrecht auf dem
Richtungsvektor vz und der Ebene, die durch den Punkt P und die
Gerade g aufgespannt wird:

5 4 1
py-2 ) O R N
1 2 3

25

\7h—Vg>< (Vgx/ﬁ): —54



Aufgabe 6.25

Der Richtungsvektor v}, des Lots steht senkrecht auf dem
Richtungsvektor vz und der Ebene, die durch den Punkt P und die
Gerade g aufgespannt wird:

5 4 1
AP={8|-|2]=]s
1 2 3

25

Uy = U x (V; x AP) = | —54

21
X 5 25
g |yl =18+t -54
z 1 21



Aufgabe 6.26

Bestimme die Gleichung der Normalprojektion der Geraden

TREE

auf die xy-Ebene.



Aufgabe 6.26

Durch die Projektion auf die xy-Ebene werden alle z-Komponenten
zu Null.

CRRE

N < X



Aufgabe 6.27

X 6 -3
Welche Punkte auf der Geraden g: (y) = (8) +t ( 4 )
z 3 1

haben vom Punkt Q(1,—2,3) den Abstand d = 37



Aufgabe 6.27
P(6—3t,—8+4t,3+t)eg



Aufgabe 6.27
P(6—3t,—8+4t,3+t)eg

QP =3



Aufgabe 6.27
P(6 —3t,—8+4t,3+t)Eg

QP =3

6 — 3t 1
844t | —|—2
34t 3

=3




Aufgabe 6.27
P(6 —3t,—8+4t,3+t)Eg

QP =3
6 — 3t 1
—8+4t| —|-2]|=3
3+t 3
5—3t
—6+4t||=3
t




\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2 =3



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2 =3

(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2 =3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9

25 — 30t + 9t +36 — 48t + 16t2 + 2 =9



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2:3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9
25 — 30t + 9t +36 — 48t + 16t2 + 2 =9

26t — 78t +52 =0



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2:3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9

25 — 30t + 9% 4+ 36 — 48t + 16t> + 2 =9
26t> — 78t +52=0

2 —3t+2=0



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2:3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9

25 — 30t + 9% 4+ 36 — 48t + 16t> + 2 =9
26t> — 78t +52=0

t? —3t+2=0

(t—1)(t—2)=0



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2:3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9

25 — 30t + 9% 4+ 36 — 48t + 16t> + 2 =9
26t> — 78t +52=0

t? —3t+2=0

(t—1)(t—2)=0

t1=1

= Pl(?’a _4’4)



\/(5—3t)2+(—6+4t)2+t2:3
(5-3t)2+(—6+4t)>+t>=9

25 — 30t + 9% 4+ 36 — 48t + 16t> + 2 =9
26t> — 78t +52=0

t? —3t+2=0

(t—1)(t—2)=0

=1

th =2

= Pl(?’a _4’4)
= Pl(0a0a5)



Aufgabe 6.28

Ein Korper bewegt sich geradlinig gleichformig durch den Raum.
Zur Zeit t = 0 befindet er sich im Punkt A(—6,—4,—9) und
10 Sekunden spater im Punkt B(24,16,1).

(a) Gib eine Parametergleichung der Bahn an?
(b) Wo befindet sich der Korper zur Zeit t = 15s7?

(c) Wann hat der Kérper vom Ursprung eine Entfernung von 7 m?

(Es gilt |&] = || =|€&| =1m.)



Aufgabe 6.28



Aufgabe 6.28



Aufgabe 6.28



0P| =17



—6
—4
-9

)

3

1

|

(

0P| =17

—6 + 3t
—4 42t
—9+t

|

=7



0P| =17

)G

\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+ t)2 =7 |2

=7




(©) 0P| =7

—6 3 —6+ 3t
4l +t|2])|=||-4+2t]||=7
-9 1 -9+t

\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+ t)2 =7 |2

36 4+ 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9t% + 4t2 + t2 = 49



0P| =17

—6 3 —6+ 3t
4l +t|2])|=||-4+2t]||=7
-9 1 -9+t

\/(—6—1—3t)2 +(—4+2t)2+(-9+1t)2 =
36 4+ 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9t% + 4t2 + t2 = 49

133 — 70t + 14t% = 49

Ik



(©) 0P| =7

-6 3 —6 + 3t

4 +t|2||=||-4+2t]|=7

-9 1 O+t
\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+t)2: |2

36 4+ 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9t% + 4t2 + t2 = 49
133 — 70t + 14t% = 49

14t> — 70t + 84 =0



(©) 0P| =7

-6 3 —6 + 3t

4 +t|2||=||-4+2t]|=7

-9 1 O+t
\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+t)2: |2

36 4+ 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9t% + 4t2 + t2 = 49
133 — 70t + 14t% = 49
14t> — 70t + 84 =0

> —5t+6=0



(©) 0P| =7

-6 3 —6 + 3t

4 +t|2||=||-4+2t]|=7

-9 1 O+t
\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+t)2: |2

36 4 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9% + 4t + t = 49
133 — 70t + 1412 = 49
14t> — 70t +84 =0

t2—5t+6=0
(t—2)(t—3)=0



(c) 0P| =7

—6 3 —6+ 3t

—A4fl+t|2f|=[|-4+2t]|=7

-9 1 -9+t
\/(—6—1—3t)2+(—4+2t)2+(—9+t)2: |2

36 + 16 + 81 — 36t — 16t — 18t + 9t + 4t% + t*> = 49
133 — 70t + 1412 = 49
14t> — 70t +84 =0

t2—5t+6=0

(t—2)(t—3)=0
nach t =2 und t = 3 Sekunden



Aufgabe 7.1

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die die Punkte A,
B und C enthilt.

(a) A(4,0,8), B(4,-5,9), C(

(4,9,2), B(—6,4,4), C(~2,6,3)
(3,-8,0), B(8,4,—8), C(4,—1,3)
(—5,7,4), B(3,-2,2), C(3,0,—2)

4,0,2)



Aufgabe 7.1

(a)/ﬁx,ﬁ(

0
-5
1

)



Aufgabe 7.1

(a)/@x/ﬁ:

—

|

0
-5
1

d:—ﬁ-rA:—4

)



Aufgabe 7.1

(a) /@XR:
d=—n-ra
d=—n-ry

//



Aufgabe 7.1

T

(a) /@XR:
d=—f0-7y=
d=—f0-r3=



(b) /E&R(

—10
-5
2

)

—6
-3
1

)|

0



10
(b) AB x AC = (5

2

d=—f-Fy=14

)



(b) AB x AC = (150) x (

2
d=—f7y=14

e:x—2y+14=0



(c)/@x/ﬁ(

5
12
-8

) )-

92
-23
23

) .



5 1 92 4
(c) AB x AC = (12) x (7) - (23) = A= (1)
-8 3 23 1

d=—f Fy=—20



(o) AB x AC = (152) X (
8

d=—-n-rpa=-20
€dx—y+z—-20=0

w N~



(d) AB x AC = (89) X (87) = (gg) = 0= (Z)
-2 —6 16 2



(d) AB x AC = (89) X (87) = (gg) = 0= (Z)
-2 —6 16 2

d=—f 7y=—11



(d) AB x AC = (89) X (87) = (gg) = 0= (Z)
-2 —6 16 2

= Py = —11

€:bx+4y+2z—-11=



Aufgabe 7.2

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die durch den
Punkt P und die Gerade g gegeben ist.

(36

o< X

(a) P(3,-2,0) g: (



Aufgabe 7.2

(a)ﬁx?(



Aufgabe 7.2



Aufgabe 7.2



Aufgabe 7.2

3
(a) /ﬁxV: (1) x(
—4

—

d:—ﬁ-rA:—2

O NN
v

€:2x+2y+z—-2=0

3 8
(b) AP x 7= (4) x (5
2 -2



Aufgabe 7.2



Aufgabe 7.2

3
(a) /ﬁxV: (1) x(
—4

—

d:—ﬁ-rA -2

€:2x+2y+z—-2=0

3 8
(mzﬁxv<g><(5)
2 -2

d=—fi 7y =—50

€:2x —22y —47z—-50=0

o NN
v
Il



Aufgabe 7.3

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die durch die
parallelen Geraden g und h definiert ist.

-0+ -
GG BB

N <
N < X

N < X



Aufgabe 7.3

(a)ﬁx?(

1



Aufgabe 7.3



Aufgabe 7.3

(a) AB x 7 = (18) X (i)
4 2

d=—fiFy=1

€:3x+4y —-5z4+1=0



Aufgabe 7.3

(a) AB x 7 = (18) X (i)
4 2

d=—i-F=1

€:3x+4y —-5z4+1=0

2 ~1
(b)/@xv(4>x(1
-1 2



Aufgabe 7.3

-8

(a)/ﬁX\?: 1
—4
d=—-i-fh=1

€:3x+4y —-5z4+1=0

(b)/@xv(

—

d:—ﬁ'-rA

-2
4
-1

)

-5

-1
1
2

-



Aufgabe 7.3

(a) /ﬁx V= (18> X (i)
4 2

d=—-n-m=1

€:3x+4y —-5z4+1=0

-2 -1
(MZEXV(4>X(1
-1 2

d=—iFy=—5

€:9x+4+5y+2z—-5=0



Aufgabe 7.4

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene,

(a) die parallel zur xy-Ebene ist und den Punkt P(5,3, —6)
enthalt.

(a) die parallel zur xz-Ebene ist und den Punkt P(7,9,1) enthilt.



Aufgabe 7.4

(a) Parallel zur xy-Ebene: 7= (

= O O



Aufgabe 7.4

(a) Parallel zur xy-Ebene: 7= (

d=—f-fp

“l

||
/_\
= O O
~—_ —
A

w o1



Aufgabe 7.4

0
(a) Parallel zur xy-Ebene: 7= (0)

e f) )

c:z+6=0



Aufgabe 7.4
0
(a) Parallel zur xy-Ebene: A= |0
1
0 5
d=m=—|o)|3
1
e:z+6=0

0
(b) Parallel zur xz-Ebene: i = (1)
0



Aufgabe 7.4

0
(a) Parallel zur xy-Ebene: 7= (0)
1

e f) )

c:z+6=0

0
(b) Parallel zur xz-Ebene: i = (1)
0

d=—

Sy

<

Il

|
/
o = O
SN——
/
— © ~
SN——

Il

|

(o]



Aufgabe 7.4
0
(a) Parallel zur xy-Ebene: A= |0
1
0 5
d=m=—|o)|3
1
e:z+6=0

0
(b) Parallel zur xz-Ebene: i = (1)
0

0 7
0 1



Aufgabe 7.5
Im unten dargestellten Wiirfel sind A und B Kantenmittelpunkte.
Wie heisst die Koordinatengleichung der Ebene ABC?

zZ
A




Aufgabe 7.5
A(2,0,1), B(1,2,0), C(1,1,2)



Aufgabe 7.5
A(2,0,1), B(1,2,0), C(1,1,2)

-1 -1
/ﬁx/ﬁ(2)x(l)
-1 1



Aufgabe 7.5
A(2,0,1), B(1,2,0), C(1,1,2)

-1 -1
/ﬁx/ﬁ(2)x(l)
-1 1

d=—f Fa=—T



Aufgabe 7.5
A(2,0,1), B(1,2,0), C(1,1,2)

-1 -1
/ﬁx/ﬁ(2)x(l)
-1 1

d=—f Fa=—T

3x+2y+z—-7=0



Aufgabe 7.6

Bestimme die Gleichung einer Ebene, die senkrecht zum Vektor v
steht und durch den Punkt P geht.

1

(a) v , P(2,8,-5)

—~
o
~
<{
|

, P(4,0,3)

1NN W



Aufgabe 7.6

1
(a) = (1);
3



Aufgabe 7.6



Aufgabe 7.6

1
@) A= |1|;d=—i =
3

e:x+y+3z+5=0



Aufgabe 7.6

1 2
(a) ﬁ();dﬁ-Fp(1).(8>5
3 -5

e:x+y+3z+45=0

2
(b) M= (7);
5

W = =



Aufgabe 7.6



Aufgabe 7.6

1
@) A= |1|;d=—i =
3

e:x+y+3z+5=0

€:2x+7y+5z—-23=0



Aufgabe 7.7

Zeige, dass sich die beiden Geraden schneiden und bestimme eine
Koordinatengleichung der Ebene, die durch g und h aufgespannt

wird.
X 1 3 X 1 1
(a) g: |y =14 +s|-2|.h: ly|=1|4]|+1t]5
z 8 0 z 8 0
X 5 X 6 3
(b) g: [y|=(3]+s| 7| h |y|=|6])+t]5
z 1 -1 z 4 1
X 5 3 X 2 0
(c)g: lyl={0|+s|-1). h |y|l=|-2|+¢t]|1
z 8 4 z -8 4




Aufgabe 7.7

(a) Die Geraden schneiden sich offensichtlich im Punkt 5(1,4, 8)



Aufgabe 7.7

(a) Die Geraden schneiden sich offensichtlich im Punkt 5(1,4, 8)

e (3)0)-) - 00



Aufgabe 7.7

(a) Die Geraden schneiden sich offensichtlich im Punkt 5(1,4, 8)

66 -



Aufgabe 7.7

(a) Die Geraden schneiden sich offensichtlich im Punkt 5(1,4, 8)

66 -












5 3
(b) Jxv(7)x(5)(
-1 1

a3 -

€:3x—2y+z—-10=0












3 0 -8 8
@ axv=|-1]x|1]=-12] = a=[1
4 4 3 -3
8 3
ﬁ-A_é(u)-(z)o = gnh#{}
3] \-16

d=—i-7=16

€:8x+12y-3z-16=0



Aufgabe 7.8

Beschreibe die spezielle Lage der Ebene.

(a) erz=2y—1

(b) ery=—x+4

(c) e:2x+3z—-4=0
(d) e:x=3

() e:z=-1

(f) e:y=0



Aufgabe 7.8



Aufgabe 7.8

(@) e:2y —z—1=0 = n=| 2
-1

zweitprojizierend (senkrecht zur yz-Ebene)



Aufgabe 7.8

(@) e:2y —z—1=0 = n=| 2
-1

zweitprojizierend (senkrecht zur yz-Ebene)

1
(b) e:x+y—4=0 = n=1|1
0



Aufgabe 7.8

(a) e:2y—z—-1=0 = na=| 2
-1

zweitprojizierend (senkrecht zur yz-Ebene)

1
(b) e:x+y—4=0 = n=1|1
0

erstprojizierend (senkrecht zur xy-Ebene)



Aufgabe 7.8

(a) e:2y—z—-1=0 = na=| 2
-1

zweitprojizierend (senkrecht zur yz-Ebene)

1
(b) e:x+y—4=0 = n=1|1
0

erstprojizierend (senkrecht zur xy-Ebene)

1
(c) e:2x+3z—-4=0 = =10
3



Aufgabe 7.8

(@) e:2y —z—1=0 = n=| 2
-1

zweitprojizierend (senkrecht zur yz-Ebene)

1
(b) e:x+y—4=0 = n=1|1
0

erstprojizierend (senkrecht zur xy-Ebene)

1
(c) e:2x+3z—-4=0 = =10
3

drittprojizierend (senkrecht zur xz-Ebene)



1
(d)e:x—=3=0 = na= (0)
0



1
(d)e:x—=3=0 = na=|0
0

zweite Hauptebene (parallel zur yz-Ebene)



1
(d)e:x—=3=0 = na=|0
0

zweite Hauptebene (parallel zur yz-Ebene)

0
() z+1=0 = a=10
1



1
(d)e:x—=3=0 = na=|0
0

zweite Hauptebene (parallel zur yz-Ebene)
0
() z+1=0 = a=10
1

erste Hauptebene (parallel zur xy-Ebene)



1
(d)e:x—=3=0 = na=|0
0

zweite Hauptebene (parallel zur yz-Ebene)
0
() z+1=0 = a=10
1

erste Hauptebene (parallel zur xy-Ebene)

0
(fle:y=0 = n=1[1
0



1
(d)e:x—=3=0 = na=|0
0

zweite Hauptebene (parallel zur yz-Ebene)
0
() z+1=0 = a=10
1

erste Hauptebene (parallel zur xy-Ebene)

0
(fle:y=0 = n=1[1
0

xz-Ebene



Aufgabe 7.9

Berechne die Achsenabschnitte der Ebene.

(a) e:2x—3y+z—-6=0
(b) e:3y —4z+4+12=0

(c) e:4x+5y—2z+10=0
(d) e:x—4y+3z=0



Aufgabe 7.9

3, b=-2,¢c=6

=—4,c=3
=-25b=-2,c=5



Aufgabe 7.10

Berechne formal eine Ebenengleichung aus den Achsenabschnitten
x =a, ¥y = b und z = ¢ und dividiere das Ergebnis durch abc.



Aufgabe 7.10

a 0 0
fa=10],re=|bl,.rc=1{0
0 0 c



Aufgabe 7.10

B-B-0

1

~



Aufgabe 7.10

et
(i)



Aufgabe 7.10

a 0 0
fa=10],re=|bl,.rc=1{0
0 0 c



e: bex + acy + abz —abc =0 || : abc

1 1
Xty oz- 1 =0 (Achsenabschnittsform)
a c



Aufgabe 7.11

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die durch ihre
Achsenabschnitte gegeben ist.

(a) a=2,b=2,¢c=3 (c)a=1,b=—-4c=2
(b) a=3,c=-7 (d)a=b=c=0



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:
X y X

S4T4+>-1=0

a b ¢



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:
T
a b ¢

Fehlt ein Achsenabschnitt, so kann man ihn rechnerisch mit co beriicksichtigen.



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:
T
a b ¢

Fehlt ein Achsenabschnitt, so kann man ihn rechnerisch mit co beriicksichtigen.

@)g+ +Z2.120 = c:3x+3y+22-6=0

NI

z
3



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:

T
a b ¢

Fehlt ein Achsenabschnitt, so kann man ihn rechnerisch mit co beriicksichtigen.

+--1=0 = e:3x+3y+2z—-6=0

—1=0 = :7x—3z-21=0



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:
T
a b ¢

Fehlt ein Achsenabschnitt, so kann man ihn rechnerisch mit co beriicksichtigen.

(3)2-1-%4-%—1: = £:3x+3y+2z—-6=0

@)§+!i—;—1:0 = £:7x—32-21=0
(0.

(c)%—%—k%—lzo = eidx—y+22-4=0



Aufgabe 7.11

Achsenabschnittsform der Ebenengleichung im Raum:
T
a b ¢

Fehlt ein Achsenabschnitt, so kann man ihn rechnerisch mit co beriicksichtigen.

(3)2—1-%4-%—1:0 = €:3x+3y+2z—-6=0

@)§+!i—;—1:0 = £:7x—32-21=0
(0.

(c)g_%Jr%—l:o = eidx—y422-4=0

(d) Bei Ebenen, die durch den Ursprung gehen, d.h. d = 0 gilt,
ist die Achsenabschnittsform nicht definert.



Aufgabe 7.12

Stelle die Gleichung der Ebene in der Koordinatenform dar.

o ()- () (2) 0
o () () 0) ()

N < X

N < X



Aufgabe 7.12

(-6



Aufgabe 7.12



Aufgabe 7.12

-7
d=—i-ia=—|3]-
5

€:Ix—3y—5z—-25=0



Aufgabe 7.12
1 2 ~7
@ | -1 x|3|=|3|=n
2 1 5
~7 2
d=—-i-fa=—|3]-[3]|=2
5 —4

€:Ix—3y—5z—-25=0

o (- (2)- () (3

—

= —n



Aufgabe 7.12

—7 2
d=-i-ia=—|3]-[3]|=2
5 —4

€:Ix—3y—5z—-25=0

(-3
e (31



Aufgabe 7.12

€:Ix—3y—5z—-25=0

o (- (2)- () 3
e (B) (1)

€:bx+18y —4z+139=0

—

= —n



Aufgabe 7.13

Stelle die Gleichung der Ebene in der Parameterform dar.

(a) e:bx—2y+z—-6=0
(b) e:dy —z4+7=0

(c) e:2x+4y —6z+1=0
(d) e:3z—-5=0



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0
Setze x=sund y=t:55s—2t+z—-6=0



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0
Setze x=sund y=t:55s—2t+z—-6=0

Damit lassen sich x, y und z durch s und t darstellen:



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0
Setze x=sund y=t:55s—2t+z—-6=0
Damit lassen sich x, y und z durch s und t darstellen:
x=0+4+1-54+0-¢
y=0+0-s+1-t
z=6—-5-5s+2-t



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0
Setze x=sund y=t:55s—2t+z—-6=0
Damit lassen sich x, y und z durch s und t darstellen:
x=0+4+1-54+0-¢
y=0+0-s+1-t
z=6—-5-5s+2-t

und somit:



Aufgabe 7.13

(a) e:bx—2y+z—-6=0
Setze x=sund y=t:55s—2t+z—-6=0
Damit lassen sich x, y und z durch s und t darstellen:
x=0+4+1-54+0-¢
y=0+0-s+1-t
z=6—-5-5s+2-t

und somit:
X 0 1 0
€ y|=10)+s| 0 |+t]1
z 6 -5 2



(b) e:4y—2z4+7=0



(b) e:4y—2z4+7=0
Setze x=sund y =t: z=7+ 4t



(b) e:4y—2z4+7=0
Setze x=sund y =t: z=7+ 4t

0660



(c) e:2x+4y —62z+1=0



(c) e:2x+4y —62z+1=0
Setze y =sund z=t: x=—-05—2y + 3t



(c) e:2x+4y —62z+1=0
Setzey =sund z=t: x = —0.5 -2y 4 3t

056

odersetzex:sundy:t:z:%%—%s—l—%t

() (8) L)L)

und mit viel Kosmetik:

RN



(d) e:3z—5=0



(d) e:3z—5=0

Setze x =sund y =t: z=5/3



(d) e:3z—5=0

Setze x =sund y =t: z=5/3

0660



Aufgabe 7.14

Bestimme die Parametergleichungen der Spuren der Ebene.

(a) erx—3y+2z—-6=0
(b) e:3y+5z—15=0



Aufgabe 7.14

(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)



Aufgabe 7.14

(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)

y-Achsenabschnitt: B(0,y,0): =3y —6 =0 = B(0,—2,0)



Aufgabe 7.14
(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)
y-Achsenabschnitt: B(0,y,0): =3y —6 =0 = B(0,—2,0)
z-Achsenabschnitt: €(0,0,z): 2z—6 =0= C(0,0,3)



Aufgabe 7.14
(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)
y-Achsenabschnitt: B(0,y,0): =3y —6 =0 = B(0,—2,0)
z-Achsenabschnitt: €(0,0,z): 2z—6 =0= C(0,0,3)

()0~ 6-6-0



Aufgabe 7.14

(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)
y-Achsenabschnitt: B(0,y,0): =3y —6 =0 = B(0,—2,0)
z-Achsenabschnitt: €(0,0,z): 2z—6 =0= C(0,0,3)

()0 660
()~ -0



Aufgabe 7.14

(a) erx—3y+2z—-6=0
x-Achsenabschnitt: A(x,0,0): x —6 =0 = A(6,0,0)
y-Achsenabschnitt: B(0,y,0): =3y —6 =0 = B(0,—2,0)
z-Achsenabschnitt: €(0,0,z): 2z—6 =0= C(0,0,3)

()0 660
0019



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=0):3y—-15=0



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=10):3y—-15=0



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=10):3y—-15=0

o )

> 2. Spur (x=0): -3y +5z—15=0

N < X



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=10):3y—-15=0

X 0
z=t:y:—5+%t = s |ly|l=|-5|+t
z 0

0
5
3

|



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=10):3y—-15=0

X 0 0
z=t:y:—5+%t = S:|ly|=|-5]+¢t]b5
z 0 3

> 3. Spur (y=0):5z—15=0



(b) €:3y +5z—-15=0
> 1.Spur(z=10):3y—-15=0

X 0 1
x=ty=5 = y 51+t(0
z 0 0

> 2. Spur(x=0): =3y +5z—-15=0

X 0 0
z=t:y:—5+%t = S:|ly|=|-5]+¢t]b5
z 0 3

> 3. Spur (y=0):5z—15=0

X

I

~

N

Il

w

I

&
/-~
N < X
~
Il
RS
w o o
~_
+

~
RS
o o
~_



Aufgabe 7.15
Liegt der Punkt P in der Ebene €7
(a) e:3x—2y —5z+11=0; P(5,—2,6)

1 1 4
(b) e: ( ) = (2) +s(2>—|—t(4);P(2,4,1)
-2 2 -3

N < X



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pce



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pce



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pece



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pece



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pece

1=—s+4t (1)
2=2s—4t (2)
3=2s-3t (3)
aus (1) und (2) folgt s=3 und t =1



Aufgabe 7.15

(a) 3:5—-2-(-2)—-5:-6+11=0
15+4-30+11=0
0=0 = Pece

1=—s+4t (1)
2=2s—4t (2)
3=2s-3t (3)
aus (1) und (2) folgt s=3 und t =1

Einsetzen in (3) ergibt: 0=0 = Pece



Aufgabe 7.16

In der Ebene ¢: 3x — 2y 4+ z — 4 = 0 ist ein Punkt P zu
bestimmen,

(a) der auf der z-Achse liegt,

(b) der drei gleiche Koordinaten hat,

(c) der den Grundriss P'(1,—5,0) besitzt,
(d) der den Seitenriss P"’(2,0,4) besitzt,



Aufgabe 7.16
€:3x—2y+z—-4=0
(a) P(0,0,z) €e:



Aufgabe 7.16
e:3x—2y+z—4=0
(a) P(0,0,2) € e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)



Aufgabe 7.16
e:3x—2y+z—4=0
(a) P(0,0,2) € e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)

(b) P(t,t, t) €e:



Aufgabe 7.16
£:3x—2y+z-4=0
(a) P(0,0,2) € e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)
(b) P(t,t, t) €e:

3t—2t+t—4=0 = t=2 = P(2,22)
(c) P(1,-5,z) ¢



Aufgabe 7.16
€:3x—2y4+z—-4=0
(a) P(0,0,z) €e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)
(b) P(t,t, t) €e:
3t—2t+t—4=0 = t=2 = P(2,22)
(c) P(1,-5,z) €«
3:.142-542z—-4=0 = z=-9 = P(1,-5,-9)



Aufgabe 7.16
€:3x—2y4+z—-4=0
(a) P(0,0,z) €e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)
(b) P(t,t, t) €e:
3t—2t+t—4=0 = t=2 = P(2,22)
(c) P(1,-5,z) €«
3:.142-542z—-4=0 = z=-9 = P(1,-5,-9)

(d) P(2,y,4)ce



Aufgabe 7.16
€:3x—2y4+z—-4=0
(a) P(0,0,z) €e:
z—4=0 = z=4 = P(0,0,4)
(b) P(t,t, t) €e:
3t—2t+t—4=0 = t=2 = P(2,22)
(c) P(1,-5,z) €«
3:.142-542z—-4=0 = z=-9 = P(1,-5,-9)
(d) P(2,y,4)€e
3:2-2y+4-4=0 = y=3 = P(2,3,4



Aufgabe 7.17

Ist das Viereck ABCD mit A(3,—-1,2) B(4,0,1) C(1,5,3) und
D(—2,0,6) eben oder nicht?



Aufgabe 7.17

- (f=(3) (9



Aufgabe 7.17

m(wjm
1

7
Q@XRG;
8




Aufgabe 7.17




Aufgabe 7.17

1 ) 5
H%(1),R 6),;\_5(1)
-1 1 4

Q@XRG

;@@xmc)
6

8

)06

Die Punkte liegen nicht in einer Ebene.



Aufgabe 7.18

Bestimme den Schnittpunkt der drei Ebenen.
> c1:3x—2y+z—-8=0
> e x+y—3z4+4=0
> c3:4x+3y—5z—8=0



Aufgabe 7.18
3x —2y+z=38
x+y—-3z=—-4 = 5(4,4,4)
4x+3y —5z=38



Aufgabe 7.19

Die Ebene €: 9x 4 16y + pz — 144 = 0 schneidet die
Koordinatenachsen in den Punkten A, B und C. Bestimme p, so
dass die Pyramide OABC mit dem Koordinatenursprung O als
vierte Ecke, das Volumen V = 384 besitzt.



Aufgabe 7.19




Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:

A(2,0,0) = a=16



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=09



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16
B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:

1
V = 6|abc\



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:

1
V:6|abc\
1 144
384:‘16-9-
6 p



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:

1
V:6|abc\
1 144
384:‘16-9-
6 p

384 |p| =8-3-144



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:

1
V:6|abc\
1 144
384:‘16-9-
6 p

384 |p| =8-3-144

lpl =9



Bestimme zunichst die Achsenabschnitte:
A(a,0,0) = a=16

B(0,b,0) = b=9

C(0,0,c) = c=144/p

Sind a, b und c die Achsenabschnitte der Ebene, so gilt:

1
V:6|abc\
1 144
384:‘16-9-
6 p

384 |p| =8-3-144

lpl =9
p==29



Aufgabe 7.20

Beschreibe die besondere Lage der Ebenen im R3.

(a) e:2y —z—1=0 (c) ery=4—x
(b) e:5x =2y +7z=0 (d) e:z=3



Aufgabe 7.20

: 2y — z— 1 =0 Ebene parallel zur x-Achse
: 5x — 2y 4+ 7z = 0 Ebene durch den Ursprung

—~
o]

: y =4 — x Ebene parallel zur z-Achse

—~
O T
~— ~— ~— ~—
O m ;M O

: z = 3 Ebene parallel zur xy-Ebene

—~
o



Aufgabe 7.21

Bestimme den Durchstosspunkt der Geraden g mit der Ebene .

X 3 1

(a) g: |yl =-5]+t|-1];e:3x+8y+4z+8=0
z 2 5
X 3 1

(b) g: [y|=(4]+t| 3 |ie: =3x+7y+9z2-5=0
z 3 -2
X 5 9

g |y|l=13|+t|7]ie9x—4y+6z-5=0
z -8 -8
X 4 38

(d g: [y|=(4]+t|-1],e:x+4y—-22-2=0
z 9 2




Aufgabe 7.21

to=1

a)
(b)
)
)

S(4,-6,7)

5(41,31, —40)



Aufgabe 7.22

Bestimme den Durchstosspunkt der Geraden g mit der Ebene E.

MR






Aufgabe 7.22

(a) 1+2t=9—7r+5s
1+t=2+4r—8s
3—t=64+6r+2s



Aufgabe 7.22

(a) 1+2t=9—7r+5s
1+t=2+4r—-38s
3—t=64+6r+2s
2t +7r — 55 =38 t=5
t—4r+8s=1 = r=-1
—t—6r—2s=3 s=-1



Aufgabe 7.22

(a) 1+2t=9—7r+5s
1+t=2+4r—8s
3—t=64+6r+2s

2t +7r—5s=28 t=5
t—4r+8s=1 = r=-1
—t—6r—2s=3 s=-1

t =5 in g einsetzen: 5(11,6, —2)



(b) 5+6t=8+2r+5s
748t =—4—4r+5s
1+7t=5+7r+7s



(b) 5+6t=8+2r+5s
748t =—4—4r+5s
1+7t=547r+7s
6t —2r —5s=3 = keine Losung

8t +4r —5s=-11
t—T7r—7s=4



(b) 5+6t=8+2r+5s
748t =—4—4r+5s
1+7t=5+7r+7s

6t —2r —5s=3 = keine Losung
8t+4r —5s = —11
t—T7r—7s=4

gle



(c) 1+6t=3+0r+4s
0-9t=5+3r—5s
7+8t=—-1—4r+14s



(c) 1+6t=3+0r+4s
0—-9t=5+3r—>5s
7+8t=—-1—4r+14s
6t+0r —4s =2
—9t—-3r+5s=5 = unendliche viele Lésungen
8t+4r—4s=-8



(c) 1+6t=3+0r+4s
0—-9t=5+3r—>5s
7+8t=—-1—4r+14s
6t+0r —4s =2
—9t—-3r+5s=5 = unendliche viele Lésungen
8t+4r—4s=-8
gCe



Aufgabe 7.23

Bestimme eine Parametergleichung der Schnittgeraden der beiden
Ebenen.

(a) e1:4x+2y +524+5=0;e2: 6x+4y+9z2—7=0
(b) e1: x+y+3=0;e2:5x+8y+3z—-3=0



Aufgabe 7.23

(a) ﬁ1Xﬁ2(

N b



Aufgabe 7.23

4 6
(a) ﬁ1><f72(2) X(4)(
5 9

4x +2y +5z+5=0
6x +4y +9z2-7=0 =
x+3y—2z+0=0



Aufgabe 7.23

4 6
(a) M x = (2) X (4) =
5 9

4x +2y +5z+5=0
6x +4y +9z2-7=0 =
x+3y—2z+0=0

(7)1






1 5

(b) ﬁlxﬁzz 1 X 8
0 3

x+y+3=0
5x+8y+3z—-3=0
x—y+z+0=0



1 3
(b) M x M= (1) X (8) = (3) = M3 =
0 3 3

x+y+3=0
5x +8y+3z—3=0
x—y+z+0=0

= 'D(_47175)



Aufgabe 7.24

Bestimme eine Gleichung der Ebene §, die parallel zur Ebene ¢ ist
und durch den Punkt P geht.

(a) e:2x =3y +5z+4=0; P(1,1,1)
(b) e: 7x+2y —8z+9=0; P(3,—-2,4)



Aufgabe 7.24

() 2:1-3-145-1+d=0 = d=—4



Aufgabe 7.24
(a)2:1-3-145-1+d=0 = d=—4

§:2x —3y +5z—4=0;
(b) 7-3+2-(-2)—-8:-44+d=0 = d=15



Aufgabe 7.24

(a) 2-1-3-145-1+4d=0 = d=-4
0:2x —3y+5z—4=0;

(b) 7-3+2-(-2)-8-4+d=0 = d=15
d0:7x+2y —8z+15=0;



Aufgabe 7.25

Bestimme eine Gleichung der Ebene §, die senkrecht zur Gerade g
ist und durch den Punkt P geht.

X 2 1
(a) g: (y) = (4) +t ( 3); P(5,1,9)
z 0 -1



Aufgabe 7.25

Bestimme eine Gleichung der Ebene §, die senkrecht zur Gerade g
ist und durch den Punkt P geht.

X 2 1
(a) g (y = (4 +t 3);/3(5,1,9)
z 0 -1

X —6 2
(b) & (y (2 +t 0>;P(4,o,5)
z 1 1




Aufgabe 7.25

1
(a) 55(3)
-1



Aufgabe 7.25

1
(a) ﬁ5(3)
-1

1.543:1-94d=0 = d=1



Aufgabe 7.25

1
(a) ﬁ5(3)
-1

1-543:-1-94d=0 = d=1
0:x+3y—z+1=0



Aufgabe 7.25

1
(a) ﬁ5(3)
-1

1-543:-1-94d=0 = d=1
0:x+3y—z+1=0
(b) 2-441-(-5)+d=0 = d=-3



Aufgabe 7.25

1
(a) ﬁ5(3)
-1

1-5+43:1-94+d=0 = d=1
0:x+3y—z+1=0

(b) 2-44+1-(-5)+d=0 = d=-3
0:2x—y—3=0



Aufgabe 7.26

Bestimme eine Gleichung der Mittelnormalebene der Strecke AB.

(a) A(2,4,1), B(6,—8,7)
(b) A(5,-5,4), B(5,9,2)



Aufgabe 7.26

(a) /@(

6
-8
7

)0

—12



Aufgabe 7.26



Aufgabe 7.26



Aufgabe 7.26

Hwi2x—6y+3z—32=0









-5

5
9
2

(b) AB






Aufgabe 7.27

Welcher Punkt auf der Geraden g hat von den Punkten A und B
den gleichen Abstand?

3 1

= -2 +t|-1]; A(-1,2,1), B(3,4,-7)
2 2
-1 —1

=4 +¢t| 2 ] A-3,6,5), B(5,2,-3)
5 1



Aufgabe 7.27

(a) MAB = (1,3, —3);



Aufgabe 7.27

(a) Mag =(1,3,-3); AB — (

2
-8

)



Aufgabe 7.27
(3) Mag = (1,3, -3); AB = (

d=—ify=—17

4
2
-8



Aufgabe 7.27

4 2
(a) Mag = (1,3,-3); AB = (2) 2(1) — 27
8 4

d=—ffy=—17

w: 2x +y — 4z — 17 = 0 (Mittelnormalebene)



Aufgabe 7.27

4 2
(a) Mag = (1,3,-3); AB = (2) 2(1) — 27
8 4

d=—-n-rfy=-17
w: 2x +y — 4z — 17 = 0 (Mittelnormalebene)

nwng:



Aufgabe 7.27

4 2
(a) Mag = (1,3,-3); AB = (2) 2(1) — 27
8 4

d=—-n-rfy=-17
w: 2x +y — 4z — 17 = 0 (Mittelnormalebene)
g 2B +1t)+(—2—t)—4(2+2t)— 17 =0
—21-7t=0
t=-3



Aufgabe 7.27

4 2
(a) Mag = (1,3,-3); AB = (2) 2(1) — 27
8 4

d=—-n-rfy=-17
w: 2x +y — 4z — 17 = 0 (Mittelnormalebene)

pNg:2B3+t)+(—2—-t)—4(2+2t)-17=0
—21—-7t=0
t=-3

P(0,1,—4)



(b) Mag = (1747 1);



8 2
(b) Mag = (1,4,1); AB = (4) =4 (1) =47
-8 -2



(b) Mag = (1,4,1); AB = (

—4
-8

N———









(b) Mag = (1,4,1); AB = ( ) ( )4,7
1
d=—-n-ry=— 1 4 4
2))-

pw:2x—y—2z4+4=0
png:2(=1—1t) = (4+2t) -2(5+1t)+4=0
—12-6t=0

t=

-2



(b) Mag = (1,4,1); AB = ( ) ( )4,7
1
d=—-n-ry=— 1 4 4
2))-

pw:2x—y—2z4+4=0
png:2(=1—1t) = (4+2t) -2(5+1t)+4=0
—12-6t=0
t=-2

P(—2,-16,—10)



Aufgabe 7.28

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die durch die
Punkte P und @ geht und normal zur Ebene ¢ steht.

(a) P(1,3,0), Q(3,2,1); e:4x+3y—2=0
(b) P(2,0,1), Q(—3,-4,2);e:3x+y+7z—2=0



Aufgabe 7.28



Aufgabe 7.28



Aufgabe 7.28



Aufgabe 7.28



Aufgabe 7.28

0:3x—4y —10z4+9=0



Aufgabe 7.28

(b) PQ = (‘51)
1



Aufgabe 7.28

07 () a1
1 7



Aufgabe 7.28



Aufgabe 7.28

07 () a1
1 7
P« - () : () . () 4
1 7 7



Aufgabe 7.28

—29 2
ds=-ns-rp=—1 38 |-|0] =51
7 1

6:29x —38y —7z—51=0



Aufgabe 7.29

Der Punkt P wird an der Ebene ¢ gespiegelt. Gesucht sind die
Koordinaten des gespiegelten Punktes P’.

(a) 'D(074,—5).EZ4X—3y+Z+4:0
(b) P(4,0,-2),e:x—2y+3z—-5=0
(c) P(—1,-6,17),e:3x—8z—-7=0



Aufgabe 7.29

Lésungsidee: Lege eine zu € normale Gerade durch P, schneide sie
mit € und verdopple den Wert des Parameters t, um direkt vom
Punkt P zum Punkt P’ zu gelangen.

P

P/

§










gNe: 40+4t)—3(4—-3t)+(-5+t)+4=0



4
(a) n. = (3);g: (
1

gne: 40+ 4t) —

X
y
z
(

)-()- ()

4—-3t)+(-5+t)+4=0
26t —13=0



4
(a) n. = (3);g: (
1

gne: 40+ 4t) —

X
y
z
(

)-()- ()

4—-3t)+(-5+t)+4=0
26t —13=0
t=05



4
(a) n. = (3);g: (
1

gne: 40+ 4t) —

X
y
z
(

J-(2) ()
=4 | +t|-3
-5 1
4-3t)+(-5+1t)+4=0
26t —13=0
t=05



4
(a) n. = (3);g: (
1

gne: 40+ 4t) —

X
y
z
(

J-(2) ()
=4 | +t|-3
-5 1
4-3t)+(-5+1t)+4=0
26t —13=0
t=05

0 4 4
= 4 |+205[-3]=1[1 =  P'(4,1,-4)
J- () () -2)









()00

gNe:l-(4+t)—2-(-2t)+3-(-2+3t)-5=0
~7+14t=0
t=205



()00

gNe:l-(4+t)—2-(-2t)+3-(-2+3t)-5=0
~7+14t=0
t=205



()00

gNe:l-(4+t)—2-(-2t)+3-(-2+3t)-5=0
~7+14t=0
t=205

4 1 5
=0 |+2:05|=2|=-2| = P(5-21)
J-G) e (3 - (2









o (1) () ()

gne:3-(-1+3t)—8-(17—-8t)—-7=0
—146 +73t =0
t=2



o (1) () ()

gne:3-(-1+3t)—8-(17—-8t)—-7=0
—146 +73t =0
t =



Aufgabe 7.30

Der Punkt P’(0,0,7) ist der Spiegelpunkt von P(4,3, —2). Wie
heisst die Koordinatengleichung der Ebene €, an der P gespiegelt
wurde?



Aufgabe 7.30

Lésungsidee: Wenn P und P’ Spiegelpunkte sind, so ist die
Spiegelebene gerade die Mittelnormalebene.

P(4,3,-2)
£

P’(0,0,7)






*()-)

€:4x+3y—9z+d=0



B (32) _ (E) : (;‘9)

€:4x+3y—9z+d=0

Mittelpunkt der Strecke PP’: M(2,1.5,2.5) € ¢



B (32) _ (E) : (;‘9)

€:4x+3y—9z+d=0
Mittelpunkt der Strecke PP’: M(2,1.5,2.5) € ¢

4 2
d=—-n-m=— 3 ] -115] =—-(8+45-225)=10
-9 2.5



B (32) _ (E) : (;‘9)

€:4x+3y—9z+d=0

Mittelpunkt der Strecke PP’: M(2,1.5,2.5) € ¢
4 2

d=—-n-m=— 3 ] -115] =—-(8+45-225)=10
-9 2.5

€:4x+3y—9z4+10=0



Aufgabe 7.31

Die Gerade g wird an der Ebene ¢ gespiegelt. Bestimme eine
Parametergleichung der Spiegelgeraden g’.

X 7 2

(a) g: |yl =-2])+t|0);e:4x+2y—2z+1=0
z 4 1
X -1 -3

(b) g: [y|=(-1]+t| 4 |;e:x—3y—2z+42=0
z 1 3



Aufgabe 7.31

Lésungsidee: Wihle einen Punkt P € g mit P ¢ ¢ und spiegle ihn
an der Ebene e. Die Gerade g’ durch den Spiegelpunkt P’ und den
Schnittpunkt g Ne = S ist die gesuchte gespiegelte Gerade g’.




(a) P(7,-2,4)cg = h: (i)

7
-2
4

)

2
0
1

|



X 7 2
(a) P(7,-2,4)cg = h: (y) = (2) +1t (0)
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
21421t =0
t=-1



X 7 2

(a) P(7,-2,4)cg = h: |y|=|-2]+¢t]O0
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
214+21t=0

t=-1

t' = —2in h einsetzen: P'(—1,—6,6)



X 7 2

(a) P(7,-2,4)cg = h: |y|=|-2]+¢t]O0
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
214+21t=0

t=-1

t' = —2in h einsetzen: P'(—1,—6,6)
gNe 47+2t)+2(-2)—(4+t)+1=0



X 7 2

(a) P(7,-2,4)cg = h: |y|=|-2]+¢t]O0
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
214+21t=0

t=-1

t' = —2in h einsetzen: P'(—1,—6,6)
gNe 47+2t)+2(-2)—(4+t)+1=0
7t+21=0
t=-3



X 7 2

(a) P(7,-2,4)cg = h: |y|=|-2]+¢t]O0
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
214+21t=0

t=-1

t' = —2in h einsetzen: P'(—1,—6,6)

gNe 47+2t)+2(-2)—(4+t)+1=0
7t+21=0
t=-3

= 5(1,-2,1)



X 7 2
(a) P(7,-2,4)cg = h: (y) = (2) +1t (0)
z 4 1

hne 47 +4t)+2(-2+2t)—(4—t)+1=0
21421t =0
t=—1
t' = —2in h einsetzen: P'(—1,—6,6)
gNe 47+2t)+2(-2)—(4+t)+1=0
7t+21=0
t=-3

=
—

SORRURORG



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3

hne: (=1 —-3t) —3(—-1+4t) —2(1+3t)+42=0



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42 4+ 14t =0



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42 4+ 14t =0
t=-3



X -1 -3

(b) P(-1,-1,1)eg = h:|y|=|-1]+¢t]| 4
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42+ 14t =0

t=-3

t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42414t =0
t=-3
t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)
gNe: (—1-3t)—3(-2)—2(1+3t)+42=0



X -1 -3

(b) P(-1,-1,1)eg = h: |y|=|-1|+¢t| 4
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42+ 14t =0

t=-3

t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)
gNe: (—1-3t)—3(-2)—2(1+3t)+42=0
42 - 21t =0



X -1 -3

(b) P(-1,-1,1)eg = h: |y|=|-1|+¢t| 4
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42+ 14t =0

t=-3

t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)
gNe: (-1-3t)—3(-2)—2(1+3t)+42=0
42 - 21t =0
t=2



X -1 -3

(b) P(-1,-1,1)eg = h: |y|=|-1|+¢t| 4
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42+ 14t =0

t=-3

t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)
gNe: (-1-3t)—3(-2)—2(1+3t)+42=0
42 - 21t =0
t=2
= S(-7,7,7)



X -1 -3
(b) P(-1,-1,1)eg = h: (y) = (1) +t(4)
z 1 3

hne: (-1 —-3t)—3(-1+4t)—2(1+3t)+42=0
42414t =0
t=-3
t' = —6 in h einsetzen: P'(—7,17,13)
gNe: (—1-3t)—3(-2)—2(1+3t)+42=0
42 - 21t =0
t=2
= S(-7,7,7)

A
SP' = (10) = g (
—6

N < X
\_/
Il

|
~N ~
\_/
+

~
A
w o1 o
v



Aufgabe 7.32

Ein Lichtstrahl geht durch P(7,—7,4) und wird an der Ebene

£: bx — 2y 4+ 3z — 23 = 0 reflektiert. Der Punkt Q(7,—1,8) liegt
auf dem reflektierten Lichtstrahl. In welchem Punkt der Ebene ¢
erfolgt die Reflexion?



Aufgabe 7.32
P

» Q an ¢ spiegeln — Q'
» (PQYNe— R

oder (nicht eingezeichnet):

» P an ¢ spiegeln — P’
» (PPQ)Ne — R






-0

hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0
t=-1



N < X

7 5
8 3
hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0

t=-1

t'=2-(—=1)in heinsetzen: = Q'(-3,3,2)



N < X

7 5
8 3
hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0

t=—1

t'=2-(—=1)in heinsetzen: = Q'(-3,3,2)

oo ()-(3)-



-0

hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0
t=-1

N < X

t'=2-(—=1)in heinsetzen: = Q'(-3,3,2)

oo ()-(3)-

gne: 5(7—5t) —2(—7+5t)+3(4—-t)—23=0



-0

hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0
t=-1

N < X

t'=2-(—=1)in heinsetzen: = Q'(-3,3,2)

oo ()-(3)-

gne: 5(7—5t) —2(—7+5t)+3(4—-t)—23=0
t=-1



-0

hNe:5(7+5t) —2(—1—2t)+3(8+3t) —23=0
t=-1

N < X

t'=2-(—=1)in heinsetzen: = Q'(-3,3,2)

oo ()-(3)-

gne: 5(7—5t) —2(—7+5t)+3(4—-t)—23=0
t=-1

R(2,-2,3)



Aufgabe 7.33

Ein Lichtstrahl geht von der Lichtquelle P(14,7,—11) aus, wird in
R(5,1,4) an der Ebene ¢ reflektiert und lauft anschliessend durch
den Punkt Q(3,13,2). Wie heisst die Koordinatengleichung der
Ebene €7



Aufgabe 7.33

P
\/';Q
R

~

Q/
» Q' bestimmen.

P> ¢ ist die Mittelnormalebene von @ und Q.









)-(:

14
7
—11


















e:x+4y —-3z+3=0



Aufgabe 7.34

Bestimme den spitzen Schnittwinkel der Ebenen ¢ und §

(a) e:bx—y—6z+1=0;0:4x+z—-3=0
(b) e:3x —2y +5z —2=0; § gegeben durch P(3,—1,4) und

R

(c) e:2x+4y —3z+7 =0; § gegeben durch die parallelen
Geraden



Aufgabe 7.34

(a) A =(5,—1,—6)", is = (4,0,1)7



Aufgabe 7.34
(a) A =(5,—1,—6)", is = (4,0,1)7
<I(€,(5) = <I(ﬁ5,ﬁ5)
_ |7 - 7|
= arccos 7 —
|| - [ 5]

5.4+ (=1)-0+ (=6)- 1]

— arccos

VB2 + 12 + 62 - V42 + 0% + 12

= arccos = 64.45°

14
V62 - 17



(b) . =(3,-2,5)"

Einen Normalenvektor von § erhilt man iiber das
Kreuzprodukt des Richtungsvektors v von g und einem
weiteren Richtungsvektor dieser Ebene, namlich dem Vektor
zwischen dem Punkt P und dem Punkt A(2,2,1) der Geraden

' 5\ /1 3
vxAP=[-1|[=3)=(-13] =7
2 3 —14
<I(€, 5) = <I(r7g, ﬁ(s) = arccos “ﬁlj r;l‘
=72.93°

35
= arcCcos ————
V38 -v374



(c) <(e,0) = --- = 48.00°



Aufgabe 7.35

Bestimme den spitzen Schnittwinkel von Gerade g und Ebene ¢.

0 2

(a) g: () (1)+t(1);5:3x4y+60
-3 -2
-2 3

(b) g: () (3)+t(1);5:2x5y+z+30
0 -1

N < X

N < X



Aufgabe 7.35

Lésungsidee: Berechne den spitzen Schnittwinkel ' zwischen
einem Richtungsvektor V; der Geraden g und einem
Normalenvektor a. der Ebene ¢ und ergdnze diesen Winkel auf 90°.




(a) Richtungsvektor der Geraden: ¥, = (2,1, —2)"



(a) Richtungsvektor der Geraden: ¥, = (2,1, —2)"

Normalenvektor der Ebene: i = (3, —4,0)"



(a) Richtungsvektor der Geraden: ¥, = (2,1, —2)"
Normalenvektor der Ebene: . = (3, —4,0)"

|V, - i | 6—4+0

/
@ = arccos — arccos

| Vel - |c] VA+1+4/9+16

2
= £ = 82.34°
arccos 15



(a) Richtungsvektor der Geraden: ¥, = (2,1, —2)"
Normalenvektor der Ebene: . = (3, —4,0)"
|Vg - | 6—4+0

Wl T2 = VAT T ave T 6

/
@ = arccos

2
= £ = 82.34°
arccos 15

= =90° — 82.34° = 7.66°



(a) Richtungsvektor der Geraden: ¥, = (2,1, —2)"
Normalenvektor der Ebene: . = (3, —4,0)"
|Vg - | 6—4+0

Wl T2 = VAT T ave T 6

/
@ = arccos

2
= £ = 82.34°
arccos 15

= =90° — 82.34° = 7.66°

2
oder direkt: <Z(g, 8) = arcsin 5= 7.66°



(b) Richtungsvektor der Geraden: vy =

[y



(b) Richtungsvektor der Geraden: vy =

Normalenvektor der Ebene: A, =

[y



(b) Richtungsvektor der Geraden: v, = | 1
-1
2
Normalenvektor der Ebene: 7. = [ —5
1
: | Ve - 7| 6—5—1]
(0’ = arccos ————- = arccos
Vel - |7z VI+I+1VA+25+1

= arccos ©

0 g
V11-1/30



(b) Richtungsvektor der Geraden: v, = | 1
-1
2
Normalenvektor der Ebene: 7. = [ —5
1
: | Ve - 7| 6—5—1]
' = arccos ———————- = arccos
Vel - |7z VI+I+1VA+25+1
arccos 0 90°
— ar —_— =
Vv11-4/30

= =90°-90°=0°



(b) Richtungsvektor der Geraden: v, = | 1
-1
2
Normalenvektor der Ebene: 7. = [ —5
1
: | Ve - 7| 6—5—1]
' = arccos ———————- = arccos
Vel - |7z VI+I+1VA+25+1
arccos 0 90°
— ar —_— =
Vv11-4/30

= =90°-90°=0°

geometrische Deutung: g || €



Aufgabe 7.36

Fiir welchen Wert ¢ schliesst die Ebene €: 4x + ¢z — 1 = 0 mit der
xy-Ebene einen Winkel von 45° ein?



Aufgabe 7.36

Normalenvektor der xy-Ebene: 7y = (0,0,1)"



Aufgabe 7.36

Normalenvektor der xy-Ebene: 7y = (0,0,1)"

Normalenvektor von &: . = (4,0, ¢)"



Aufgabe 7.36

Normalenvektor der xy-Ebene: 7y = (0,0,1)"

Normalenvektor von &: . = (4,0, ¢)"

M e

ATl
e V2
VI-Vi6+c2 2

2c = \@m
4¢c? = 2(16 + ¢?)
2¢2 =16 + ¢2

c? =16

c=+14



Aufgabe 7.37

Ein gerader Kreiskegel besitzt die Spitze S(—7, —3,14). Der Punkt
M(3,—1,3) ist der Mittelpunkt des Grundkreises. P(1,—1,8) liegt
auf einer Mantellinie des Kegels. Berechne das Volumen des Kegels.



Aufgabe 7.37

Da bei einem geraden Kreiskegel die Kegelachse senkrecht auf der
Grundkreisebene steht, ist der Vektor MS ein Normalenvektor der
Grundkreisebene.




Aufgabe 7.37

Da bei einem geraden Kreiskegel die Kegelachse senkrecht auf der
Grundkreisebene steht, ist der Vektor MS ein Normalenvektor der
Grundkreisebene.




Aufgabe 7.37

Da bei einem geraden Kreiskegel die Kegelachse senkrecht auf der
Grundkreisebene steht, ist der Vektor MS ein Normalenvektor der
Grundkreisebene.

d=—-n-mn=5 = ¢e:10x+2y—-11z+5=0



g(SP)ne — Q:



g(SP)ne — Q:



g(SP)ne — Q:

en(2) -« ()-(3)()

gNe 10(—7+4t) +2(—3+t) —11(14—3t) +5=0



g(SP)ne — Q:

en(2) -« ()-(3)()

gNe 10(—7+4t) +2(—3+t) —11(14—3t) +5=0

—-225475t=0 = t=3 = Q(5,0,5)



g(SP)ne — Q:

en(2) -« ()-(3)()

gNe: 10(—7+4t)+2(-3+1t)—11(14-3t) +5=0
—-225475t=0 = t=3 = Q(5,0,5)

Kegelradius: r = ’m| =---=3



g(SP)ne — Q:

8 X —7 4
5?:---: 2 = g:|lyl=[-3]+¢t]1

—6 z 14 -3
gnNe: 10(—7+4t)+2(-3+1t)—11(14-3t)+5=0
—-225475t=0 = t=3 = Q(5,0,5)

Kegelradius: r = ’m| =---=3

Kegelhohe: h = |MS| = --- = 15



g(SP)ne — Q:

8 X -7 4
5?:---: 2 = g:|lyl=1-3]+t]|1
—6 z 14 -3

gNe: 10(—7 +4t) +2(—3+t) —11(14 —3t) +5=10
—-225475t=0 = t=3 = Q(5,0,5)
Kegelradius: r = ’m| =---=3

Kegelhohe: h = |MS| = --- = 15

Kegelvolumen: % 7 r>h =457



Aufgabe 7.38

Vom Quadrat ABCD sind A(3,2,1), B(—3,—1,-5) und C(3,y, z)
gegeben. Dieses Quadrat ist Grundflache einer geraden Pyramide
mit dem Volumen V = 324,

(a) Bestimme die ganzzahligen Werte y und z.

(b) Welche Koordinaten hat die Spitze S der Pyramide? (zwei
Losungen)



Aufgabe 7.38
S

A B

(a) AB = (-6,-3,-6)", BC = (6,y +1,2+5)"



Aufgabe 7.38
S

A B

(a) AB = (-6,-3,-6)", BC = (6,y +1,2+5)"

|AB| = |BC|



Aufgabe 7.38
S

A B

(a) AB = (-6,-3,-6)", BC = (6,y +1,2+5)"
|| = |BC|
V36191 36=1/36+(y + 1) + (2 +5)2




Aufgabe 7.38
S

A B
(a) AB = (-6,-3,-6)", BC = (6,y +1,2+5)"
8| = |BC|
V36191 36=1/36+(y + 1) + (2 +5)2
81 =36+y>4+2y+1+2°+10z+25




Aufgabe 7.38
S

A B
(a) AB = (-6,-3,-6)", BC = (6,y +1,2+5)"
|AB| = [BC|
V36191 36=1/36+(y + 1) + (2 +5)2

81 =36+y>4+2y+1+2°+10z+25
0=y?+2y +22+10z-19 (1)




ABLBC « AB-BC=0

-36 -3y —-3-6z—-30=0
y=-2z-23 (2)



ABLBC & AB-BC=0
—-36—-3y—-3-6z-30=0
y=-2z-23 (2)
(2) in (1) einsetzen:
y2 42y +224102-19=0



ABLBC & AB-BC=0
—36—-3y—-3—-6z—-30=0
y=-2z-23 (2)
(2) in (1) einsetzen:
y2 42y +224102-19=0
(—2z —23)> +2(—22 —-23) 4+ 22 +10z—-19=0



AB1BC « AB-BC=0
—36 -3y —3-62z—-30=0
y=-2z-23 (2)
(2) in (1) einsetzen:
y2 42y +224102-19=0
(—2z —23)> +2(—22 —-23) 4+ 22 +10z—-19=0
422 + 927 +529 — 4z — 464 2> + 102453 =0



AB1BC & AB-BC=0
—36—-3y—3—-6z—30=0

y=-2z-23 (2)
(2) in (1) einsetzen:

y2 42y +224102-19=0

(—2z —23)> +2(—22 —-23) 4+ 22 +10z—-19=0
472 + 927 +529 —4z — 46+ z° + 10z +53 =0

57° + 98z + 464 = 0



AB 1 BC <« AB-BC=0
—36—-3y—-3—-6z—30=0
y=-2z-23 (2)
(2) in (1) einsetzen:
y2 42y +224102-19=0
(—2z —23)> +2(—22 —-23) 4+ 22 +10z—-19=0
42° + 927 +529 — 4z — 46+ 2> + 10z + 53 = 0
52>+ 98z 4+ 464 =0
z1 = —8 =  y=—7 = (G(3,-7,-8)
z2=-116 = y»=0.2 = nicht ganzzahlig












—

m

N

-3.5

/@@(i)x

—6

%1FM+12‘€n(

6
—6
-3

3
—-25
—-35

)

(F:q + Fc) = (2.5

)= ()~

o3




—

m

N

3 =
3
(F:q + Fc) =1-25
35
6 6 o7 1
ABExBC=[-3|x[-6|=(-52]:7=|2
6 -3 54 )
3 e 7
o= Fu+12-8&=(-25|+12. (2 | = 55
—35 ) _115

=  5(7,55,—115)



3 1 ~1
Fo,=my+12-&=|[-25]-12.2| 2 | =[-105
~3.5 -2 4.5



3 1 ~1
Fo,=my+12-&=|[-25]-12.2| 2 | =[-105
~3.5 -2 4.5

= S5(—1,-10.5,4.5)



Aufgabe 7.39
Berechne den Abstand des Punktes P von der Ebene E.
(a) P(3,5,1), e:4x+7y —4z4+2=0
(b) P(7,—2,—5),e:6x—9y —2z4+7=0
(c) P(—4,0,29),c:15x+8y —8=0



Aufgabe 7.39
_4-3+7-5-4-1+42[ 45

=5
VA2 + 7% + 42 9

(a) d(P,e)



Aufgabe 7.39

4-347-5-4-142] 45
IRV e e
167 —=9-(-2)—2-(=5)+7| 77

=—=7

(a) d(P,¢) 5




Aufgabe 7.39
_[4-3+7-5-4-1+2] 45
(a) d(P.e) = Va2 172 1 42 9
6-7-9-(=2)-2-(=5+7 77 _
(b) d(P,e) = N “1 !
_[15-(—4)+8-0—8| _68_4

d(P, 17
= ereie 1




Aufgabe 7.40
A(0,0,0), B(2,1,0), €(1,2,0) und D(1,1,2) sind Eckpunkte einer
Pyramide ABCD.

Berechne die Hohe der Pyramide iiber der Grundflaiche BCD und
den Winkel, den die Seitenkante AC mit der Grundflache BCD
einschliesst.



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:

(5 o (g



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:

(5 = (g



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:

(5 = (g



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:

0 -1
BE=|1| BB=|o0
-2 2
2 2
d=—|2]-|1]=-6 = €:2x4+2y+z—-6=0
1 0

Hohe der Pyramide = Abstand des Punktes A von e:



Aufgabe 7.40

» Gleichung der Ebene durch BCD:

0 -1
BE=|1| BB=|o0
-2 2
2 2
d=—|2]-|1]=-6 = €:2x4+2y+z—-6=0
1 0

Hohe der Pyramide = Abstand des Punktes A von e:

HNF [2-0+2-0+0—6] 6
h=d(A = =-=2
(A€) VAT A+l 3




1
» Seitenkante R =12
0



1
» Seitenkante R = (2)

0

AC-Al 6

= arccos ‘R| ‘ |ﬁ‘ = =3 = arccos\% = 26.57°

<z(/ﬁ,ﬁ)



1
» Seitenkante R = (2)

0

AC-Al 6

= arccos ‘R| ‘ |ﬁ‘ = =3 = arccos\% = 26.57°

<(AC, BCD) = 90° — 26.57° = 63.43°

<z(/ﬁ,ﬁ)




Aufgabe 7.41

Bestimme die Koordinatengleichungen der Parallelebenen zur
Ebene € im Abstand d.

(a) e:11x—2y +10z2—15=0,d =3
(b) €:24x —7z+5=0,d =4
(c) e:9x+12y +8z—-6=0,d=2



Aufgabe 7.41

Wird eine Ebene €: ax 4+ by + cz + d = 0 um h Einheiten parallel
entlang ihres Normalenvektors verschoben, so bedeutet dies fiir die
HNF der verschobenen Ebene § und einen beliebigen Punkt P:

dist(P,0) = dist(P,e) £ h

.;)><+by+cz+di

Va2 + b%+c?

.;»<+by+cz+dih\/az—kb2+c2

Va?+ b2 +c? VaZ+ b2 +c?

ax+ by +cz+d £ hva? + b? + 2
Va4 b%+c?

Also muss +hv/a% + b? + ¢2 zur Ebenengleichung von ¢ addiert
werden, um die Ebenengleichung von ¢ zu erhalten.

h




(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3V112+22 + 102 =3-1/225=3-15=45



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3V112+22 + 102 =3-1/225=3-15=45

01: 11x — 2y +10z4+30=0
02: 11x —2y +10z—-6=0



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3VI12 224102 =3-v/225=3-15=45
01: 11x — 2y +10z4+30=0
d2:11x -2y +10z—6=0

(b) €:24x —7z4+5=0,d =4



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3VI12 224102 =3-v/225=3-15=45
01: 11x — 2y +10z4+30=0
02: 11x —2y +10z—-6=0

(b) e:24x —7z4+5=0,d =14
4/242 102472 =4-1/625 =4-25 =100



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3VI12 224102 =3-v/225=3-15=45
01: 11x — 2y +10z4+30=0
02: 11x —2y +10z—-6=0

(b) €:24x —7z+5=0,d=4
4/242 102472 =4-1/625 =4-25 =100
01:24x —7z+105=0
00:24x —T7z—95=0



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3VI12 224102 =3-v/225=3-15=45
01: 11x — 2y +10z4+30=0
02: 11x —2y +10z—-6=0

(b) €:24x —7z+5=0,d=4
4/242 102472 =4-1/625 =4-25 =100
01:24x —7z+105=0
00:24x —T7z—95=0

(c) e:9x+12y +8z—-6=0,d=2



(a) e:11x—2y +10z2—-15=0,d =3
3V112+22 +102 =3 /225 =315 = 45
01: 11x—2y +10z4+30=0
d2: 11x -2y + 10z -6 =0

(b) €:24x —7z+5=0,d=4
4/242 102472 =4-1/625 =4-25 =100
01:24x —7z+105=0
00:24x —T7z—95=0

(c) e:9x+ 12y +8z—-6=0,d =2
292 +122+82=2.4/2890=2.17 =34



(a)

€:1lx—2y+10z—-15=0,d =3
3V112+22 +102 =3 /225 =315 = 45
01: 11x—2y +10z4+30=0

d2:11x -2y +10z—6=0

€:24x —7z+5=0,d=4

4y/242 + 02472 =4 /625 = 4 - 25 = 100
01:24x —7z+105=0

00:24x —7z—95=0
€:9x+12y+8z2-6=0,d=2

202 +122 +82=2-1/289=2-17 =34
01:9x+ 12y +8z+28=0
02:9x+ 12y +8z—40=0



Aufgabe 7.42

Bestimme die Koordinatengleichungen der winkelhalbierenden
Ebenen der gegebenen Ebenen ¢ und §.

(a) e:4x—2y —4z+3=0,0: x+2y—2z4+5=0

(b) e:6x+6y+17z—2=0,9: 156x —10y —6z+9=0
(c) e:10x—11y+2z—11=0,0:4y —3z—8=0

(d) e:3x—6y —2z—10=0,6:4x+8y—z—10=0



Aufgabe 7.42

(a) |4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|

V16 + 4+ 16 Vit4+a



Aufgabe 7.42

(a) |4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|

V16 + 4+ 16 Vit4+a

|4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|
6 B 3

-6



Aufgabe 7.42
(a) ]4x—2y—4z+3]zlx+2y—2z+5|

V16 +4+16 Vitad+4
|4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|
6 B 3

|4x — 2y — 4z + 3| = |2x + 4y — 4z + 10|



Aufgabe 7.42
(a) ]4x—2y—4z+3]zlx+2y—2z+5|

V16 +4+16 Vitad+4
|4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|
6 B 3

|4x — 2y — 4z + 3| = |2x + 4y — 4z + 10|

4x -2y —4z+3=2x+4y —4z+10



Aufgabe 7.42
(a) ]4x—2y—4z+3]zlx+2y—2z+5|

V16 +4+16 Vitad+4
|4x —2y —4z+3|  [x+2y —2z+5|
6 B 3

|4x — 2y — 4z + 3| = |2x + 4y — 4z + 10|

4x -2y —4z+3=2x+4y —4z+10
wi:2x—6y—7=0

4x —2y —4z+3 = —(2x + 4y — 4z +10)
W 6x +2y — 87+ 13 =0



|6x + 6y + 17z —2|  |15x — 10y — 6z + 9|
V/36 + 36 + 289 V225 + 100 + 36
|6x + 6y + 17z —2|  |15x — 10y — 6z + 9|
19 19
|6x + 6y + 17z — 2| = |15x — 10y — 6z + 9|

|| -19

6x + 6y + 17z —2 =15x — 10y — 62+ 9
wi:9x —16y —23z411=0

6x + 6y + 17z — 2 = —(15x — 10y — 6z + 9)
wr:2lx —4y +11z4+7=0



(c) wi:10x —23y +11z—-35=0
wr:10x4+y —-7z4+13=0



(d) wi:x+110y +11z4+20=0
wy: b5x 42y — 25z —-160=0



Aufgabe 7.43

Welche Punkte auf der Geraden g haben von den Ebenen € und §
gleiche Abstinde?

(-0

N < X



Aufgabe 7.43

Welche Punkte auf der Geraden g haben von den Ebenen € und §
gleiche Abstinde?

-0+

€:3x—4y+2=0,0:4x+3z+7=0



Aufgabe 7.43

Welche Punkte auf der Geraden g haben von den Ebenen € und §
gleiche Abstinde?

-0+

€:3x—4y+2=0,0:4x+3z+7=0

SR



Aufgabe 7.43

Welche Punkte auf der Geraden g haben von den Ebenen € und §
gleiche Abstinde?

-0+

€:3x—4y+2=0,6:4x+3z+7=0

e {6

€:14x — 7y —22z+38=0,6:4x+7y —4z+2=0



Aufgabe 7.43
|3x — 4y + 2| _ |4x + 3z + 7

@) =576 /1640



Aufgabe 7.43
I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
VO+16  V16+9

I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
5 B 5

(a)

-5



Aufgabe 7.43
I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
VO+16  V16+9

I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
5 B 5

|3x — 4y + 2| = |4x + 3z + 7|

(a)

-5



Aufgabe 7.43
I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
VO+16  V16+9

I3x —4y +2|  |4x+3z+7|
5 B 5

|3x — 4y + 2| = |4x + 3z + 7|

(a)

-5

3x —4y +2=+4(4x+3z+7)
wi:x+4y+3z+5=0
wr: Ix—4y+3z4+9=0



g Nwi = {Pl}i



gNwiy ={P1}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t4+6+5=0
—3t+15=0
t=>5
P1 = (5,—4,2)



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

g Nwy = {PQ}Z



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

gﬂw2:{P2}2
70+t)—4(1—-t)+3(24+0)+9=0



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

gﬂw2:{P2}2
70+t)—41—-¢t)+3(24+0)+9=0
Tt—44+4t4+64+9=0



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

gNwy ={Py}:
70+t)—41—-¢t)+3(24+0)+9=0
Tt—4+4+4t+6+9=0
11t+11=0



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

gNwy ={Py}:
70+t)—41—-¢t)+3(24+0)+9=0
Tt—4+4+4t+6+9=0
11t+11=0
t=-1



gﬂwlz{Pl}:
10+¢t)+4(1—-t)+3(2+0)+5=0
t+4—-4t+6+5=0

—3t+15=0
t=5
P1 = (5,-4,2)

gNwy ={Py}:
70+t)—41—-¢t)+3(24+0)+9=0
Tt—4+4t4+6+9=0
11t+11=0
t=-1
Py =(-1,2,2)



(b) |14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|

V196 + 49 + 484 V16 +49 416



|14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|
V1906 +49 +484 /16 +49 + 16
|14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|
27 N 9

(b)

|| - 27



|14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|
V196 + 49 + 484 V16 +49 + 16
|14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|
27 9
|14x — 7Ty — 22z + 38| = |12x + 21y — 12z + 6

(b)

|| - 27



(b) |14x — 7y — 22z + 38|  |4x+ Ty — 4z +2|
V196 +49+484 \/16+49+16
|14x — 7y — 222+ 38| |4x+ 7y —4z+2|
27 N 9 I-27
|14x — 7Ty — 22z + 38| = |12x + 21y — 12z + 6

14x — 7y — 22z + 38 = £(12x 4 21y — 12z + 6)
wyp:2x—28y —10z+32=0
wo: 26x 4+ 14y — 34z +44 =0



g Nwi = {Pl}i



gNwiy ={P1}:
2(6 + 3t) — 28(3 + 2t) — 10(2 — 2t) + 32 = 0



gﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0
—30t—-60=0



gNwiy ={P1}:
2(6 + 3t) — 28(3 + 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0
—30t—-60=0
t=-2



gNwiy ={P1}:
2(6 + 3t) — 28(3 + 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0
—30t—-60=0
t=—2
P; =(0,-1,6)



g ﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0

—30t—60=0
t=—2
P, = (0,—1,6)

g ﬂ(,UQ = {PQ}Z



g ﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0

—30t—60=0
t=—2
P, = (0,—1,6)

g Nwy = {PQ}Z
26(6 + 3t) + 14(3+2t) —34(2 —-2t) +44 =0



g ﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0

—30t—60=0
t=—2
P, = (0,—1,6)

g Nwo = {PQ}Z
26(6 +3t) +14(3+2t) —34(2—2t)+44=0
174t + 174 =0



g ﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0

—30t—-60=0
t=-2
P; =(0,-1,6)
gNuwy ={Pa2}:
26(6 + 3t) + 14(3+2t) —34(2 —-2t) +44 =0
174t +174 =0

t=—1



g ﬂwl = {Pl}i
2(6 + 3t) — 28(3 4+ 2t) — 10(2 — 2t) +32 =0

—30t—-60=0
t=-2
P; =(0,-1,6)
gNuwy ={Pa2}:
26(6 + 3t) + 14(3+2t) —34(2 —-2t) +44 =0
174t +174 =0
t=-1

P, =(3,1,4)



Aufgabe 7.44

(a) Welchen Abstand hat der Punkt P(3,3,5) von der Ebene
€:x—12y + 12247 =07

(b) Ein Punkt Q(x,1,1) hat gleichen Abstand von ¢ und von der
xy-Ebene. Bestimme seine x-Koordinate.



Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07

(@) g_3-12-3+12:547 34
V1+ 1441144 17




Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
3—-12-3+12-5+7 34
V14144 + 144 17
(b) m:z=0




Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
3—-12-3+12-5+7 34
V14144 + 144 17
(b) m:z=0

dist(Q, ) = dist(Q, 71)



Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
3—-12-3+12-5+7 34
V14144 + 144 17
(b) m:z=0

dist(Q, ) = dist(Q, 71)

x—12. 1412147 1
17 V020241




Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
~3-12-3+12-5+7 34

d =7
(2) V1t 144 + 144 17
(b) m:z=0
dist(Q, ) = dist(Q, 71)
—-12-1412-1 1
X + +7 4

17 V02402 +1
x+7==+17



Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
~3-12-3+12-5+7 34

@)=
(b) m:z=0
dist(Q, ) = dist(Q, 71)
X—12-1—|—12-1—|—7:i 1
17 N
xX+7==x17

X1:].0



Aufgabe 7.44
e:x—12y +12z4+7 =07
~3-12-3+12-5+7 34

N S ST R
(b) m:z=0
dist(Q, ) = dist(Q, 71)
X—12-1—|—12~1—|—7:i 1
7 N
xX+7==x17
x1 =10

X2:24



Aufgabe 8.1
Stelle die Gleichung der Kugel K(M, p) auf.

(a) M(1,1,1), o=14
(b) M(3,0, _2), 0= \/g



Aufgabe 8.1

(d) (x—12+(y—-1)2+(z—1)>=16



Aufgabe 8.1
(d) (x—12+(y—-1)2+(z—1)>=16

(b) (x=3)2+y*+(2+2)*=5



Aufgabe 8.2

Untersuche, ob es sich um die Gleichung einer Kugel handelt und
bestimme in diesem Fall ihren Mittelpunkt M und ihren Radius .

(a) X2 +y2+22=25

(b) x24+y?2+ 22 —2x+4y —8z=—12
(c) x> +y? — 22 +6x -2y +4z=25
(d) 3x2 +3y2 +322 +x+y+z=1



Aufgabe 8.2

(@) (x=0)?+(y = 0)*+(z — 0)* = 52



Aufgabe 8.2

(a) (x—0)2+(y —0)?>+ (z —0)? =52
Kugel mit Mittelpunkt M(0,0,0) und Radius o =5



Aufgabe 8.2
(a) (x—0)2+(y —0)?>+ (z —0)? =52
Kugel mit Mittelpunkt M(0,0,0) und Radius p =5
(b) X2+ y?+2% —2x+4y —8z=—12
(x—1)2—-1+(y+2?% -4+ (z—4)2-16=-12
(x=12+(y+2°+(z-42=9=3



Aufgabe 8.2

(a) (x=0)2+(y —0)?2+(z—0)? =52
Kugel mit Mittelpunkt M(0,0,0) und Radius p =5
(b) X2+ y?+2% —2x+4y —8z=—12
(x—1)2—-1+(y+2?% -4+ (z—4)2-16=-12
(x=12+(y+2°+(z-42=9=3
Kugel mit Mittelpunkt M(1,—2,4) und Radius o =3



Aufgabe 8.2
(a) (x=0)2+(y —0)?2+(z—0)? =52
Kugel mit Mittelpunkt M(0,0,0) und Radius p =5
(b) X2+ y?+2% —2x+4y —8z=—12
(x—1)2—-1+(y+2?% -4+ (z—4)2-16=-12
(x=12+(y+2°+(z-42=9=3
Kugel mit Mittelpunkt M(1,—2,4) und Radius o =3

(c) x>+ y? — 22+ 6x—2y + 4z =25



Aufgabe 8.2

(a) (x=0)2+(y —0)?2+(z—0)? =52
Kugel mit Mittelpunkt M(0,0,0) und Radius o =5

(b) X2+ y?+2% —2x+4y —8z=—12
(x—1)2—-1+(y+2?% -4+ (z—4)2-16=-12

(x=12+(y+2°+(z-42=9=3

Kugel mit Mittelpunkt M(1,—2,4) und Radius o =3

(c) x>+ y?> =22 +6x—2y +4z=25

keine Kugel (wegen —z2)



3x% +3y? + 37
y°+3z°+x+y+z=1



3x24+3y2 4322 +x+y+z=

X2+ 2+Z2+1X+1 _'_EZ_
y 3 3y 3%

1
1
3



(

24, -
X—|—6

3x2 43y +322 + x+y+z=1

1 1
Ay 4+ Xt oyt oz=2

N

24 -
Yy te

3

)

3

2, -
z—|—6

1)2

1
3

1
3

12

3

36



3x2+3y2+322+x+y+z:1

1
X+)/+Z+X—|— -

(i3 132 3
(erd) +(red) 4 (2+) -2



(d) 3% +3y +322 +x+y+z=1
11

x2+y2+22+lx+1y+fz:f
3 3 3

3
x2+12+ 2+12+ 22+12—E+i
6 Y 7% 6) 36 36
1\? 1\2 1
2, + 2, + 2, +
<X+6> +<y+6> +(z+6>
5

Kugel mit Mittelpunkt M(—¢,—2,—%) und Radius o = /5



Aufgabe 8.3

Schneide die Kugel (x — 4)? 4+ (y — 2)? + (z — 3)? = 25 mit der
Grundrissebene.



Aufgabe 8.3

Darstellung der Kugel in der DG-Zweitafelprojektion:

X2,3
A
L
N\
[ \
[ |
\ M )
> X1,2
N N
T~ _—" N\
/ \
Vi
i
N, /
N L/
s}




In der Grundrissebene gilt z = 0.



In der Grundrissebene gilt z = 0.

(x—4)2+(y—22+(0-3)2=25



In der Grundrissebene gilt z = 0.
(x =42 +(y—22+(0-3)2%=25

(x =4+ (y—2)? =16



In der Grundrissebene gilt z = 0.
(x =42 +(y—22+(0-3)2%=25
(x — 4%+ (y —2)>=16

Kreis in 1 mit M(4,2,0) und o = 4



Aufgabe 8.4

Eine Kugel mit Zentrum M(3,1, —4) schneidet die y-Achse im
Punkt B(0,7,0). Bestimme die iibrigen Schnittpunkte der Kugel
mit den Koordinatenachsen.



Aufgabe 8.4










-3 -3
4 4

K:(X—3)2—|- y—1)2+(z+4)2:61

—~~



Schnittpunkte mit der x-Achse:



Schnittpunkte mit der x-Achse:

(-6

N < X



Schnittpunkte mit der x-Achse:
X 0 1

g&: |yl =10]+x|0
z 0 0

KNge (x—3)2+(0-1)%+ (0 +4)? =61
(x—3)2+1+16=61

(x—3)> =44
x—3=+V44
x1 =3+ Va4

X2:3—\/474



Schnittpunkte mit der x-Achse:

(-6

KNge (x—3)2+(0-1)%+ (0 +4)? =61
(x—3)2+1+16=61

N < X

(x —3)% =44
x —3=+V44
x; =3+ V44
xy =3 — 44

A1(3 + m7070)v A2(3 - \/Ha 07 0)



Schnittpunkte mit der y-Achse:



Schnittpunkte mit der y-Achse:

(-6

N < X



Schnittpunkte mit der y-Achse:

0 0
8y: =10 +y|1
0 0

N < X

Kngy: (0—-3)%+(y—1)?+(0+4)* =61
9+ (y—1)> 416 = 61

(v 1) =36
y—1=46
n=14+6=7

y2:]_—6:—5



Schnittpunkte mit der y-Achse:

0 0
8y: =10 +y|1
0 0

N < X

Kngy: (0—-3)%+(y—1)?+(0+4)* =61
9+ (y—1)> 416 = 61

(v 1) =36
y—1=46
n=14+6=7

y2:]_—6:—5

B1(0,7,0), By(0,-5,0)



Schnittpunkte mit der z-Achse:



Schnittpunkte mit der z-Achse:

(-6

N < X



Schnittpunkte mit der z-Achse:
X 0 0

g |yl =1(0]+2z]0
z 0 1

KnNngy: (0—-3)2+(0-1)>+(z+4)2 =61
9+ 1+ (z+4)? =61

(z+4)>=51
z+4=+V51
z1 = —4++/51

z=—4—+/51



Schnittpunkte mit der z-Achse:

(-6

KnNngy: (0—-3)2+(0-1)>+(z+4)2 =61
9+ 1+ (z+4)? =61

X

N <

(z+4)>=51
z+4=+51
71 =—4+51
2 =—4—1/51

C1(0,0, —4 + /51), C(0,0, —4 — +/51)



Aufgabe 8.5

Untersuche die gegenseitige Lage von Kugel K und Gerade g und
bestimme allfallige Schnitt- oder Beriihrungspunkte.

(a) Ki(x=12+(y—22+(z+1)2?=09;

(0

(b) K:x®+y?+ 22 = 49;

-6

N < X



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t—5)2+(—t+2)°+(-2t+4)>=9



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t—5)2+(—t+2)°+(-2t+4)>=9
6t —30t+45=9



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t =52+ (—t+2)>+ (-2t +4)2=9

6t2 — 30t +45 =9

6t> — 30t +36 = 0



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t =52+ (—t+2)>+ (-2t +4)2=9

6t —30t+45=9

6t> —30t+36 =0

t2—5t+6=0



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t =52+ (—t+2)>+ (-2t +4)2=9

6t —30t+45=9

6t> —30t+36 =0

t2—5t+6=0

(t—2)(t—3)=0



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t =52+ (—t+2)>+ (-2t +4)2=9

6t —30t+45=9

6t> —30t+36 =0

t2—5t+6=0

(t—2)(t—3)=0

t =2



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t =52+ (—t+2)>+ (-2t +4)2=9

6t —30t+45=9

6t> —30t+36 =0

t2—5t+6=0
(t—2)(t—3)=0
t1 =2

th=3



Aufgabe 8.5

(a) ([~4+t] -1+ (4—t] -2+ (3-2t]+1)>=9
(t—5)2+(—t+2)°+(-2t+4)>=9

Pi(—2,2-1), P»(—-1,1,

6t> — 30t +45 =9
6t> — 30t +36 = 0

t2—5t+6=0
(t—2)(t—3)=0
t1 =2

trh =3

-3)



Aufgabe 8.5

(b) (8+0)2+ (04 t)* + (5 —2t)> = 49



Aufgabe 8.5

(b) (8+0)2+ (0+ 1)+ (5—2t)> =49
64 + t2 + 25 — 20t + 4t% = 49



Aufgabe 8.5

(b) (8+0)2+ (0+ 1)+ (5—2t)> =49
64 + t2 + 25 — 20t + 4t% = 49
5t2 — 20t 4+ 40 = 0



Aufgabe 8.5

(b) (8 +0)*+ (04 )+ (5 —2t)> =49
64 + t2 + 25 — 20t + 4t% = 49

5t2 — 20t +40 =0

t2—4t+8=0



Aufgabe 8.5

(b) (8 +0)*+ (04 )+ (5 —2t)> =49
64 + t2 + 25 — 20t + 4t2 = 49
5t2 — 20t +40 =0
t2—4t+8=0
D= -16 <0 keine Lésung



Aufgabe 8.5

(b) (8 +0)*+ (04 )+ (5 —2t)> =49
64 + t2 + 25 — 20t + 4t = 49
5t2 — 20t +40=0
t? —4t+8=0
D= -16 <0 keine Lésung
Die Gerade meidet die Kugel.



Aufgabe 8.5

(c) ([4+1t] -4+ ([8+2t] -5+ ([T+2t] —1)2=9



Aufgabe 8.5

(c) ([4+t]—4)2+([8+2t] =5+ ([7T+2t] —1)>=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9



Aufgabe 8.5
(c) ([4+1t] -4+ ([8+2t] -5+ ([T+2t] —1)2=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9
9t> + 36t +45 =9



Aufgabe 8.5

(c) ([4+t]—4)2+([8+2t] =5+ ([7T+2t] —1)>=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9

9t2 + 36t +45=9

9t2 + 36t 436 = 0



Aufgabe 8.5

(c) ([4+1t] -4+ ([8+2t] -5+ ([T+2t] —1)2=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9

9t +36t+45=9

9t2 + 36t +36 =0

2 +4t+4=0



Aufgabe 8.5

(c) ([4+t]—4)2+([8+2t] =5+ ([7T+2t] —1)>=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9

9t% 4+ 36t +45 =9

9t? + 36t +36 = 0

2 +4t+4=0

(t+2)>=0



Aufgabe 8.5

(c) ([4+1t] -4+ ([8+2t] -5+ ([T+2t] —1)2=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9
9t +36t+45=9
9t2 + 36t +36 =0
2 +4t+4=0
(t+2)2=0
t=—2



Aufgabe 8.5

(c) ([4+1t] -4+ ([8+2t] -5+ ([T+2t] —1)2=9
t? + (2t +3)2+ (2t +6)° =9

9t +36t+45=9

9t2 + 36t +36 =0

2 +4t+4=0
(t+2)2=0
t=-2

Beriihrpunkt: P(2,4,3)



Aufgabe 8.6

Bestimme die Gleichung der Umkugel des Tetraeders mit den
Ecken A(5,5,1), B(7,1,-3), C(2,7,2) und, D(0,1,8).



Aufgabe 8.6

Die Losung erfolgt analog zur Bestimmung des
Umkreismittelpunkts im Dreieck: Jeder Punkt der
Mittelsenkrechten einer Strecke hat denselben Abstand von den
beiden Endpunkten. Somit hat der Schnittpunkt von zwei (der
drei) Mittelsenkrechten im Dreieck den gleichen Abstand von allen
drei Ecken.

Beim Tetraeder gibt es vier Kanten, wobei drei Mittelnormalebenen
geniigen, um ihren Schnittpunkt zu bestimmen.



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2
AB = (-4, Mag(6,3,1);
4



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2
/@: —4 |, Mag(6,3,—1); pag: 2x —4y —4z—4=0
4



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2
/@: —4 |, Mag(6,3,—1); pag: 2x —4y —4z—4=0
4

-3
R =1 2 |, Mac(3.5,6,1.5);



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2
/@: —4 |, Mag(6,3,—1); pag: 2x —4y —4z—4=0
4

-3
AC = 2 |, Mac(35,6,1.5); jiac: —3x+2y+2z-3=0



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2

/@ =|—-4], Mag(6,3,-1); pag:2x —4y —4z—4=0
4
-3

AC = 2 |, Mac(35,6,1.5); jiac: —3x+2y+2z-3=0
1
5

AD = | 4|, Map(2.5,3,4.5);



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2

AB = | —4 , Mag(6,3,—1); pag: 2x —4y —4z—4 =0
4
3
AC = 2 |, Mac(35,6,1.5); jiac: —3x+2y+2z-3=0
1
5
AD = | —4 |, Man(25,3,4.5); jap: —5x — 4y +7z—7=0



Bestimme drei Mittelnormalebenen und schneide sie:

2
AB = | —4 , Mag(6,3,—1); pag: 2x —4y —4z—4 =0
4
3
AC=| 2 |, Mac(3.5,6,1.5): pac: —3x+2y +z—3=0
1
5
AD = | —4|, Map(2.5,3,4.5); jian: —5x — 4y + 72 —7=0
7

pAg M ac M HAD:

2x —4y —4z =4

—3x+2y+2z=3 = §5(-2,-1,-1)
—5x -4y +T7z=17



Aufgabe 8.7

Zeige, dass der Punkt P(8,7,2) auf der Kugel mit dem
Mittelpunkt M(1,3,6) und dem Radius o = 9 liegt und bestimme
die Gleichung der Tangentialebene in P.



Aufgabe 8.7

)



Aufgabe 8.7

#-()-()-C)

MP - MP = 49 + 16 + 16 = 81 = 0 (ok)



Aufgabe 8.7

) -(3

MP - MP = 49 + 16 + 16 = 81 = 0 (ok)

;
ﬁMﬁ<4)
—4



Aufgabe 8.7

#-()-()-C)

MP - MP = 49 1 16 + 16 = 81 = 0 (ok)

(3

3l

Sy



Aufgabe 8.7

#-()-()-C)

MP - MP = 49 1 16 + 16 = 81 = 0 (ok)

.
—MP=| 4
—4
7 8
d=-id-p=| 4| |7]|=-76
—4 2

T:Ix+4y —4z—-76=0

3l

Sy



Aufgabe 8.8

Vom Punkt A(10,0,0) aus soll eine Tangentialebene an die Kugel
K: x% + y? + z? = 9 gelegt werden, die zur Grundrissebene 7}
senkrecht steht.



Aufgabe 8.8

10 0
g: =[O0 |+t|{0])CTundgnNK=10
0 1

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)
(x,y,2)7(0,0,1)7 =0 (2)
(x,y,2z)7(10,0,0)T =32 (3)

N < X



Aufgabe 8.8

10 0
g: =[O0 |+t|{0])CTundgnNK=10
0 1

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)
(x,y,2)7(0,0,1)7 =0 (2)
(x,y,2z)7(10,0,0)T =32 (3)

N < X

Aus (2) folgt z=10



Aufgabe 8.8

10 0
g: =[O0 |+t|{0])CTundgnNK=10
0 1

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)
(x,y,2)7(0,0,1)7 =0 (2)
(x,y,2z)7(10,0,0)T =32 (3)

N < X

Aus (2) folgt z=10

Aus (3) folgt 10x =9 und x = 9/10



Aufgabe 8.8

10 0
g: =[O0 |+t|{0])CTundgnNK=10
0 1

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)
(x,y,2)7(0,0,1)7 =0 (2)
(x,y,2z)7(10,0,0)T =32 (3)

N < X

Aus (2) folgt z=10
Aus (3) folgt 10x =9 und x = 9/10

Einsetzen in (1):






-

d=—7s-

9/10
/10 - /91
0

7)<l

A= —30



9/10 3
g = (3/10-V91| ==
G

d=—rg-ra=-30

3x £v91y —30=0



Aufgabe 8.9

Bestimme die Tangentialebenen an die Kugel mit M(0,0,0) und
0 = 3, welche die Gerade mit der Gleichung

X 3 2
g yvl=1\|41+t]|] 3
z -5 —10

enthalten.



Aufgabe 8.9

3 2
g: =| 4 1+t| 3 CTtundgnK=1
-5 —10

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)

(x,y,2)7(2,3,-10)T =0 (2)

(x.y.2)"(3.4,-5)" =32 (3)

N < X



Aufgabe 8.9

3 2
g: =| 4 1+t| 3 CTtundgnK=1
-5 —10

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)

(x,y,2)7(2,3,-10)T =0 (2)

(x.y.2)"(3.4,-5)" =32 (3)

N < X

2x+3y —10z=0 (2)



Aufgabe 8.9

3 2
g: =| 4 1+t| 3 CTtundgnK=1
-5 —10

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)

(x,y,2)7(2,3,-10)T =0 (2)

(x.y.2)"(3.4,-5)" =32 (3)

N < X

2x+3y —10z=0 (2)

3x+4y—-5z=9 (3)



Aufgabe 8.9

3 2
g: =| 4 1+t| 3 CTtundgnK=1
-5 —10

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)

(x,y,2)7(2,3,-10)T =0 (2)

(x.y.2)"(3.4,-5)" =32 (3)

N < X

2x+3y —10z=0 (2)
3x+4y—-5z=9 (3)

3)—2):x+y+5z=9 = x=9-y—-5z (4)



Aufgabe 8.9

3 2
g: =| 4 1+t| 3 CTtundgnK=1
-5 —10

Der Beriihrpunkt B(x, y, z) muss folgende Bedingungen erfiillen:
K:x®>+y*+22=3% (1)

(x,y,2)7(2,3,-10)T =0 (2)

(x.y.2)"(3.4,-5)" =32 (3)

N < X

2x+3y —10z=0 (2)
3x+4y—-5z=9 (3)
3)—(2):x+y+5z=9 = x=9—-y—-5z (4)

x aus (2) und (3) eliminieren: y =20z — 18 (5)



(5) in (4) einsetzen: x =9 — (20z — 18) — 5z =27 — 25z  (6)



(5) in (4) einsetzen: x =9 — (20z — 18) — 5z = 27 — 25z

(5), (6) in (1) einsetzen:
(27 — 252)% 4+ (20z — 18)° + 2> =9
102622 — 2070z + 1044 = 0
z1=1
z = 58/57

(6)



(5) in (4) einsetzen: x =9 — (20z — 18) — 5z = 27 — 25z

(5), (6) in (1) einsetzen:
(27 — 252)% 4+ (20z — 18)° + 2> =9
102622 — 2070z + 1044 = 0
z1=1
z = 58/57

z1, zp in (5) und (6) einsetzen:

(6)



(5) in (4) einsetzen: x =9 — (20z — 18) — 5z = 27 — 25z

(5), (6) in (1) einsetzen:
(27 — 252)% 4+ (20z — 18)° + 2> =9
102622 — 2070z + 1044 = 0
z1=1
z = 58/57

z1, zp in (5) und (6) einsetzen:

y1 =20z —18=2
y» =20z, — 18 = 134 /57

(6)



(5) in (4) einsetzen: x =9 — (20z — 18) — 5z = 27 — 25z

(5), (6) in (1) einsetzen:
(27 — 252)% 4+ (20z — 18)° + 2> =9
102622 — 2070z + 1044 = 0
z1=1
z = 58/57

z1, zp in (5) und (6) einsetzen:

y1 =20z —18=2
y» =20z, — 18 = 134 /57

X1:27—2521:2
X = 27 — 2522 = 89/57

(6)



m = (2,2,1)T, @ = (89,134,58)T



m = (2,2,1)T, @ = (89,134,58)T

A(3, 4, —5) S T1,2:






T:2x+2y4+2z-9=0
T2 89x + 134y + 582 — 513 = 0



Aufgabe 8.10

Bestimme die Tangentialebenen an die Kugel mit M(0,0,0) und
o = 5, die senkrecht zur Geraden

X 10 3
g:ly|l=111]+t]?2
z 12 1

stehen.



Aufgabe 8.10

Richtungsvektoren von g = Normalenvektoren von 7



Aufgabe 8.10

Richtungsvektoren von g = Normalenvektoren von 7

0 3
Schnittpunkte von K mit h: =10 +¢t]2
0 1

N < X



Aufgabe 8.10

Richtungsvektoren von g = Normalenvektoren von 7

0 3
Schnittpunkte von K mit h: =10 +¢t]2
0 1

N < X

X2 4+y?+22=25
0t? +4t> + t> =25
14> =25 = t=+5/14



Aufgabe 8.10

Richtungsvektoren von g = Normalenvektoren von 7

0 3
Schnittpunkte von K mit h: =10 +¢t]2
0 1

N < X

X2 4+y?+22=25
0t? +4t> + t> =25
14> =25 = t=+5/14

3

5
Berihrpunkte: rg = +t—— | 2 = dio=—-0-rg=25v14
p B 14 . 1,2 B



Aufgabe 8.10

Richtungsvektoren von g = Normalenvektoren von 7

0 3
Schnittpunkte von K mit h: =10 +¢t]2
0 1

N < X

X2 4+y?+22=25
0t? +4t> + t> =25
14> =25 = t=+5/14

3
5
Berihrpunkte: rg = +t—— | 2 = dio=—-0-rg=25v14
p B 14 . 1,2 B

T1:3x+2y+z+5vV14=0
T:3x+2y+z—-5vV14=0



Aufgabe 8.11

Gegeben sei die Kugel K mit M(8,3,2) und o = 5v/2 sowie die
Gerade

X -3 1
g lyl=1|-2]+t]0
z —4 1

Fasst man den Punkt A(—3,—2, —4) der Geraden als Lichtquelle
auf und betrachtet die Kugelflaiche K als Spiegel, so wird der
Lichtstrahl g an der Kugel reflektiert. Bestimme eine
Parametergleichung des reflektierten Lichtstrahls.



Aufgabe 8.11




K:(x—8)2+(y—3)2+(z—2)?>=50



K:(x—8)2+(y—3)2+(z—2)?>=50

gNK: [x=-3+t y=-2z=—-4+1]
(—3+t—-8)2+(—2—-3)>+(—4+t—-2)?=50
(t —11)%> + (=5)> + (t — 6)*> = 50
t2 — 22t + 121 + 25 4 t? — 12t + 36 = 50
2t2 — 34t 4132 =0
t2 — 17t + 66 = 0
(t—6)(t—11)=0
t =6
ty =11



K:(x—8)2+(y—3)2+(z—2)?>=50

gNK: [x=-3+t y=-2z=—-4+1]
(—3+t—-8)2+(—2—-3)>+(—4+t—-2)?=50
(t —11)2 + (=5)? + (t — 6)> =50
t2 — 22t + 121 + 25 4 t? — 12t + 36 = 50
2t2 — 34t 4132 =0
t2 — 17t + 66 = 0
(t—6)(t—11)=0
t =6
ty =11

B(3,—2,2) (der zweite Schnittpunkt C ist weiter entfernt)












A(—3,—2,—4) an 7 spiegeln:



A(—3,—2,—4) an 7 spiegeln:

G006

N < X



A(—3,—2,—4) an 7 spiegeln:

G006

(=3+t)+(—2+t)—-1=0
3+t—-2+t—-1=0
2t—-6=0

th =3

N < X



A(—3,—2,—4) an 7 spiegeln:

N < X

G006

(=3+t)+(—2+t)—-1=0
3+t—-2+t—-1=0
2t—-6=0

th =3

-3
o =ra+2-ty-n= (2) +6-(
—4

1



A(—3,—2,—4) an 7 spiegeln:

G006

(=3+t)+(—2+t)—-1=0
3+t—-2+t—-1=0
2t—-6=0

th =3

-3 1 3
fpy=fa+2-to-ni=|-2]+6-[1] = 4
—4 0 —4

A'(3,4,—4)

N < X






R 3 3 0
AB=rg—iv=|-2|-|4]|=]-6
2 —4 6

Geradengleichung des reflektierten Lichtstrahls:



R 3 3 0
AB=rg—iv=|-2|-|4|=]|-6|=6
2 —4 6

Geradengleichung des reflektierten Lichtstrahls:

X 3 0
g lyl=1|4|+t]|-1
z —4 1



Aufgabe 8.12

Gegeben sind die Kugeln K; und K> mit den Mittelpunkten
Mi(1,13,18) bzw. M,(—1,13,14) und den Radien o; =7

bzw. g2 = 3. Zeige, dass sich die Kugeln schneiden und bestimme
den Radius r des Schnittkreises.



Aufgabe 8.12
Ki: (x—1)?+ (y —13)? + (z — 18)> = 49
Kyt (x+ 12+ (y— 132 +(z— 14> =9



Aufgabe 8.12
Ki: (x—1)?+ (y —13)? + (z — 18)> = 49
Kyt (x+ 12+ (y— 132 +(z— 14> =9

Ki: x> —2x+1+4y? — 26y +169 + 22 — 362+ 324 —49 =0
Ko: x> 4+2x 414 y? — 26y +169 + 22 — 2824196 — 9 =0



Aufgabe 8.12
Ki: (x—1)2+ (y —13)> 4+ (z — 18)> = 49
Kyt (x+ 12+ (y— 132 +(z— 14> =9
Ki: x> —2x+1+4y? — 26y +169 + 22 — 362+ 324 —49 =0
Ko: x> 4+2x 414 y? — 26y +169 + 22 — 2824196 — 9 =0

Ki—Ky: —4x—8z+88=0 || :—4
e:x+2z—-22=0






< (1)) (2

eng: (1+1t)+2(18+2t)—22=0
5t+15=0
t=-3



< (1)) (2

eng: (1+1t)+2(18+2t)—22=0
5t+15=0
t=-3

Mittelpunkt des Schnittkreises: M(—2,13,12)



< (1)) (2

eng: (1+1t)+2(18+2t)—22=0
5t+15=0
t=-3

Mittelpunkt des Schnittkreises: M(—2,13,12)

2 1 -3
dy = MiM = (13)(13) = (0) =9+ 36 =145
12 18 —6



< (1)) (2

eng: (1+1t)+2(18+2t)—22=0
5t+15=0
t=-3

Mittelpunkt des Schnittkreises: M(—2,13,12)

2 1 -3
dy = MiM = (13)(13) = (0) =9+ 36 =145
12 18 —6

Radius des Schnittkreises: r = y/0? — d? = /49 — 45 = \/4 =2
101



