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Wenn eine Kraft einen Kérper auf einem bestimmten Weg

verschiebt, so verrichtet sie am Kérper Arbeit.
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Wenn eine Kraft einen Kérper auf einem bestimmten Weg
verschiebt, so verrichtet sie am Kérper Arbeit.

Wenn eine konstante Kraft vom Betrag F einen Koérper entlang
einer Geraden g um den Weg s verschiebt, so ist die geleistete
Arbeit das Produkt aus Kraft und Weg:
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:

Wenn eine Kraft einen Kérper auf einem bestimmten Weg
verschiebt, so verrichtet sie am Kérper Arbeit.

Wenn eine konstante Kraft vom Betrag F einen Koérper entlang
einer Geraden g um den Weg s verschiebt, so ist die geleistete
Arbeit das Produkt aus Kraft und Weg:
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Schliesst eine konstante Kraft F mit der Wegrichtung einen Winkel

von ¢ ein, so ist die geleistete Arbeit das Produkt aus der Kraft in
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Schliesst eine konstante Kraft F mit der Wegrichtung einen Winkel
von ¢ ein, so ist die geleistete Arbeit das Produkt aus der Kraft in
Wegrichtung Fs und dem Weg &
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W = |I—j‘ ]3] - cos %' F. & (Fundamentum: S. 84)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist das Produkt aus den Langen
der beiden Vektoren und dem Cosinus des Zwischenwinkels.
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Beispiele
(a) |[F| =3, |5] =5 ¢=0% W =15

(b) |F| =3, |5] =5, ¢ = 45°
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Beispiele

(a) |F|=3 |5 =5 ¢=0° W=15

(b) |F| =3, ]5] =5, ¢ = 45°; W = 10.61
(c) |F|=3,]5] =5 ¢=90% W =0
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d) |[F| =3, |s] =5, v =135% W = —10.61
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In Zukunft verwenden wir statt F und § allgemeine Bezeichnungen
wie 3 und b.
Fiir Vektoren a

—

und b mit |a] # 0 und |b| # 0 gilt:
> Aus 3 L Efolgt:
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In Zukunft verwenden wir statt F und § allgemeine Bezeichnungen
wie 3 und b.
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In Zukunft verwenden wir statt F und § allgemeine Bezeichnungen
wie 3 und b.

Fiir Vektoren & und b mit |a] # 0 und |b| # 0 gilt:
> Aus 3 L Efolgt:

b= ‘5! . !E! -cos90° = |3

~Jaf-[Bl-0=0
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Skalarprodukt in Komponentenform

Die Definition des Skalarprodukts ist unpraktisch, wenn die
Vektoren in der Komponentenschreibeweise gegeben sind. Daher
leiten wir jetzt fiir diesen Fall eine zweite, gleichwertige
Berechnungsvorschrift fiir das Skalarprodukt her.

Zur Erinnerung: Eine orthonormierte Basis in einem
n-dimensionalen Vektorraum ist eine Folge von n Vektoren, die
jeweils paarweise senkrecht aufeinander stehen und alle die Lange 1
haben.
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:
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Raumes, so gilt:

Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen

e -6 = ‘eﬂ . ‘eﬂ - cos0°
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Raumes, so gilt:

e - = ‘eﬂ . ‘eﬂ -cos0°=1-1-cos0°
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e?l'e'i:‘eﬂ-‘51‘-c050°=1-1-c0500=1
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
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e?l'e'i:‘eﬂ-‘51‘-c050°=1-1-c0500=1
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51-61:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

—

& & =|&| |&] cos0°=1-1-cos0°
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:
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51~e1:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

62'5'2:‘é’z‘-‘é’z‘-cosoozl‘l-coso":l
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€1 &
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

-e_'2:‘é’g‘-‘é’z‘-cosoozl‘l-cosoozl

D1

&1

-é’3:‘53‘-‘é’3‘-C050°:1‘1-cosO°:1

& ‘é’l‘-‘52‘-c0590°:1-1-cos90°:0

o1
D

N
Il

u}
o)

I

i
it
N
»
i)



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

62'5'2:‘é’z‘-‘é’z‘-cosoozl‘l-coso":l
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

'52:‘52‘"é"COSOOZI‘l'COSOO:1
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl
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Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

& -é =|é| |é] cos0°=1-1-cos0°=1
& 52—‘52‘-‘52‘-COSOO:1‘1-COSOO:1
& & =& |&| cos0°=1-1-cos0° =1
& -&=|él-|&| cos90°=1-1-cos90° =0
& & =|&||&] cos90° =1-1-cos90° =0
&-é =& |é] - cos90°
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|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

51~e'i:‘eﬂ-‘Eﬂ-cosoozl-l-cosoozl

'52:‘52‘-‘52‘-COSOO:1‘1-COSOO:1

D1

'é’3:‘53‘-‘é’3‘-C050°:1‘1-cosO°:1

&1

& =& |&| cos90° =1-1-cos90° =0

o

DL
D
w

|

= —‘e_'z‘~‘é’3‘-c0590°:1-1-cos90°:0

&1

-8 = ’e_'g,‘ . ‘é’l‘ +c0s90° =1-1-cos90°

N



Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

L5.2 Das Skalarprodukt

Ist €1, &, &3 eine orthonormierte Basis des dreidimensionalen
Raumes, so gilt:

el -

TR YR YR Y1

&1

~cos0°=1-1-cos0° =1
~cos0°=1-1-cos0° =1
+cos0°=1-1-cos0° =1
+c0s90°=1-1-cos90° =0
+c0s90°=1-1-cos90° =0
+c0s90° =1-1-cos90° =0

N



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir &= a1é1 + a»& + azé&3 und b= bi& + by& + bsés gilt dann:



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir &= a1é1 + a»& + azé&3 und b= bi& + by& + bsés gilt dann:
b=




Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir &= a1é1 + a»& + azé&3 und b= bi& + by& + bsés gilt dann:

F-b= (2161 + 228 + 2363) - (b1&1 + b + b3&3)



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir &= a1é1 + a»& + azé&3 und b= bi& + by& + bsés gilt dann:
7 b= (a18 + 226 + 238) - (b1& + by + b3&3)

= 2161 - b1€] + 2161 - br& + a1€] - bz&;



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
d-b= (ai€1 + a2& + a3€3) - (b1€1 + br& + b3€3)
= a1€) - b1€] + a1€; - by + a1€6] - b3&3

+ 226 - b1€1 + 226 - b€ + @26 - b3€3



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
b

(a1€1 + @265 + a3€3) - (b1€1 + &> + b3€3)

a1€] - b1€l + a1€1 - byes + a1€; - bz

+ 226 - b1€1 + 226 - b€ + @26 - b3€3

+ a3€3 - b€ + a3€3 - bré& + az363 - h3é3



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
b

(a161 + 226, + az€&3) - (b1€1 + boés + b3é3)

a1€] - b1€l + a1€1 - byes + a1€; - bz

+ 226 - b1€1 + 226 - b€ + @26 - b3€3
+ a3€3 - b1€] + a363 - bp&r + 2363 - b3€3

=aib1€ -6 +a1bé-&+aibsél - &



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
b

(a161 + 226, + az€&3) - (b1€1 + boés + b3é3)

a1€] - b1€l + a1€1 - byes + a1€; - bz

+ 226 - b1€1 + 226 - b€ + @26 - b3€3
+ a3€3 - b1€] + a363 - bp&r + 2363 - b3€3
=aib1€ -6 +a1bé-&+aibsél - &

+ah1& - +arhyé& -+ arb3 & - 63



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

L5.2 Das Skalarprodukt

a-b=

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
(2161 + a2&r + a363) - (b1€1 + brér + b3€3)

= 2161 - b1€] + 2161 - br& + a1€] - bz&;

+ 228 - b1€1 + 26 - b2ér + 2265 - 13€3
+a363 - b1€1 + a3&3 - by&s + 2363 - b3&3
=aib & -é +abé - & +abzér - &
+axh1 & - € + aby & - &+ ab3 & - &

& - &
+asb1&3- €1 +asbyéz- &+ azbz €3 -

&

N



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

L5.2 Das Skalarprodukt

—

L

Fiir 5= 2161 + a8 + 236 und b = b1& + by + b3&; gilt dann
b= (a161 + 28 + 238) - (b1€1 + b + b3&3)
= a1€] - b1€] + 2161 - baé& + a1€] - b3&3
+ 228 - b1€1 + 26 - b2ér + 2265 - 13€3
+a363 - b1€1 + a3&3 - by&s + 2363 - b3&3
=aib & -é +abé - & +abzér - &
+axh1 &€ +aby& &+ ab3ér - &3

+a3b1 - € + a3bpy &3 & + a3b3 €3 - €3

:a1b1+0+0—|—0+azb2+0+0+0+33b3



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Fiir 5= 216 + a8 + a3& und b = b1 & + by + b3&; gilt dann:

—

L

b= (218 + 228 + 238) - (b161 + b2& + b3 )
= a1€1 - b1€1 + a1€1 - by& + ar€ - h3&3
+ a8 - b1€1 + 228 - bré&) + 228> - b3e3
+ a3€3 - b1€] + a3€3 - ba& + a3€3 - b363
=aib1 & -é +aibhyé-& +arbsé - &
tab & - +abhé-&+abhe-e
+asb1 &3 €6 + a3ba &3 & + azb3 &3 - &
=a1b1+0+0+0+axby +0+4+ 0+ 0+ asbs
= a1by + axby + a3b3

u}
o)

I

i
it
N
»
?



Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt
Skalarprodukt in Komponentendarstellung:
al b1
a-b= an b2
as b3

= ai1b; + axby + azbs



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

-1
Gegeben sind: 3=

4 -2
5],b=1|3]undc=| 8
6 9 -7

(a) 3-b=



Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt
Beispiele
~1 4 —2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=-1-44+5-3+6-9=



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

-1
Gegeben sind: 3=

4 -2
5],b=1|3]undc=| 8

6 9 -7
(a) 3 b=-1-445-3+6-9=—4+15+54 =



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

-1
Gegeben sind: 3=

4 )
5], b=[3]undc=1| 8

6 9 -7
(a) 3 b=-1-445-3+6-9=—4+15+54=65



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 —2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 —7

(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b)

o
L
I



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 —2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 —7

(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-d=4-(-1)+3-5+9-6=



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 —2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 —7

(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 —2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 —7

(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) &-a=

it

S
»
i)



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

4
Gegeben sind: 3= | 5  b=|[3]undec=| 8

b

Ly

(a)
(b) b-3

(c)

Ly
Ly
Il

-1 -2

6 9 -7
~1-4+5-346-9=—4+15+54=065
4.(-1)+3-5+9-6=---=65
(1) (~1)+5-54+6-6=



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) @ ad=(-1)-(-1)+5-5+6-6=1+25+36=



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3 d=(-1)-(-1)+5-5+6-6=1+25+36=62



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

4
Gegeben sind: 3= | 5  b=|[3]undec=| 8

b

Ly

(a)
(b) b-3

(c)

Ly
Ly
Il

-1 -2

6 9 —7
~1-445.-34+6-9=—-4+15+54=65
4-(-1)+3-54+9-6=---=65
(-1)-(-1)+5-54+6-6=1+25+36=62 (|a]?)

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

4
Gegeben sind: 3= | 5  b=|[3]undec=| 8

b

[«5)
~—
Ly

-a

z
Ly oy
v,
TR

(on]
o
1

-1 -2

6 9 —7
~1-445.-34+6-9=—-4+15+54=65
4-(-1)+3-54+9-6=---=65
(-1)-(-1)+5-54+6-6=1+25+36=62 (|a]?)

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
—1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-€=4-(-2)+3-849-(-7) = —

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
—1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)+3-5+9:6= - =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-€=4-(-2)+3-849-(~7) = —8+24—63=

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele
~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8
6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47

it

S
»
i)



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8

6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47
(e) a-c=

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8

6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47
(e) a-¢=

(1) (~2)+5-8+6-(-7) =

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8

6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47
(e) a-¢=

(—;)-(—2)+5-8+6-(—7):2+40—42:

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8

6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47
(e) a-¢=

(—;)-(—2)+5-8+6-(—7):2+40—42:0

u}

o)
I
i

it



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.2 Das Skalarprodukt

Beispiele

~1 4 -2
Gegebensind: 3= 5 |,b=(3]undc=1{ 8

6 9 -7
(a) & b=—-1-44+5-3+6-9=—4+15+54 =65
(b) b-3=4-(-1)4+3-54+9-6=--- =65
(c) 3-d=(-1)-(-1)+5-5+6:-6=1+25+36=62 (|a?)
(d) b-&=4-(—2)+3-849-(—7) = —8+24—63= —47
(e) a-¢=

(—;)-(—2)+5-8+6-(—7):2+40—42:0 (5L )

u}
o)
I
i
it
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Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe der beiden Vorschriften fiir das Skalarprodukt erhalten
wir eine Formel zur Berechnung des Zwischenwinkels:

N



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe der beiden Vorschriften fiir das Skalarprodukt erhalten
wir eine Formel zur Berechnung des Zwischenwinkels:

‘5‘ . ‘[;‘ -cosw = aib; + axby + azbs
—_——
5 ab

1

L

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe der beiden Vorschriften fiir das Skalarprodukt erhalten
wir eine Formel zur Berechnung des Zwischenwinkels:

‘5‘ . ‘[;‘ -cosw = aib; + axby + azbs
—_——
5 ab

L

aiby + axby + azbs

3l - |5]

cosp =

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe der beiden Vorschriften fiir das Skalarprodukt erhalten
wir eine Formel zur Berechnung des Zwischenwinkels:

‘5‘ . ‘E‘ -cosw = aib; + axby + azbs
—_——
5 ab

1

L

aiby + azxby + azbs

BN

aibi1 + axby + azbs
VAT B+ B+ 5+ b3

cosp =

cosp =

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)

LS Produkte mit Vektoren

L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe der beiden Vorschriften fiir das Skalarprodukt erhalten
wir eine Formel zur Berechnung des Zwischenwinkels:

1

‘5‘ . ‘E‘ -cosw = aib; + axby + azbs
—_——

&b b
Cosp — aiby + axby + azbs
|4l - |b|
cos p =

aibi1 + axby + azbs

VAT B+ B+ 5+ b3

Zwischenwinkelformel: ¢ = arccos

a-b




Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Gradmass.

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

-1 3
(@ a=[(2].b=10
2 4

N



Vektorgeometrie (I1)

|—5 Produkte mit Vektoren

L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Gradmass.

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

-1 3

(@ a=[(2].b=10
2 4

5
p = arccos 5— = 70.53°

N



Vektorgeometrie (I1)

LS Produkte mit Vektoren

L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Gradmass.

-1
(a) &

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

- 3 5
2 |,b=1]0 ¢ = arccos —— = 70.53°
2 4 3
4 5
(b)y 3=|-3], b= 2
7 -2




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

Gradmass.
-1 3 5
(@) a=1 2], b=1]0 ¢ = arccos —— = 70.53°
3.5
4
4 5
by a=|-3|.b=| 2 = arccos ————— = 90°
(b) ; 2 @ N7 VE
-3 1
(cga=1] b=1|0
0



Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

Gradmass.
-1 3 5
(@) a=1 2], b=1]0 p = arccos o = 70.53°
A .
4 5 0
by a=|-3|.b=| 2 = arccos ————— = 90°
(b) ; 2 @ N7 VE
-3 1 B
c)a=|11],b=|{0 = arccos = 154.76°
(c) ° © 1



Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

Gradmass.
-1 3 5
(@) a=1 2], b=1]0 p = arccos o = 70.53°
A .
4 5 0
by a=|-3|.b=| 2 = arccos ————— = 90°
(b) ; 2 @ N7 VE
-3 1 B
c)a=|11],b=|{0 = arccos = 154.76°
(c) ° © AT
0 . 0
(d)ya=[-1],b=1|1




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Beispiele: Berechne die Zwischenwinkel ¢ der Vektoren & und b im

Gradmass.
-1 3 5
(a) a=( 2|, b=|0 p = arccos o = 70.53°
A .
4 5 0
by a=|-3|.b=| 2 = arccos ————— = 90°
-3 1 3
c)a=|11],b=|{0 = arccos = 154.76°
(c) ° © 1
0 . 0 B
(dya=(-1|,b=1]1 ¢ = arccos =180°
) i



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Zerlege den Vektor b in eine zu 3 kollineare Komponente ) und
eine zu 3 orthogonale Komponente 3 .

(o xd]

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Zerlege den Vektor b in eine zu 3 kollineare Komponente ) und
eine zu 3 orthogonale Komponente 3 .
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|—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Zerlege den Vektor b in eine zu 3 kollineare Komponente ) und
eine zu & orthogonale Komponente 3 .

b
:
ValL
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>l > 3
9
d=k-a
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|—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Zerlege den Vektor b in eine zu 3 kollineare Komponente ) und
eine zu & orthogonale Komponente 3 .

(o xd]
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|—5.4 Zerlegung eines Vektors
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a-a, =0

(Das ist einfacher als &) - 3, = 0.)
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|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.4 Zerlegung eines Vektors

3.3, =0 (Das ist einfacher als 3 -a.=0)
5. (b—k-3)=0
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.4 Zerlegung eines Vektors

3.3, =0 (Das ist einfacher als 3 -a.=0)
5. (b—k-3)=0
a-b—k-a-a=0

DA
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|—5.4 Zerlegung eines Vektors

a =0 (Das ist einfacher als &) - 3, = 0.)

a-b
k:T,
a-a
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.4 Zerlegung eines Vektors

3- _‘J_ =0 (Das ist einfacher als 3 -a.=0)
5. (b—k-2)=0
ab—k-3-3=0
b
k=——
a-a
. a-b
a==-=-4
a-a
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n
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.4 Zerlegung eines Vektors

3- _‘J_ =0 (Das ist einfacher als 3 -a.=0)
5. (b—k-2)=0
ab—k-3-3=0
b
k=——
a-a
. a-b
a==-=-4
a-a
— g 5‘b =
a=b—-—5—-a
a-a

DA
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1
n
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.4 Zerlegung eines Vektors

a-b
k=—-—
a-a
. a-b
=337
a-a
- g 5‘b -
a=b—-—5—-a
a-a

Achtung: Die Faktoren der Skalarprodukte diirfen nicht , gekiirzt"
werden.
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Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel

18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor 3= | —3

sind.
2
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I—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= [ 10 | als Liniearkombination von 3| und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= [ 10 | als Liniearkombination von & und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
RS b 42
=33 ° 14




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= [ 10 | als Liniearkombination von & und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
p ib - B
=537 1 7727
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I—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors
:

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
. &b ., -4 (3
J=5—oa=——-a=-3-a=|9
a-a 14 6
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L5.4 Zerlegung eines Vektors
:

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
. &b ., -4 (3
J=5—oa=——-a=-3-a=|9
a-a 14 6
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I—5 Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors
:

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
. a-b . -—42 (3
El =——-3a=—:3a=-3-a=1 9
a-a 14
—6
7, = 5 i
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Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
-15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
. a-b . -—42 (3
a”—ﬁ a:W =-3.a= 9
—6
B 18 -3
lzb—ﬂ: 10 | =1 9
—15 —6




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.4 Zerlegung eines Vektors

Beispiel
18
Stelle den Vektor b= | 10 | als Liniearkombination von 5” und
—15
1
3| dar, die parallel bzw. senkrecht zum Vektor &= | —3 | sind.
2
. &b ., -4 (3
J=5—oa=——-a=-3-a=|9
a-a 14
—6
18 -3 21
F=b-a=|10|-(9]=|1
—15 -6 -9




Vektorgeometrie (1)
L5 Produkte mit Vektoren
L5.5 Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) 3 x b aus den Vektoren 3,
b € R3 ist ein Vektor ¢ € R3, der durch die folgenden drei
Eigenschaften eindeutig bestimmt ist:

¢

a

> clFundcLlb
> |E‘ ist die Flichenmasszahl des von & und b aufgespannten
Parallelogramms.

> Die Vektoren 3, b und & bilden ein Rechtssystem.
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt
:

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

&3
&
&
axélzo
€ X &=
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
axélzo
X &=8

D1
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
€1
axélzo
ax&=8
€ X 63 =
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
é1
axélzo
& x & =&
€1 X &= — &

D1
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
é
& xé& =0 & X & =
ax&=&
g X&=—&
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Die Vektorprodukte der Basisvektoren
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Die Vektorprodukte der Basisvektoren
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
51X51:0
& x & =&
X &= -8

D1

&XE =—63
& x&=0
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Die Vektorprodukte der Basisvektoren
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:

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
é
g x& =0 & X € = — &
€ X & =63 &xe=0
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
é
g x& =0 & X € = — & 6 X 6 =
€ X & =63 &xe=0
€ X&B=—6& & X e =¢
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt
:

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
€l
& x & =0 &HXE = —& & X & =&
f1X & =8 &xé&=0
1 X &= —& & X & = €]
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Die Vektorprodukte der Basisvektoren
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Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
é1
& x & =0 &HXE = —& & X & =&
1 X & =8 &xé&=0 B xX&=—8
e X&B=—6 & X & = €]

u}
o)
I
i
it
)
»
?)



Vektorgeometrie (I1)
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|—5.5 Das Vektorprodukt

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
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|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt
:

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
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1 X & =8 & xé&=0 B X &= —€
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt
:

Die Vektorprodukte der Basisvektoren

—

€3
&
é1
& x & =0 &HXE = —& & X & =&
€1 X & = &3 & xé&=0 B X &= —€
E1X &= —& & X €3 = €] & xe=0

Offensichtlich gilt das Kommutativgesetz nicht!
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die
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Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die

a1 by
Ix b= an X b2
a3 b3




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die

a1 by
ax b= an X b2
a3 b3

= (2161 + 226 + a363) x (b161 + bpé + b363)




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die

a1 by
ax b= an X b2
a3 b3

= (2161 + 226 + a363) x (b161 + bpé + b363)

5><E=alb1'(51><51)+31b2'(51X52)+31b3'(€1xg3,)+




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die

a1 by
ax b= an X b2
a3 b3

5xb:alb1-(51x€1

)+ aibs - (&1 x &) + arbs -

= (2161 + 226 + a363) x (b161 + bpé + b363)
aby - (& X 1) + axhy - (& X &) + axb3 - (& x &) +




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

LS.S Das Vektorprodukt

Vertraglichkeit des Vektorproduktes mit der s-Multiplikation
voraus, so gilt:

Setzen wir (ohne Beweis) das Distributivgesetz und die

a1 by
ax b= an X b2
a3 b3

1 X 1) +arhy - (6 X &) +arhs - (& x &) +
azby - (& X &) + axby - (& x &) + axbs - (& x &) +
asby - (& x &) + azby - (&3 x
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|—5.5 Das Vektorprodukt
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axb=
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|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.5 Das Vektorprodukt

Fxb=ayb-0+aihy-& — arhs- &

DA
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|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—azbl-%+32b2-6+32b3-€1
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|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€:J,+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 + azbz - 0
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|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€:),+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 + azbz - 0

=aiby-& —aib3- & — axb; - &
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Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€:),+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 + azbz - 0

=aiby-& —aib3- & — axb; - &
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|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€:),+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 + azbz - 0

=aiby-& —aib3- & — axb; - &

+ axbs - €1 +azby - & — azby - €



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€3,+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 +azbsz -0

=aiby-& —aib3- & — axb; - &

+ axbs - €1 +azby - & — azby - €

= (32b3 — a3b2)éi + (a3b1 — 31b3)52 -+ (a1b2 — agbl)é’

3



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.5 Das Vektorprodukt

Gxb=aib;1-0+a1by-&8 —aibs-&

—32b1-€3,+32b2-6+32b3-€1

—

+asby - & —azby - €1 +azbsz -0

=aiby-& —aib3- & — axb; - &

+ axbs - €1 +azby - & — azby - €

Also: @ x b

= (32b3 — a3b2)éi + (a3b1 — a1b3)e_’2 -+ (a1b2 — agbl)é’

3



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.5 Das Vektorprodukt

E% E=31b1'6—|—31b2'e_§,—31b3'€_"2
—32b1-€3,+32b2-6+32b3-€1
+a3b1-€2—a3b2-é'1+33b3-6

=aiby-& —aib3- & — axb; - &

+ axbs - €1 +azby - & — azby - €

= (axb3 — asbp)é1 + (azby — a1b3)é + (arby — axby)é3

. azbz — azby
Also: ax b= | azby — a1b3
81b2 — 32b1



Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

und ¢ aufgespannt wird?

Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
a x

(o xd]

/' Spat oder Parallelepiped
/.
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L5.6 Das Spatprodukt
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Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
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/ Spat oder Parallelepiped
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LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
und ¢ aufgespannt wird?

Iaxb

/
/
// /

/ Spat oder Parallelepiped
/




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
und ¢ aufgespannt wird?

Iaxb
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und ¢ aufgespannt wird?

Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
ixb

/
/
/

/ Spat oder Parallelepiped




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

und ¢ aufgespannt wird?

Wie gross ist das Volumen eines Spats, der von den Vektoren &, b
ixb

/
/
// /

/ Spat oder Parallelepiped
/
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Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren
L5.6 Das Spatprodukt

E! b, c] Def. (&% E) ¢ Spatprodukt oder gemischtes Produkt

> Gilt (3x b)- &> 0, so bilden & b und € in dieser Reihenfolge
ein Rechtssystem.

> Gilt (Fx b)-€<0, so bilden 3, b und & in dieser Reihenfolge
ein Linkssystem.

> Gilt (Fx b)-&=0, sosind 3, b und  linear abhingig.



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

B 6 3
b=|(1] und C=

3 | aufgespannt wird.
5 3

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

i
= NN
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|—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

L

6
1
5

b=

und ¢ =

X
(St

3
3
3

aufgespannt wird.

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

= NN
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|—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

3
3

aufgespannt wird.

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

= NN
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I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

3
3

aufgespannt wird.

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

= NN



Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

6 3
1

und ¢ =

b=

ol

3 | aufgespannt wird
3

. 2 6 9
axb=[2|x|1]=| -4
1 5 —10

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

= NN



Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

. 6
b=1]1

und ¢ =

ol

1
5
9
(5XE)-_’: —4
—-10

3
3

w

aufgespannt wird

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

= NN



Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

6 3
1

und ¢ =

b=

ol

3 | aufgespannt wird
3

9
1| = —4
5 —10
9 3
(& E) C= | —4 3
—-10

=27-12-30 =
3

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

. 6 3
b=1]1

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=
und ¢ =

ol

3 | aufgespannt wird
3

9
1| = —4
5 —10
9 3
(& E) C= | —4 3
—-10

=27 —12—30 = — 15 (Linkssystem)

= NN




Vektorgeometrie (I1)
LS Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

3
1 ¢ = | 3| aufgespannt wird
5 3

Berechne das Volumen des Spats, der von den Vektoren 3=

2 6 9
axb=[2|x|1]=| -4
1 5 ~10
9 3
(Fxb)-¢= | —4 3
-10
V_

=27 —12—30 = — 15 (Linkssystem)

= NN




Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

VTetraeder =

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

VTetraeder = 5 GTetraeder : hTetraeder

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

VTetraeder = 5 GTetraeder : hTetraeder

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

VTetraeder - . GTetraeder : hTetraeder

W= W[

: GSpat : hSpat -

N

u}
o)
1
n
it

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren
|—5.6 Das Spatprodukt

Das Volumen eines Tetraeders

VTetraeder - . GTetraeder : hTetraeder

W= W[

1
: GSpat : hSpat - 6 : VSpat

N

u}
o)
1
n
it

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

—7

1],
-2
4 5
b=|3]|udc=|-1
6

Berechne das Volumen des Tetraeders, das von 8 =

aufgespannt wird.
2




Vektorgeometrie (I1)
|—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

Berechne das Volumen des Tetraeders, das von 8 =

—7
1],
-2
4 5
b=|3]udc=[-1 aufgespannt wird.
6 2
—7 4 12
Fxb=|1]x[3]=| 34
-2 6 —-25




Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

Berechne das Volumen des Tetraeders, das von 8 =

4
b= (3] und =
6

5
-1
2

aufgespannt wird.

-7
1
-2



Vektorgeometrie (I1)
I—5 Produkte mit Vektoren

L5.6 Das Spatprodukt

Beispiel

Berechne das Volumen des Tetraeders, das von 8 =

4
b= (3] und =
6

5
-1

aufgespannt wird.

-7
1
-2



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.1 Die Parametergleichung der Gerade

Die Gerade g ist festgelegt durch den Punkt A und einen
Richtungsvektor V. Fiir einen beliebigen Punkt P gilt:

Peg <« ﬁzt-\?
& —ra+rp
54 p=ip+t-V

Die Zahl t wird Parameter genannt.



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.1 Die Parametergleichung der Gerade

X XA Xy
g Yyl =1\{yal] +t-|w
V4 ZA Zy

P(x,y,z) € g < Es gibt einen Wert fiir t, der die
Parametergleichung erfiillt:

N



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1).
g

AB




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1)

o B g
A
Pa &
0]
AB = s — 7y




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1).

g




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1)

g

2 —4 6
—g-ma=|-1|-[1]=[-2
1 5 —4



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1)

g
2 4 6 3
AB=rm—ra=|-1|-[1]=(=2]==2(1
1 5 4




o

Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.1

Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch die Punkte
A(—4,1,5) und B(2,-1,1)

g
2 4 6 3
AB=rm—ra=|-1|-[1]=(=2]==2(1
1 5 4 2
X —4 -3
yl=11|+t] 1
z 5




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.2
X 5 3
Gegeben: g: |y | =1 9
V4

Welche Punkte gehdren zu den Parameterwerten?
> t=0:




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.2
X 5 3
Gegeben: g: |y | =1 9
V4

Welche Punkte gehdren zu den Parameterwerten?

> t=0: P(5,9,—4)




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.2
X 5 3
Gegeben: g: |y | =1 9
V4

Welche Punkte gehdren zu den Parameterwerten?

> t=0: P(5,9,—4)

> t=3: Q(14,3,-1)



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.2
X 5 3
Gegeben: g: |y | =1 9
V4

Welche Punkte gehdren zu den Parameterwerten?

> t=0: P(5,9,—4)

> t=3: Q(14,3,-1)

> t=-—1:



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.2
X 5 3
Gegeben: g: |y | =1 9
V4

Welche Punkte gehdren zu den Parameterwerten?

> t=0: P(509,—4)
> =3 Q(14,3,-1)

> t=—1: R(2,11,-5)



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.3

Gegeben: g:

3
=11 -1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

N < X
|

> S5(—1,0,3):



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.3

Gegeben: g:

3
=11 -1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

N < X
|

1= 443t
> S(~1,0,3): 0=1—t¢
3=5_2t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.3

Gegeben: g:

3
=11 -1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

N < X
|

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1
0=1-1t = t=1
3=5-2t t=1



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.3

Gegeben: g:

3
=11 -1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

N < X
|

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1
0=1—t = t= = Seg
3=5-2t t=1



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.3
X —4 3
Gegeben: g: |y | =11 |+t
V4

-1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1
0=1—t = t= = Seg
3=5-2t t=1

> T(-10,3,1):



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.3
X —4 3
Gegeben: g: |y | =11 |+t
V4

-1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1
0=1-1t = t=
3=5-2t t=1
—10 = —4 + 3t
» T(-10,3,1): 3=1-—1¢

1=5-2t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung
Beispiel 6.2.3
X —4 3
Gegeben: g: |y | =11 |+t
V4

-1
5

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1
0=1-1t = t=
3=5-2t t=1

~10= —4+3t t=—2
» T(-10,3,1): 3=1-—1¢ =

1=5-2t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Beispiel 6.2.3

3
Gegeben: g: +t]| -1

-2
Welche der folgenden Punkte liegen auf g?

N < X
I

1= 443t
> S(-1,0,3):

t=1

0=1-1t = t= = Seg
3=5-2t t=1
~10= —4+3t t=—2

» T(-10,3,1): 3=1-1t = t=-2 = T¢g
1=5-2t t =



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Bestimme eine Gleichung der Geraden h, die parallel zu

X -3 5
g:lyl=17]+¢t]|—-6

z 2 4
verlduft und durch den Punkt P(—7,8,11) geht.
/é/‘?v/H/ &




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Bestimme eine Gleichung der Geraden h, die parallel zu

X -3 5
g:lyl=17]+¢t]|—-6

z 2 4
verlduft und durch den Punkt P(—7,8,11) geht.
/é/‘?v/H/ &

Der Richtungsvektor von g ist auch ein Richtungsvekor von h:




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.2 Erste Anwendungen der Geradengleichung

Bestimme eine Gleichung der Geraden h, die parallel zu

X -3 5
g:lyl=17]+¢t]|—-6
z 2 4

Der Richtungsvektor von g ist auch ein Richtungsvekor von h:

X —7 5
h: {y]=1| 8 |+t| -6
z 11 4



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.3 Spurpunkte

Die Spurpunkte 51, Sp, S3 einer Geraden g sind die Schnittpunkte
von g mit den Koordinatenebenen 7; (xy-Ebene), ma (yz-Ebene)
und 73 (zx-Ebene).

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.1

Bestimme den ersten Spurpunkt der Geraden

-2
=|-3|+¢t|3
6 3
gnNm = Si(x,y,0):

X 4
g |y
z



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.1

Bestimme den ersten Spurpunkt der Geraden

X 4 -2
g |ly|l=-3]+¢t]| 3
z 6 3
ngFIZSI(X7y7O):
X =42t
y=-3+3t
0=6+3t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.1

Bestimme den ersten Spurpunkt der Geraden

X 4 -2
g:lyl=1-3]+¢t| 3
z 6 3
gnNm = Si(x,y,0):
x=4-2t
y=-3+3t = t=-2
0=6+3t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.1

Bestimme den ersten Spurpunkt der Geraden

X 4 -2
g:lyl=1-3]+¢t| 3
z 6 3
gnNm = Si(x,y,0):
x=4-2t
y=-3+3t = t=-2
0=6+3t

= 5(8,-9,0)



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

X 4 0
g:lyl=1|3|+t]|b
z -8 2



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

X 4 0
g:lyl=1|3|+t]|b

z —8 2

gmﬂ'Z — 52(07)/72):



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

X 4 0
g:lyl=1|3|+t]|b
z —8 2
gﬂ7T2:52(0,y,z):
0=4+40t
y =345t
z=—-8+2t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

X 4 0
g:lyl=1|3|+t]|b
z -8 2
gﬂF2=52(07y72)3
0=4-+0t
y =3+5t = keine Losung
z=—-8+2t



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.2

Bestimme den zweiten Spurpunkt der Geraden

X 4 0
g:lyl=1|3|+t]|b
z —8 2
gﬂ7r2:52(0,y,z):
0=4+40t
y =3+5t

= keine Losung =
z=-8+2t

kein Spurpunkt



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

X 4 2
g ly]l=10]+¢t|O0
z 3 5



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

X 4 2
g ly]l=10]+¢t|O0
z 3 5

g N3 = S3(x,0,z):



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

X 4 2
g ly]l=10]+¢t|O0
z 3 5
g N3 = S3(x,0,z):
x =4+ 2t
0=0+0t
z=3+bt



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

X 4 2
g ly]l=10]+¢t|O0
z 3 5
g N3 = S3(x,0,z):
X =442t
0=0+0t =
z=3+bt

jedes t € R ist Losung



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.3 Spurpunkte

Beispiel 6.3.3

Bestimme den dritten Spurpunkt der Geraden

X 4 2
g ly]l=10]+¢t|O0
z 3 5
g N3 = S3(x,0,z):
X =442t
0=0+0t =
z=3+bt

jedes t € R ist Losung = g C 73
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L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Parallele Geraden




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Parallele Geraden

» kollineare Richtungsvektoren



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Parallele Geraden

» kollineare Richtungsvektoren

» kein gemeinsamer Punkt

DA



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Zusammenfallende Geraden

<L



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Zusammenfallende Geraden

B
A u

» kollineare Richtungsvektoren

<L



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Zusammenfallende Geraden

<L

B
A u

» kollineare Richtungsvektoren

» ein gemeinsamer Punkt (und damit unendlich viele)



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Windschiefe Geraden

s



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Windschiefe Geraden

s

» keine kollinearen Richtungsvektoren



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Windschiefe Geraden

s

» keine kollinearen Richtungsvektoren
» kein gemeinsamer Punkt



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Schneidende Geraden

<y

<
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L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Schneidende Geraden

<y
<!

» keine kollinearen Richtungsvektoren



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Schneidende Geraden

<y
<!

» keine kollinearen Richtungsvektoren
P> ein gemeinsamer Punkt



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Zusammenfassung

ein gemeinsamer Punkt

RV kollinear

RV nicht kollinear

kein gemeinsamer Punkt

N



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden
Zusammenfassung
RV kollinear | RV nicht kollinear
ein gemeinsamer Punkt | identisch
kein gemeinsamer Punkt

N



Vektorgeometrie (I1)
|—6 Die Gerade
L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden
Zusammenfassung
RV kollinear | RV nicht kollinear
ein gemeinsamer Punkt | identisch
kein gemeinsamer Punkt | parallel

N



Vektorgeometrie (I1)
|—6 Die Gerade
L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden
Zusammenfassung
RV kollinear | RV nicht kollinear
ein gemeinsamer Punkt | identisch schneidend
kein gemeinsamer Punkt | parallel

N



Vektorgeometrie (I1)
|—6 Die Gerade
L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden
Zusammenfassung
RV kollinear | RV nicht kollinear
ein gemeinsamer Punkt | identisch schneidend
kein gemeinsamer Punkt | parallel windschief



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden

N < X

—4
8

3 X
2| +s h: |y
1 2 z

1 6
=10] +¢t|-12
5




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,
A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,
A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]
3=1-+6t
2=0-12¢t

1=5-3t




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,
A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]
3=1+6t t=1/3
2=0-12t = t=-1/6
1=5-3t t=4/3




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,

A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]

3=1+6t t=1/3
2=0-12t = t=-1/6
1=5-3t

= Ad¢h
t=4/3




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.1

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 3 —4 X 1 6
g:lyl=12]+s]| 8 h: [y|=10]+t]|-12
z 1 2 z 5 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vj, = —1.5- v,
A(3,2,1) € h? [oder: B(1,0,5) € g7]
3=1+6t t=1/3
2=0-12t = t=-1/6 = Ad¢h
1=5-3t t=4/3

= glh
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden
Beispiel 6.4.2
Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden
X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 y 2|+t -2
z 3 -9 z 6



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2

g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6

Richtungsvektoren:




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6
Richtungsvektoren: nicht kollinear




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?

9 —-25s=7+2t
—2+s5=2-2t

3—9s=06-+5t
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2

g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6 5

Richtungsvektoren: nicht kollinear

gnh?

9—2s=7+2t —25s =2t = -2

—245s=2-2t = s+2t=4

3—9s=06-+5t —9s—-5t=3




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6 5
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?
9—2s=7+2t —25s =2t = -2 )
s=—
—24+5s=2-2t = s+2t=4 =
3—9s=06-+5t —9s—-5t=3

t =




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.2

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 9 -2 X 7 2
g:lyl=1-2|+s|1 h: {yl=1(2])+t]-2
z 3 -9 z 6 5
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?
9—2s=7+2t —25s =2t = -2 )
s=—
—24+5s=2-2t = s+2t=4 =
3—9s=06-+5t —9s—-5t=3

t=
= gnh=5(13,—4,21)
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2

g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4

Richtungsvektoren:




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn v, = (—2) - v}
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn v, = (—2) - v}
A(2,3,8) € h?
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vy = (—-2) - v,
A(2,3,8) € h?
2=-6-12t
3=15+3t
8=—4-3t




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X —6 -2

g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 8 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vy = (—-2) - v,
A(2,3,8) € h?
2=-6-12t 8= -2t
3=154+3t = -12=3t
8=—4—3¢ 12 = -3t




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X -6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 38 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vy = (—-2) - v,

A(2,3,8) € h?

2= 62t 8= 2t t=—4

3=15+43t = —-12=3t = =—4
8=—-4-3t 12 = -3¢




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.3

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X 2 4 X -6 -2
g: |yl =13]+s]|-6 h: |yl =1 ]+t 3
z 38 6 z —4 -3
Richtungsvektoren: kollinear, denn vy = (—-2) - v,

A(2,3,8) € h?

2= 62t 8= 2t t=—4

3=15+43t = —-12=3t = =—4
8=—-4-3t 12 = -3¢




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1
g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1

g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24

Richtungsvektoren:




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1
g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24
Richtungsvektoren: nicht kollinear




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1
g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1
g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24
Richtungsvektoren: nicht kollinear
gnh?

—14+7s=11—-1t

4 — 25 =20+ 8t
8+ 65 =24 + 4t




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1

g:lyl=14|+s|-2] h|y]=1[20]+¢t]| 8
z 8 6 z 24 4

Richtungsvektoren: nicht kollinear

gnh?

—14+7s=11—-1t Ts+t=12

4—-2s=20+8t = —-25s—8t=16

84 6s =24 4 4t 6s —4t =16




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1

g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24 4

Richtungsvektoren: nicht kollinear

gnh?

—14+7s=11—-1t Ts+t=12

4—-2s=20+8t = —-25—8t=16 =

84 6s =24 4 4t 6s —4t =16

keine Losung
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L6 Die Gerade

L6.4 Gegenseitige Lage von Geraden

Beispiel 6.4.4

Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden.

X -1 7 X 11 -1

g:lyl=1|4]|+s|-2 h: y]l=120)+¢t| 8
z 8 6 z 24 4

Richtungsvektoren: nicht kollinear

gnh?

—14+7s=11—-1t Ts+t=12

4—-2s=20+8t = —-25—8t=16 =

84 6s =24 4 4t 6s —4t =16

keine Losung
= g und h sind windschief




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand Punkt—Gerade

Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms auf zwei Arten:
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L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand Punkt—Gerade




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand Punkt—Gerade

Berechne den Flacheninhalt des Parallelogramms auf zwei Arten:

d-[v|=|7xAP| = d=
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand Punkt—Gerade
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

2
2

1

sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

N < X

1
5]+t
3
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

N < X

2
2

1
5|+t

3 1
sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

N < X

2
2

1
5|+t

3 1
sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

|V x AP |
d:T
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

N < X

1 2

51+¢t-]2

3 1

sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

2 7
21 x |4
o lrxap| [\1i) \s

2
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

2
2

1

sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

N < X

1
5]+t
3

2 7 6
21 x| 4 -3
vxap| |\1) \s/| |\-6
v 2 /2
|
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

2
2

1

sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

N < X

1
5]+t
3

2 7 6
2| x |4 -3
vxap| [\1) \s/| [\-6/| o
E 2 /2 3
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand d des Punktes P(8,9,8) von der Geraden

2
2

1

sowie den Fusspunkt F des Lots von P auf g.

N < X

1
5]+t
3

2 7 6
2| x |4 -3
vxap| [\1) \s/| [\-6/| o
E 2 /2 3
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L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

DA
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L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

FP-7=0

DA
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L6 Die Gerade
|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V
FP-7=0
(—k-V+AP) . 7=0

u}
o)
1
n
it

DA
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L6 Die Gerade
|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

=

V=0
(—k-V+AP) . 7=0
k- V-V AP-7T=0

u}
o)
1
n
it

DA
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L6 Die Gerade
|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

FB. v

—0

(—k-V+AP) . 7=0

kT THAP. V=
k =

?i‘%l ©

<i

<u

DA
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L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

(—k- 7+ AP) -

3

7=0

7=0

7=0

k:/ﬁ-vzzl
77 9

DA
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

=

7=0
(—k-V+AP) . 7=0
kT THAP. V=

==
I

?i‘%l ©

DA
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L6 Die Gerade
|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

=

7=0
(—k-V+AP) . 7=0
kT THAP. V=

k =
rF

?i‘%l ©

DA



S
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L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

FP-7=0

(—k-V+AP) . 7=0

kT VAP 7=0

27
wv‘?‘3

1 2

5] +3 2

3



S

Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

FP-7=0

(—k-V+AP) . 7=0

kT VAP 7=0

27
wv‘3_3

1 2 7

5] +3 21 = |11

3 1
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Fusspunkt F: rf =+ k -V

FP-7=0

(—k-V+AP) . 7=0

kT VAP 7=0

27
wv‘3_3
1 2 7
r=|(5]+3-(2] =11 = F(7,11,6)
3 1 6
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand windschiefer Geraden
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand windschiefer Geraden
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand windschiefer Geraden
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L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Abstand windschiefer Geraden




Vektorgeometrie (1)
L6 Die Gerade
L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

i, vV und /@ spannen einen Spat auf.

Die Geraden g und h liegen in parallelen Ebenen, welche
gleichzeitig auch die Grund- und die Deckflache des Spates
enthalten.

Der Abstand d der Geraden ist gleich dem Abstand dieser Ebenen
und somit gleich der Héhe des Spates.



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden
Beispiel 6.5.1
Bestimme den Abstand der Geraden
X 2 3 X —4 -3
g:ly|=11]+s|0]undh: |y 8 +t| 10
z 3 2 z =21

2
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21

uxv

2
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3
Uxv=10|x1{10
2

2
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3 —20
Uxv=10|x[10] =|-12
2 2 30
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L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3 —20
Uxv=10|x[10] =|-12
2 2 30
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L6 Die Gerade

L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3 —20
ixv=\10|x[10] =| —12
2 2 30
AB = iy — Py
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L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3 —20
Uxv=10|x[10] =|-12
2 2 30
—4 2
AB=r-ma=| 8 | -1
—21 3
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L6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

Beispiel 6.5.1

Bestimme den Abstand der Geraden

X 2 3 X —4 -3
g:ly]l=11]+s|0])undh: |y] = 8 +t| 10
z 3 2 z =21 2
3 -3 —20
Uxv=10|x[10] =|-12
2 2 30
—4 2 —6
AB=rs—ra=| 8 |- (1] =] 7
—21 3 —24
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

DA
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

-20 —6
a () ()
d(g, h) = |(u Cj\;) V‘A | B 30 —24
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|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden

—20\ /-6
“2| | 7
oy @37 AB| [\ 30 ) \-2a)| s
eh =" = 20 ~ 38
12
30



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.5 Abstandsberechnungen mit Geraden
—20 —6
? —12 7
_ |(@x V) - AB| 30 24| 684
d(g, h) = Tx 7 0 =55 =18
—-12
30



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Gegeben: zwei sich schneidende Geraden g und h

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Idee: Sind Richtungsvektoren a und b von g und h gleich lang, so
spannen sie zwei (kongruente) Rhomben auf.

Die Diagonalen dieser Rhomben sind die gesuchten
Winkelhalbierenden:
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L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden

X 1 1 X 1 0
g:lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4
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L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden

X 1 1 X 1 0
g:lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4
Schnittpunkt:
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L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1

Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden

X 1 1 X 1 0
g:lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4
Schnittpunkt: 5(1,2, 3) [offensichtlich]
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L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1
Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden
X 1 1 X 1 0
g lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4

Schnittpunkt: 5(1,2, 3) [offensichtlich]
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Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1
Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden
X 1 1 X 1 0
g lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4

Schnittpunkt: 5(1,2, 3) [offensichtlich]

| =3

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1
Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden
X 1 1 X 1 0
g lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4

Schnittpunkt: 5(1,2, 3) [offensichtlich]




Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

Beispiel 6.6.1
Gesucht: Gleichungen der Winkelhalbierenden der Geraden
X 1 1 X 1 0
g lyl=12]+t]| 2 und h: |yl =12]+1t]|3
z 3 -2 z 3 4

Schnittpunkt: 5(1,2, 3) [offensichtlich]
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e
Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

DA
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Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade
|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

DA



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

5
a=>bu=1 10
—10

DA



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

5
a=>bu

=1 10
—10

oy

DA



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

5
10
—10

a

50 =
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I
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<u
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Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

5
a=>bu=1 10
—10
. 0
b=3vV=

DA



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

L6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden
5
a=>5u= 1| 10
—-10
0
b=3v=19
12
X 1 5
wi yl=12]+t|19
z 3 2



Vektorgeometrie (I1)
L6 Die Gerade

|—6.6 Die Winkelhalbierenden zweier Geraden

F=5i=
b=3v=
wi: |y
wa: |y

N

N

—22



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Die Parameterform

Gegeben: Ein Punkt A sowie zwei Richtungsvektoren & und v
rist der zum Punkt P(x,y, z) gehdrende Ortsvektor.

Parameterform

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—741 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Die Normalenform

i # 0 ist ein Normalenvektor von ¢ (z.B. i = i x V)
Pee & ALAP « - AP=0

N -

DA



Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Die Koordinatenform

n X n al
n yl—1m a| =0
n3 V4 n3 as

mx 4+ nyy + n3z—nja; — max — nzaz =0

D

mx 4+ nay +n3z+ D =0 Koordinatenform



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (a)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Parameterform der Ebene durch A, B und C



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (a)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Parameterform der Ebene durch A, B und C

3 2 1
Parameterform: /ﬁ =|6] =ud, /TC> =8| =2|4]| =2V
1 2 1




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (a)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Parameterform der Ebene durch A, B und C

3 2 1
Parameterform: /ﬁ =|6] =ud, /TC> =8| =2|4]| =2V
1 2 1

X 2 3 1
e:ly|=|-3|+s|6|+t]|4
z 0 1

1




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C

3 1
Normalenvektor: ’x v=[6] x | 4
1 1



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C

3 1
Normalenvektor: ’x v=[6] x | 4
1 1

-2
6



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C

3 1
Normalenvektor: ’x v=[6] x | 4
1 1



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (b)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Normalenform der Ebene durch A, B und C

3 1
Normalenvektor: ’x v=[6] x | 4
1 1



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (c)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)

Gesucht: Koordinatenform der Ebene durch A, B und C



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (c)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)

Gesucht: Koordinatenform der Ebene durch A, B und C
D=—-n

2
Aa=—[-1|-[-3]=-5
3 0



Vektorgeometrie (I1)
I—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (c)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)
Gesucht: Koordinatenform der Ebene durch A, B und C
2

D=—f Fy=

Merke: Die Komponenten eines Normalenvektors einer Ebene sind

gleichzeitig Koeffizienten der Koordinatengleichung dieser Ebene.



Vektorgeometrie (I1)
I—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (c)

Gegeben: Punkte A(2,-3,0), B(5,3,1), C(4,5,2)

Gesucht: Koordinatenform der Ebene durch A, B und C
2
D=—f-7y=

Merke: Die Komponenten eines Normalenvektors einer Ebene sind

gleichzeitig Koeffizienten der Koordinatengleichung dieser Ebene.
e:x—y+3z—5=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (d)

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch
X —6 1
g:ly]l=18|+¢t]2
z 1

und P(4,4,1) definiert ist.
3




Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung
Beispiel (d)
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch
X —6 1
g: [yl =18 | +t|2] und P(4,4,1) definiert ist.
z 1 3
1 10 5
i= (2 AP=|-4] = v=|[-2
3 0 0
1 5 —6 2
uxv=[2|x|-2]=|-15 = n=|[5
3 0 12 —4




Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung
Beispiel (d)
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch
X —6 1
g: [yl =18 | +t|2] und P(4,4,1) definiert ist.
z 1 3
1 10 5
i=|2 AP=|-4] = v=[-
3 0 0
1 5 —6 2
uxv=[2|x|-2]=|-15 = n=|[5
3 0 12 —4
D=—n-rp=-24




Vektorgeometrie (I1)

L7 Die Ebene
L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung
Beispiel (d)
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch
X —6 1
g: [yl =18 | +t|2] und P(4,4,1) definiert ist.
z 1 3
1 10 5
i=|2 AP=|-4] = v=[-
3 0 0
1 5 —6 2
uxv=[2|x|-2]=|-15 = n=|[5
3 0 12 —4

D=—n-rp=-24
€:2x+by—4z—-24=0




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (e)

Wann ist ein Ebene durch 2 Geraden definiert?



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (e)

Wann ist ein Ebene durch 2 Geraden definiert?

Wenn die beiden Geraden parallel sind oder sich schneiden.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (f)

Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y,
T und 71'3?




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (f)

Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y,
T und 71'3?

&3

0
= [ 0] ist ein Normalenvektor von 71 (xy-Ebene).
1

N



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung

Beispiel (f)

Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y,
T und 71'3?

0
0
1

& = ist ein Normalenvektor von 71 (xy-Ebene).

Somit lautet die Koordinatengleichung 0-x+0-y+1-z4+D =0



Vektorgeometrie (I1)

L7 Die Ebene
L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung
: :
Beispiel (f)
Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y,
T und 71'3?
0
& = | 0| ist ein Normalenvektor von 71 (xy-Ebene).
1

Somit lautet die Koordinatengleichung 0-x+0-y+1-z4+D =0
Da (0,0,0) in 7 liegt, folgt daraus D =0 und 71: z=10

u}
o)
I
i
it
N
»
?



Vektorgeometrie (I1)

L7 Die Ebene
L7.1 Die verschiedenen Formen der Ebenengleichung
: :
Beispiel (f)
Wie lauten die Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen 7y,
T und 71'3?
0
& = | 0| ist ein Normalenvektor von 71 (xy-Ebene).
1

Somit lautet die Koordinatengleichung 0-x+0-y+1-z4+D =0
Da (0,0,0) in 7 liegt, folgt daraus D =0 und 71: z=10

Analog folgen m: x =0 und m3: y =0

u}
o)
I
i
it




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

X —10 2 5
e ly]| = 9 +s| -4+t 1 ]7?
z 12 3 -5



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

X —10 2 5

e ly]| = 9 +s| -4+t 1 ]7?
z 12 3 -5

10 = —10 + 25 4- 5t

2=9—-4s+t
45 =124 3s - bt



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

X —-10 2 5

e: ly| = 9 +s |4+t 1

z 12 3 -5

10 = —10+ 25 + 5t 2s+5t =20

2=9—-4s+t & —Ads+t=-7
45 =12+ 3s -5t

3s —=5t=—-75

?



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

X —-10 2 5
e: ly| = 9 +s -4+t 1 ]7
z 12 3 -5
10 = —10+ 25 + 5t 2s+5t =20
2=9—-4s+t & —Ads+t=-7
45 =124 3s - bt

3s—b5t=-75
Losung: s =2.5,t=3

= Pece



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(10,2,4.5) in der Ebene

X —-10 2 5
e: ly| = 9 +s -4+t 1 ]7
z 12 3 -5
10 = —10+ 25 + 5t 2s+5t =20
2=9—-4s+t & —Ads+t=-7
45 =124 3s - bt

3s—b5t=-75
Losung: s =2.5,t=3

= Pece



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(5,—2,16) in der Ebene ¢: 4x 43y —z+1 =07



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Liegt der Punkt P(5,—2,16) in der Ebene ¢: 4x 43y —z+1 =07
4.543.(-2)-16+1=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

4.543.(—2)—16+1=0

=

Liegt der Punkt P(5,—2,16) in der Ebene ¢: 4x 43y —z+1 =07

-1=0 = P¢gc



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch den
Punkt P(1,2,—3) geht und parallel zur Ebene
€: —8x+2y—3z+4+1=0 liegt.




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch den
Punkt P(1,2,—3) geht und parallel zur Ebene
€: —8x+2y—3z+4+1=0 liegt.




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch den
Punkt P(1,2,—3) geht und parallel zur Ebene
€: —8x+2y —3z+1=0 liegt




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.2 Erste Anwendungen der Ebenengleichung

Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene ¢, die durch den
Punkt P(1,2,—3) geht und parallel zur Ebene
€: —8x+2y —3z+1=0 liegt

D=—ns -rp=-5
0: —8x+2y—3z—-5=0




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Achsenabschnitte: S, S,, S,



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Achsenabschnitte: S, S,, S,

Spurgeraden: sy, Sy7, Sy



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0

S(2,0,0): 2a—10=0 =



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0

5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0

5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
S,(0,b,0): —3b—10=0 =



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0

5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
S,(0,b,0): —=3b—10=0 = b= —10/3



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel
Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0
5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
5,(0,b6,0): =3b—10=0= b= —10/3
5,(0,0,¢): 5¢ —10=0 =



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel
Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0
5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
5,(0,b6,0): =3b—10=0= b= —10/3
5,(0,0,¢):5¢—10=0=c=2



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel

Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0

5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
S,(0,b,0): =3b—10=0 = b= —10/3
5,(0,0,¢):5¢—10=0=c=2

Sy 2x—3y—10=0 (z=0)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel
Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0
5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
5,(0,b6,0): =3b—10=0= b= —10/3
5,(0,0,¢):5¢—10=0=c=2
Sy 2x—3y—10=0 (z=0)
Syz: =3y +5z—-10=0 (x=0)

u}
o)
I
i
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Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.3 Achsenabschnitte und Spurgeraden

Beispiel
Bestimme alle Achsenabschnitte und Spurgeraden der Ebene
€:2x—3y+5z—-10=0
5¢(a,0,0):2a—10=0=a=5
5,(0,b6,0): =3b—10=0= b= —10/3
5,(0,0,¢):5¢—10=0=c=2

Sy 2x—3y—10=0 (z=0)
Syz: =3y +5z—-10=0 (x=0)
S;x:2x+5z—10=0 (y=0)

u}
o)
I
i
it
N
»
?



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Ein Schnittpunkt

g

Die Gerade g schneidet die Ebene ¢ in einem Punkt

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Kein Schnittpunkt

Die Gerade g verlduft parallel zur Ebene ¢.

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—744 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Zwei Schnittpunkte

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Zwei Schnittpunkte

Die Gerade g liegt in der Ebene €.

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Bestimme eine Gleichung der Geraden g, die senkrecht zur Ebene
geht.

g: x — 2y + 3z — 7 = 0 steht und durch den Punkt P(-2,3,8)
g

P

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

geht.

Bestimme eine Gleichung der Geraden g, die senkrecht zur Ebene

g: x — 2y + 3z — 7 = 0 steht und durch den Punkt P(-2,3,8)
g

P

D

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Bestimme eine Gleichung der Geraden g, die senkrecht zur Ebene
geht.

g: x — 2y + 3z — 7 = 0 steht und durch den Punkt P(-2,3,8)
g

P

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade
-2 3
g: 4

N < X

-1
3 1
die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade
-2
g: =

N < X

3
=| 4 -1
3 1
die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07

Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t
in € einsetzen:




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade

X -2 3
g lyl|l=14|+t]-1
z 3 1

die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07

Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t

in € einsetzen:

7(—2+3t)—2(4—t)+3(3+1t)+39=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade

X -2 3
g lyl|l=14|+t]-1
z 3 1

die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07
Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t

in € einsetzen:

7(—2+3t)—2(4—t)+3(3+1t)+39=0
—14+21t—8+2t+9+3t+39=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade

X -2 3
g lyl|l=14|+t]-1
z 3 1

die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07

Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t

in € einsetzen:

7(—2+3t)—2(4—t)+3(3+1t)+39=0
—14+21t—8+2t+9+3t+39=0
26t +26 =0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade

X -2 3
g lyl|l=14|+t]-1
z 3 1

die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07

Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t

in € einsetzen:

7(—2+3t)—2(4—t)+3(3+1t)+39=0
—14+21t—8+2t+9+3t+39=0
26t +26 =0
t=-1



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Punkt schneidet die Gerade
-2 3

=4 |+t]|-1
3 1

8

N < X

die Ebene ¢: 7x — 2y + 3z +39 =07

Komponenten von g: x = —-2+3t, y=4—t, z=3+1t

in € einsetzen:

7(—2+3t)—2(4—t)+3(3+1t)+39=0
—14+21t—8+2t+9+3t+39=0
26t +26 =0
t=-1

t =—1in g einsetzen: 5(—5,5,2)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

In welchem Winkel schneidet die Gerade

2

X 1
g |y 21+t -1

z 3 2
die Ebene : x +2y —2z+1 =07



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—744 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

g

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—744 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

g

|7 V]
1 = arccos ———
Al - V]

4
= = 63.61°
arccos 3.3

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—744 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

g

1 = arccos 7 7]

4
—_— _— = . 10
EBE arccos:)"3 63.6
 =90° — 63.61° = 26.39°

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.4 Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

g

|- V]
1) = arccos ———-
Al - V]

= arccos i = 63.61°

3-3
¢ =90° — 63.61° = 26.39°

. .|V
oder direkt: ¢ = arcsin T5——=
] - V]

= arcsin 3i = 26.39°

DA



e
Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

schneidend

DA



e
Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

parallel

DA



e
Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

zusammenfallend

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

einen Schnittpunkt

NV kollinear

einen Schnittpunkt

NV nicht kollinear




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

NV kollinear
einen Schnittpunkt

zusammenfallend
einen Schnittpunkt

NV nicht kollinear




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

NV kollinear
einen Schnittpunkt

zusammenfallend
einen Schnittpunkt

NV nicht kollinear

schneidend




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

NV kollinear
einen Schnittpunkt

zusammenfallend
keinen Schnittpunkt

NV nicht kollinear

parallel

schneidend




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

NV kollinear
einen Schnittpunkt

zusammenfallend
keinen Schnittpunkt

NV nicht kollinear

parallel

schneidend




Vektorgeometrie (I1)
I—7 Die Ebene

L7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen ¢ und 4. Falls sich
die Ebenen schneiden berechne den Schnittwinkel und eine
Gleichung der Schnittgeraden.




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (a)

€:bx—8y+4z4+9=0
0:9x—12y+6z—-7=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (a)

€:bx—8y+4z4+9=0

0:9x—12y+6z—-7=0

6 9
A=|-8| a=[-12
4

6

= 1.5 . = n5 (kollinear)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (a)

€:6x—8y+4z+9=0
0:9x—12y +6z—7=0

9
-8 |, ns=1-12
4

= 1.5 . = n5 (kollinear)
6

Wiren die Ebenen identisch, so miisste 1.5 - ¢ = ¢ gelten, was
offenbar nicht der Fall ist.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (a)

€:6x—8y+4z+9=0
0:9x—12y +6z—7=0

9
—8|,fs=|-12| = 1.5- A = fi; (kollinear)
4 6

Wiren die Ebenen identisch, so miisste 1.5 - ¢ = ¢ gelten, was
offenbar nicht der Fall ist.
= €1 || 5p)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (b)

€:2x+2y+3z+8=0
0:5x+2y+4z4+7=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (b)

€:2x+2y+3z+8=0

0:5x+2y+4z4+7=0

—

2 5
.= 12| und As = | 2 | sind nicht kollinear
3 4
= ¢ und § schneiden sich.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5 2
Mexnag=12]x|2]=1|7
3 4

—6



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5
ﬁ'axﬁ(;:

2
21 x|(2)|=17

3 4 —6
Hilfsebene durch (0,0,0) und senkrecht zu v:



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:
2

5 2
Mexnag=12]x|2]=1|7
3 4

—6
Hilfsebene durch (0,0,0) und senkrecht zu
(:2x+7y—6z=0

Si



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5 2
Mexnag=12]x|2]=1|7
3 4 —6

Hilfsebene durch (0,0,0) und senkrecht zu v:
(:2x+7y—6z=0

2x 42y +3z=-8
5x 42y +4z=—7
2x+ 7y —6z=0

it
)
»
?)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5 2
Mexnag=12]x|2]=1|7

3 4 —6
Hilfsebene durch (0,0,0) und senkrecht zu v:
(:2x+T7y—6z=0
2x 42y +3z=-8
Sx+2y+4z=-7 = S5(1,-2,-2)
2x+ 7y —6z=0

o = = E 9DHAE



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Richtungsvektor der Schnittgeraden:

2 5 2
Mexnag=12]x|2]=1|7
3 4 —6

Hilfsebene durch (0,0,0) und senkrecht zu v:
(:2x+7y—6z=0

2x 42y +3z=-8
Sx+2y+4z=-7 = S5(1,-2,-2)
2x+ 7y —6z=0

X 1 2
g |lyl=|-2|+t]| 7
z -2 —6

u}
o)

I

i
it
)
»
?)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

(spitzer) Schnittwinkel:

¥

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

(spitzer) Schnittwinkel:

ns

|| - | 5]

_ |7 - 75|
( = arccos

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

(spitzer) Schnittwinkel:

—

A
( = arccos

26
S = arccos
|| - | 5]

VIT a5

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

(spitzer) Schnittwinkel:

—

A
( = arccos

S = arccos
|| - | 5]

6
D ~10.04°
V17 -\/45

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (c)

€:4x+2y—2z+6=0
d:

—2x—y+z—-3=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.5 Gegenseitige Lage von Ebenen

Beispiel (c)

€:4x+2y—2z+6=0
0: —2x—y+z—-3=0

Wegen —2-6 =cgilte =90



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Abstand Punkt—Ebene

Gesucht: Pe = dist(P, ¢)

Gegeben: P(xp,yp,zp) unde: ny-x+n,-y+n,-z+d =0
g

P

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf € durch P: r'=rp + tn

gne={S}h

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf € durch P: r'=rp + tn

gne={S}h
a-(F—7) =0 (Ace)

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf € durch P: r'=rp + tn

gne={S}h
a-(F—7) =0 (Ace)
A (fp+tid) —f-fa=0

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

i (F-F)=0 (Ace)

u}
o)
1
n
it

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

i (F=7) =0 (Ace)
i (7p + til) — - Fa =0
i o+t~ - 7a=0
tiT = e Fa— - P

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

A (F—7)=0 (Ace)
- (Fp+ti) — - Fa=0
A fp 4t A — i 7y =0
tR-A=n-rfpa—n-rp
. ﬁ-a\—ﬁ-Fp:—ﬁ-(F—a\)
n-i |72
=] = = E E DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:
a-(F—7) =0 (Ace)
A (fp+tid) —f-fa=0
A-fp+th-A—m-ifa=0
th-A=n-fpa—n-rp
. A-Ppa—i-rp —i-(fp—ra)
a-n |72
Pe
[} = =

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

a-(F—7) =0 (Ace)
A (fp+tid) —f-fa=0
A-fp+th-A—A-Fa=0
th-A=n-fa—n-rp
. ﬁ'-r_’A—ﬁ-F’p_—ﬁ-(r_’—F;\)
iAo AP
Pes = PS
=] = - = = DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

a-(F—7) =0 (Ace)
A (fp+tid) —f-fa=0
n-rp+tn-n—n-ra=0
th-nM=n-rpa—n-rip
A-Ppa—i-rp —i-(fp—ra)
t ——— = >
n-n ‘]
Pe = PS = |t
=] F = = E 9DHAE



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:
a-(F—7) =0 (Ace)
A (fp+tid) —f-fa=0
A-fp+th-A—m-ifa=0
th-A=n-fpa—n-rp
A-Ppa—i-rp —i-(fp—ra)
t g 2
n-n ||
Pe = PS = |ti] = |t| - | A]



Vektorgeometrie (I1)

|—7DieEbene
|—7.6 Abstandsberechnungen
Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:
i (F-F)=0 (Ace)
i (Fp+tA) — -7 =0
A-rp+thn-A— -y =
tF- = - Fa— i 7p
A= AFe i (7~ 7a

a-n |72
7 (7 1)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene
|—7.6 Abstandsberechnungen
:

Normale g auf e durch P: F=rp+tn gne={S}:

A e N
t = e —— = =5
7

n n n d
_ |[nixp + nayp + n3zp + d| Hessesche Normalform

Pe
\/ N3+ n3 + n’

it
)
»
?)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.

. = (1,4,8)7



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.
n-=(1,4,8)7

Pe



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.

A= (1,4,8)7
1-54+4-2+8-1+1
P6:| 5+4-2+8-1+1]

V12 +42 482




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.
n-=(1,4,8)7

Pe

_|1-5+4-2+8-141] 22
V12 +42 482

9



Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene
L76 Abstandsberechnungen

Beispiel (a)

Berechne den Abstand Pe vom Punkt P(5,2,1) zur Ebene
e:x+4y+8z+1=0.

. = (1,4,8)7

p._|11-5+4-2+8-141] 22
E = e —
12+ 42 + 82 9

Ohne Betragzeichen lasst sich Pe wie folgt deuten:

falls Pe > 0: P liegt im Halbraum in Richung von .
falls Pe < 0: P liegt im Halbraum in Richtung von —n.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene
€:9x+20y +12z+14=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene
€:9x+20y +12z+14=0
Pe



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene
€:9x+20y +12z+14=0
Pe

19-5420-(—1) 4123+ 14
92 1202 + 122




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene
€:9x+20y +12z+14=0
Pe

9-5420-(~1)+12-3+14 75
V92 + 202 + 122

25



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (b)

Gesucht: Abstand des Punktes P(5,—1,3) von der Ebene
€:9x+20y +12z+14=0
Pe

9-5420-(~1)+12-3+14 75
V92 + 202 + 122

_25:3



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (c)

Abstand des Ebene €: 4x — 10y + 3z — 25 = 0 vom Ursprung.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (c)

Abstand des Ebene €: 4x — 10y + 3z — 25 = 0 vom Ursprung.
Pe



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (c)

Abstand des Ebene €: 4x — 10y + 3z — 25 = 0 vom Ursprung.
|4-0—10-0+7-0— 25| 25
Pe = =

V16 + 100+ 9

V125



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (c)

Abstand des Ebene €: 4x — 10y + 3z — 25 = 0 vom Ursprung.
Pe

4.0-10-0+7-0-2 2
_[40-10.0+7.0-25 25 _ &
V16 + 100 + 9

V125



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (d)

Liegen die Punkte P1(0,1,—9) und P>(—1,—3,8) im gleichen

Halbraum der Ebene €: 3x + 12y —4z+1 =07



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (d)

Liegen die Punkte P1(0,1,—9) und P>(—1,—3,8) im gleichen
Halbraum der Ebene €: 3x + 12y —4z+1 =07

0+124+36+1 49
P1€: =5 >
Vot 144116 13




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (d)

Liegen die Punkte P1(0,1,—9) und P>(—1,—3,8) im gleichen
Halbraum der Ebene €: 3x + 12y —4z+1 =07

0+124+36+1 49
P1€: =5 >
Vot 144116 13

Pye =

~3-36-32+1 70
VO+144+16

3 <0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Beispiel (d)

Liegen die Punkte P1(0,1,—9) und P>(—1,—3,8) im gleichen
Halbraum der Ebene €: 3x + 12y —4z+1 =07

0+124+36+1 49
P1€: =5 >
Vot 144116 13

-3-36-32+1 70
P2€: =
VOt 144 1 16

= Nein
3 <0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand.
>



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

n» —4

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand.
4
2



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

2
m=\|-4] =2-|-2
2

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand.
4
1




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

2
m=1-4| =2

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand.
4

-2

2




Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

2
m=1-4| =2

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand
4

-2

2

Wiahle Punkt auf £1: P(0,0,7)



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

2
m=1-4| =2

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand
4

-2

2

Wiahle Punkt auf £1: P(0,0,7)
P€2



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

2
m=\|-4] =2-|-2
2

Wiahle Punkt auf £1: P(0,0,7)

4.0-4-0+2-7+2]
P€2 =

VA% + 42 22

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand
4



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.6 Abstandsberechnungen

Abstand paralleler Ebenen

Weise nach, dass die Ebenen €1: 2x —2y +z —7 =0 und

2
m=\|-4] =2-|-2
2

€2: 4x —4y +2z+2 = 0 parallel sind und bestimme ihren Abstand
4

Wiahle Punkt auf £1: P(0,0,7)

P€2 =

4-0-4.0+2-7+2| 16
VA% + 42 22

16 _8
6 3



Vektorgeometrie (1)
L7 Die Ebene
L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Schneiden sich zwei Ebenen € und § in der Geraden s, so gibt es
zwei winkelhalbierende Ebenen w; und wy. Das Bild zeigt zwei
Ebenen und ihre Winkelhalbierenden in projizierender Lage.

Der Punkt P(x,y, z) liegt genau dann auf einer der
Winkelhalbierenden, wenn er von € und ¢ den gleichen Abstand
hat.



Vektorgeometrie (I1)
I—7 Die Ebene

L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Normalform berechnet werden kann, lasst sich die obige Aussage
auch so formulieren:

Da der Abstand eines Punktes von einer Ebene mit der Hesseschen




Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene
L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Da der Abstand eines Punktes von einer Ebene mit der Hesseschen

Normalform berechnet werden kann, lasst sich die obige Aussage
auch so formulieren:

P € wy oder P € wy




Vektorgeometrie (I1)
L7 Die Ebene
L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Da der Abstand eines Punktes von einer Ebene mit der Hesseschen
Normalform berechnet werden kann, lasst sich die obige Aussage
auch so formulieren:

P € wy oder P € wy

|Ax + By + Cz + D|  |Ex+ Fy + Gz + H|
A2+BZ_|_C2 E2_|_F2+G2




Vektorgeometrie (1)
L7 Die Ebene
L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Um die Betrage weglassen zu konnen, miissen wir zwei Falle
unterscheiden:

Haben beide Zahler gleiches Vorzeichen, so gilt:

w_Ax+By+Cz—|—D_Ex+Fy+Gz+H
VoVA Bt 2 JERt P2y Ge

Haben beide Zahler unterschiedliche Vorzeichen, so gilt:

Ax+ By + Cz+ D Ex+Fy+Gz+H
Wy =—
2 1//424_82_’_(:2 1/E2—|—F2+G2



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Beispiel

Bestimme die Winkelhalbierende der Ebenen

€:2x—y+2z+3=0und é: x+4y+8z—-5=0.



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Beispiel

Bestimme die Winkelhalbierende der Ebenen

€:2x—y+2z+3=0und é: x+4y+8z—-5=0.

1. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3 x+4y+8z—5
3

9



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Beispiel

Bestimme die Winkelhalbierende der Ebenen

€:2x—y+2z+3=0und é: x+4y+8z—-5=0.
1. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3 x+4y+8z—5
3

9
6x -3y +6z+9=x+4y +8z—-5



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

L7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

Beispiel

Bestimme die Winkelhalbierende der Ebenen

€:2x—y+2z+3=0und : x+4y+8z—-5=0
1. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3 x+4y+8z—5
3

9
6x -3y +6z+9=x+4y +8z—-5

wi:bx—T7y —2z414=0



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

2. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3  x+4y+8z-5
. E—

9

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

2. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3  x+4y+8z-5
. —

9
6x -3y +6z4+9=—x—-4y —-8z+5

DA



Vektorgeometrie (I1)
|—7 Die Ebene

|—7.7 Die Winkelhalbierenden zweier Ebenen

2. Winkelhalbierende:

2x—y+2z+3  x+4y+8z-5
. —

9
6x -3y +6z4+9=—x—-4y —-8z+5

wr: Ix+y+14z4+4=0



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius ¢ bestimmt.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
LS.I Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius g bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius g bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:



Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius ¢ bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:

Mit der Beziehung v - vV = |V/|? folgt dann:



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius o bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius o bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:

und in Koordinatenform:



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine Sphare (Kugelfliche) K ist durch ihren Mittelpunkt M und
ihren Radius o bestimmt.

Jeder Punkt P € K(M, o) hat den Abstand ¢ von M. Daraus
ergibt sich die Gleichung einer Sphare fir r'= (x, y, z)T:

und in Koordinatenform:

K:(x—xm)?+(y—ym)?+(z—2zm)? =0



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

LS.I Die Kugelgleichung

Kugel und Sphare

Es seien M € R3 ein beliebiger Punkt und o € RT.

Mit dem Begriff Kugel beschreiben wir die Punktmenge

K={PcR3 |PM| <o} (Kugelkdrper)



Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Kugel und Sphére

Es seien M € R3 ein beliebiger Punkt und o € RT.
Mit dem Begriff Kugel beschreiben wir die Punktmenge

K={PcR3 |PM| <o} (Kugelkdrper)

Mit dem Begriff Sphéare beschreiben wir die Punktmenge

S={PcR® |PM| = o} (Kugelfliche)



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Kugel und Sphare

Es seien M € R3 ein beliebiger Punkt und o € RY.
Mit dem Begriff Kugel beschreiben wir die Punktmenge

K={PcR3 |PM| <o} (Kugelkdrper)

Mit dem Begriff Sphare beschreiben wir die Punktmenge
S={PcR® |PM| = o} (Kugelfliche)
Im Folgenden werden gelegentlich die im Schulunterricht iiblichen

(aber unprazisen) Begriffe Kugel und Kugelgleichung verwendet.
Damit sind jedoch die Sphare bzw. die Spahrengleichung gemeint.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.1 Die Kugelgleichung

Beispiel 8.1

Sphare mit M(3,—1,2) und o =T:



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.1 Die Kugelgleichung

Beispiel 8.1

Sphare mit M(3,—1,2) und o =T:

(x =32+ (y+1)>+(z—2)2=49



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.1 Die Kugelgleichung

Beispiel 8.1

Sphare mit M(3,—-1,2) und p =7
(x =32+ (y+1)>+(z—2)2=49

X4+ y? 422 —6x+2y —2z+14=149



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.1 Die Kugelgleichung

Beispiel 8.1

Sphare mit M(3,—-1,2) und p =7

(x =32+ (y+1)>+(z—2)2=49
2, .2, .2 _
Xty +z°—6x+2y —2z+14 =49

xX24+y?+22—6x+2y—2z=35



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

LS.I Die Kugelgleichung

Eine quadratische Gleichung der Form

XP4+y? 4+ +ax+by+cz+d=0

kann umgekehrt als Kugelgleichung gedeutet werden. Subtrahieren
von d und quadratisches Erganzen ergibt:




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine quadratische Gleichung der Form
XP4+y? 4+ +ax+by+cz+d=0

kann umgekehrt als Kugelgleichung gedeutet werden. Subtrahieren
von d und quadratisches Erganzen ergibt:

() () w8 =T e T e



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine quadratische Gleichung der Form
XP4+y? 4+ +ax+by+cz+d=0

kann umgekehrt als Kugelgleichung gedeutet werden. Subtrahieren
von d und quadratisches Erganzen ergibt:

2 2

<x+3)2+ 12 2+(z+c)2—a+bz+c—d— 2
2 ) 2) T4 a0

Wegen 0 > 0 muss folgende Bedingung erfiillt sein:



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.1 Die Kugelgleichung

Eine quadratische Gleichung der Form
XP4+y? 4+ +ax+by+cz+d=0

kann umgekehrt als Kugelgleichung gedeutet werden. Subtrahieren
von d und quadratisches Erganzen ergibt:

2 2

<x+3)2+ 12 2+(z+c)2—a+bz+c—d— 2
2 ) 2) T4 a0

Wegen 0 > 0 muss folgende Bedingung erfiillt sein:

2+ b>+c?>4d



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade

Sind die Gleichungen einer Geraden

X XA Xy
8 y yal +t|w
z ZaA zy

und einer Kugel

K:(x=xm)*+(y —ym)* + (z — zm)* = ¢°
gegeben, so 16st man das Schnittproblem durch Einsetzen der
Komponenten der Geradengleichung in die Kugelgleichung:

K:(xa+t —xm)2+attnw—ym)?+(za+tzy —zu)? =0
und anschliessendem Auflésen nach t.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade

erhalt man:

Abhidngig von der Losungsmenge der quadratischen Gleichung

> zwei Losungen t1, to: zwei Durchstosspunkte Py, P»

N



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade

erhalt man:

Abhidngig von der Losungsmenge der quadratischen Gleichung

> zwei Losungen t1, to: zwei Durchstosspunkte Py, P»
P eine Losung: t: ein Beriihrpunkt P




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade

erhalt man:

Abhidngig von der Losungsmenge der quadratischen Gleichung

> zwei Losungen t1, to: zwei Durchstosspunkte Py, P»
P eine Losung: t: ein Beriihrpunkt P

» keine Losung: Die Gerade meidet die Kugel.




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o =9

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81

(2t 4+ 9)% 4 (2t)2 + (t)> = 81



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81

(2t 4+ 9)% 4 (2t)2 + (t)> = 81
9t 4 36t + 81 = 81



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81
(2t 4+ 9)% 4 (2t)2 + (t)> = 81
9t% + 36t + 81 = 81

t? 44t =0



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneide g: |y | =[2] +t
z

2
3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81

(2t 4+ 9)% 4 (2t)2 + (t)> = 81
9t 4 36t + 81 = 81

t? 44t =0

t(t+4)=0



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.2 Schnitt von Kugel und Gerade
Beispiel 8.2
X 5 2
Schneideg: [y | =(2]+¢t]2
z

3 1
mit der Kugel mit M(—4,2,3) und o = 9.

([5+2t] +4)>+ (2 +2t] —2)> + (3+t] —3)> =81

(2t 4+ 9)% 4 (2t)2 + (t)> = 81

9t% + 36t + 81 = 81
t? 44t =0

t(t+4)=0
t1=0= P1(5,2,3) und tp = —4 = P2(—3, —6, —1)

m]

=



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Sind Gleichungen einer Kugel
K:(x=xm)? + (v — ym)* + (2 — 2m)* = 0

und einer Ebene
g:ax+by+cz+d=0

gegeben, so 16st man das Schnittproblem wie folgt:

X XM a
1. Gleichung der Lotgeraden g: [y | =|ym | +t | b
z Zy c

2. Mittelpunkt des Schnittkreises: M’ = gne
3. Radius des Schnittkreises: r> = > — d(M', £)?



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Geometrische Interpretation der Lésung:

» r2 > 0: Schnittkreis




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Geometrische Interpretation der Lésung:

» r2 > 0: Schnittkreis

» r2 = 0: Beriihrpunkt



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

|—8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Geometrische Interpretation der Lésung

» r2 > 0: Schnittkreis

» r2 = 0: Beriihrpunkt

» r2 < 0: Die Ebene meidet die Kugel.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3
0=21t—21



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3
0=21t—21
t=1 = M(-3,1,7)



Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3
0=21t-21
t=1 = M(-3,1,7)

> d=MM = \/(-3+7)2+(1+1)2+(7-6)=+21




Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3
0=21t—21
t=1 = M(-3,1,7)

> d=MM = /(-3+7)2+(1+1)2+(7-6)2 =21
rP=0p>—d?>=25-21=4




Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.3 Schnitt von Kugel und Ebene

Beispiel 8.3

Gegeben: Kugel K mit M(—7,—1,6) und o =5
Ebenee: 4x+2y +2z+4+3=0

Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des Schnittkreises.

X —7 4
> g ly|l=|-1|+t]2
z 6 1

> eNg:0=4(-7+4t)+2(-14+2t)+(6+1t)+3
0=21t—21
t=1 = M(-3,1,7)

> d=MM = /(-3+7)2+(1+1)2+(7-6)2 =21
rP=0>-d>’=25-21=4 = r=2




Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Gegeben: Gleichungen zweier Kugeln Ki(Mi, 01) und Ka(Ma, 02):
Ki: (x=x1)? +(y —n)? +(z— z1)* = of
Ko: (x —x)2 + (y = y2)* + (2 — ) = 0}

1. Subtraktion der Kugelgleichungen: ¢: ax + by +cz+d =0
(Ebene des Schnittkreises)

s
2. Gerade durch die Kugelmittelpunkte: g: r'= iy, + tMi M>
3. Mittelpunkt des (allfilligen) Schnittkreises: M' = gne

4. Radius des Schnittkreises r = y/r2 — d2 mit d = |M M|



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Geometrische Interpretation der Lésung:

> |01 — 02| < MiM;y < o1 + 02: Die Kugeln schneiden sich.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Geometrische Interpretation der Lésung:

> |01 — 02| < Mi My < p1 + p2: Die Kugeln schneiden sich

» |01 — 02| = M1 M, Die Kugeln beriihren sich innen.
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Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Geometrische Interpretation der Lésung:

> |01 — 02| < Mi My < p1 + p2: Die Kugeln schneiden sich

» |01 — 02| = M1 M, Die Kugeln beriihren sich innen.

» 01 + 0o = M1 M; Die Kugeln beriihren sich aussen.




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Geometrische Interpretation der Lésung:
> o1 — 02| < MM, < o1 + p2: Die Kugeln schneiden sich.
» |01 — 02| = M1 M, Die Kugeln beriihren sich innen.
» 01+ 0o = MM, Die Kugeln beriihren sich aussen.

» |01 — 02| > M;M, Die Kugeln liegen ineinander.
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Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Geometrische Interpretation der Lésung:
» |01 — 02| < MM, < o1 + 02: Die Kugeln schneiden sich.
» |01 — 02| = M1 M, Die Kugeln beriihren sich innen.

01 + 0o = MM, Die Kugeln beriihren sich aussen.

lo1 — 02| > M; M, Die Kugeln liegen ineinander.

> 01+ 0o < MM, Die Kugeln liegen auseineinander.



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Beispiel 8.4

Gegeben: Kugeln K1 mit My1(4,3,1), o1 =7 und K> mit
Mo(1,0,4), 01 =2
Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des (allfilligen)
Schnittkreises von Kj und K.
> Ki: (x =42+ (y—3P2+(z-1)°-7°=0
Ko:(x =12 +(y -0+ (z—4)2—-22=0



Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Beispiel 8.4

Gegeben: Kugeln K1 mit My1(4,3,1), o1 =7 und K> mit
Mo(1,0,4), 01 =2
Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des (allfilligen)
Schnittkreises von Kj und K.
> Ki: (x =42+ (y—3P2+(z-1)°-7°=0
Ko:(x =12 +(y -0+ (z—4)2—-22=0
Ki— Ky —=6x—6y+6z2—36=0 = ec:x+y—z+6=0



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

Beispiel 8.4

Gegeben: Kugeln K1 mit My1(4,3,1), o1 =7 und K> mit
M(1,0,4), 01 =2
Gesucht: Mittelpunkt M’ und Radius r des (allfélligen)
Schnittkreises von Kj und K.
> Kt (x—4)2 4+ (y—32+(z-12-7*=0
Ko:(x =12 +(y—0)>+(z—4)>-22=0
Ki— Ky —6x—6y+6z—36=0 = ec:x+y—z4+6=0
X 4 1
> gyl =1(3]+¢t]| 1
z 1 -1



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> eNg:

DA



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> cNg:

A+t)+B3+t)—-(1—-t)+6=0

DA
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L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> cNg:

A+t)+B3+t)—-(1—-t)+6=0

3t+12=0



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> cNg:

A+t)+B3+t)—-(1—-t)+6=0

3t+12=0

t=-4 = M(0,-1,5)



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L_8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> cNg:

A+t)+B3+t)—-(1—-t)+6=0

3t+12=0

t=—-4 = M(0,-1,5)
> di =dist(My, M) = /(4 —0)2+(3+1)2+ (1 —5)2 =48




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

L8.4 Schnitt von zwei Kugeln

> cNg:

A+t)+B3+t)—-(1—-t)+6=0

3t+12=0

t=-4 = M(0,—1,5)
> dy =dist(My, M) =/(4-0)2+(3+1)2+(1-5)2=+48
r=/r2—d2=4—48=y1=1




Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel
L85 Die Tangentialebene an eine Kugel

projizierende Darstellung von Kugel K und Tangentialebene 7:

K P(x,y,2)

Sind K und B € K gegeben, so ist m sowohl| Radiusvektor als
auch Normalenvektor von 7 und es gilt:

T (F'B —F'M)(FP—F'B) =0



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.5 Die Tangentialebene an eine Kugel

Addiert man den Nullvektor im zweiten Faktor, so lasst sich die
Gleichung der Tangentialebene in einer anderen Form darstellen:

)
(75 — ) [ (7o — i) + (P — 7)] =0
(75 — Fin) (Fp — i) + (& — ) (P — 75) =0
(75 — rin) (Fp — 7in) — (75 — ) (F5 — Fiv) =0
(fg — ) (Fp — 7)) — 0 =



Vektorgeometrie (I1)
L8 Die Kugel

LS.S Die Tangentialebene an eine Kugel

Liegt ein Punkt P ausserhalb einer Kugel K, so existiert eine ganze
Schar von Tangentialebenen an K durch P.

N



Vektorgeometrie (I1)
LB Die Kugel
L85 Die Tangentialebene an eine Kugel

Liegt ein Punkt P ausserhalb einer Kugel K, so existiert eine ganze
Schar von Tangentialebenen an K durch P.

Die Tangentialebenen 7 an eine Kugel sind jedoch eindeutig
bestimmt, wenn eine die Kugel K meidende Gerade g mit g C 7

gegeben ist.



Vektorgeometrie (1)
L8 Die Kugel
L8.5 Die Tangentialebene an eine Kugel

Liegt ein Punkt P ausserhalb einer Kugel K, so existiert eine ganze
Schar von Tangentialebenen an K durch P.

Die Tangentialebenen 7 an eine Kugel sind jedoch eindeutig
bestimmt, wenn eine die Kugel K meidende Gerade g mit g C 7
gegeben ist.

Ist g: F'=ra + tV eine die Kugel K: (F’— FM)2 = ¢® meidende
Gerade und B(x, y, z) der gesuchte Beriihrpunkt, so gilt

(fg — FM)2 = ¢

(Fs — Fu) v =0
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